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Vorrede. 


1)    Wenn  Ein  Bernoulli  ')   nach   ernstlicher 
Untersachung   der  Sache  behauptet»  dafa  der  Haupt* 
eatz  unserer  ganzen«  höhern  Mechanik  vielleicht  nur 
anfällig  wahr,   und  daher  a  priori  erweisbar   nicht 
seyn  möchte;   Ein  Eni  er  mit  seinem  Gegenbeweise 
allerdings  unbefriedigend  blieb»  daher  ein  d'Aiembert 
für  rathsam  hielt,    den  Hauptsatz    der  Mechanik  ala 
eine  blofse  Definition  der  beschleunigenden  Kraft  hy- 
pothetisch zu  gebrauchen  ^)  (folglich  von  seiner  gaii- 
sen  Dynamik  nur  behaupten  kann,   dafs  sie  für  die- 
jenigen Kräfte,    welchen    seine  Definition    wirklich 
ankommt,  gültig  un,d  wahr  sey) ;   wenn  Ein  Käst* 
ner   angelegentlich   darüber   sich  zu  erörtern  sucht, 
am  Ende  aber  selbst  nicht  gewifs  ist,  ob  er  wirk- 
lich überzeugend  geworden  sey  ^);    alle  diese  ausge- 
zeichnet  scharfsinnigen  Mathematiker  also,    vermit- 
telst ihres  Infinitesimalcaiculs,    unsere   allgemein  ge- 
brauchte Dynamik,    als  nothwendig   wahr  nicht  zu 
begründen  wulstenj   ein  Geometer  der  neuern  Zeit, 


'^  Dtnisl  Bern OQ 111  in  seiner  Abhtndlniig,  Exanun 
prineifiorum  JMiechmniead  ^  No.  /.  et  No,  IV*  in  Com'^ 
mentariis  Acad.  scient.  Petropol,  Tom.  /•  17SB*  F^*  1^ 
et  129. 

>^    Tratte  de  iynamique.  Paris  1745«  i»  19.  pag.  87. 

*^   AnfangsgrAnde  der  höbern  Mechanik,  «weite Aufl.  Göt. 
tingea  179S«  {.  73.  Seite  87* 
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dessen  Mieanique  eilest«  im  Ganzen  genommen, 
Staunen  und  Ehrfurcht  für  die  Gröfee  seines  Geistes 
erregen  mufs,  eben  diesen  Hauptsatz  der  Dynamik 
lediglich  durch  Erfahrung  auf  unserer  Erde,  folg- 
lich auch  nicht  als  allgemein  und  nothwendig  für 
jede  stetig  wirkende  Kraft»  als  solche»  zu  erweisen 
sucht  ^)  !  . 

'  2)  Wenn  Euler  eine  sehr,  berühmt  gewordene 
Aufgabe  der  hohem  Mechanik»  vermittelst  des  Iiiü- 
nitesimal-Calculs»  auffallend  seltsam»  durch  zweier- 
lei Methoden  übereinstimmend »  Jb»^ntwortet  fand» 
und  dann  fast  ein  Jahrhundert  hindurch  die  berühm- 
teit^n  Mathematiker  aller  Orten  hin  und  her  darüber 
versuchten,  gleichwohl  durch  ein  bündiges  und  fol- 
gerecht scheinendes  DifFerenziiren  und  Integriren  auch 
nicht  einer  diejenige  Antwort  hervorzubringen  wufs- 
te»  welche»  ohne  Calcul»  jedem  übrigens  sachver- 
ständigen und  wissenschaftlichen  Urtheile  klär  und 
deutlich  sich  aufdringen  mufste»  und  eben  deshalb 
so  vielerlei  calcnlatorische  Angriffe  versucht  wurden» 
obgleich  freilich  Euler  im  ganzen  Ernste  geäufsert 
hatte»  dafs  wir  bei  einem  so  offenbaren  Widerspruche 
abwischen  dem  Calcul  und  unserer  Urtheilskraft,  dem 
ersteren  mehr  als  derjetzteren  trauen  müfsten  ^) ! 

3)  Wenn  die  Infinitesimalisten  darüber  einig  wa- 
ren» dafs  die  von  ihnen  als  allgemein  richtig  er- 
wiesene Differenziirungsregei  in  einigen  einzelen 
Fällen  etwas  unrichtiges  gebe,  über  welche  dann 
eine  Special -Inquisition  angestellt  werden  müsse  ^) ! 

4)  Wenn  sie,  ihre  Begriffe  vom  Unendlichgrofsen 
und  Unendlichkleinen  für  die  Algebra  gebraucht»  den 


*)  Laplape  Mieanique  Celeste.   T,  I,  Livre  /•  (ßhetp.  IIJ)  No.  5. 
O  Man  sehe  DifF.R.  Band  1.  Yorerinner.  YII«    §.  8*    und 

H«sperat  1820.  No.  18. 
O  Formulaß  radii  osculatoris  Hg.    Dresdae  1825 1  pag,  141 


Sits  bfilitaptetcn  I  dafs  bejahte  GtH&en,  mclidMn  »le 

unendlich  groEi  geworden  seycn,  ins  Tcroeinte  ober- 
gehen  tnürsten,  eUo  namentlich  aach  Ton  «inigan 
verneinten  Einheiten  (einigen  — i)  sa  behaupten 
eey,  dafa  sie  gröTaer  ala  o  aeyen,  iadefa  die  übri- 
gen, dem  algebraischen  Maarssysteme  gemifa  um  -j-t 
'   kleiner  ala  o  nothvrendig  aeyn  müaaeo  ')  I 

5)  Wenn  ate  bei  solchem  Uebergange  dniclt 
das  bejahte  Unendlicbgrvfe,  einea  überschri  ttenen* 
also  auch  völlig  erreicht  geweaenen  Unendlich« 
grorien  offenbar  eingealändig  aind,  nnd  gleichwol  an> 
derweitig  unter  nnendlich  grofa  etwas  anderes,  ala 
eine  immerfort  noch  wacbeende  Grörse  za  fordern, 
und  mit  völligem  Bewurataejn  zu  gebrauchen,  nicht 
wagen  wollen! 

6}  Wenn  sie  eben  deshalb,  in  ihrem  Infioitesinul- 
calcul ,  kein  dem  ~  o  entsprechendes  —  ,     oondem 

>  oo 

nur  ein  unendlich  fclcin  werdendes,  nach  rnuitex  Be- 
zeichnung allemal  nur  ein  —  ,   an&aweiseo  haben, 

and  gleichwol  der  o  seibat,  schon  in  der  gemeinen 
Arithmetik  nicht,  noch  weniger  aber  in  der  alge^ 
braischen  Maafsleiter  entbehren  können,  auch  von  je- 
dem unendlich  kleinen  Differential  einer  stetigen  Grö- 
Tse  mit  Recht  behaupten,  dafs  es  calculatorisch, 
anders  nicht  als  durch  ~  o  angeblich  eeyn  kann! 

7)  Wenn  die  Infiniteti  mausten  zwar  eigentlich 
der  Meinung  geblieben  acheinen  und  seyn  mufsten, 
dafa  die  durch  Integriinng  gesuchte  Function ,  die 
volle  und  genaue  Summe  der  unendlich  vielen  Fun- 
ctions-Differentialen  leyn  müsse,  diese  Meinung  aber 
nur  in  so  wenigen  einzelen  Fällen  erweisbar  fanden, 
dalii  sie  Heber  die  Definition  dea  Integrales  umändern, 


*^  iDtegral-R,  Vorerinnsr.  XIII.  j.  S> 
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und  darunter  bloft  diejenige  Fnnction  Terttehen  wol- 
len ,  welche  differensiirt,  das  vorgegebne  Differenrial 
wieder  gebe;  also  atatt  einer  nnmittelbaren  Ansicht 
der  Sache,  mit  dem  für  stetige  Grötien  nur  N&he- 
rnogs weise  messenden  Zahlensysteme  sich  begnngen  *)! 

8)  Wenn  man  (die  vielen  seit  Jahren  gefertigten 
Lehrbücher  beseitigt  t  durch  welche  es  deutlich  er- 
wiesen wird»  dafs  ihre  Verfasser  so  eben  etwas  hö- 
here Mathematik  so  erlernen  versucht  ha1>en)  selbst 
auch  bei  den  Meistern  der  Wissenschaft  nicht  selten 
auf  Ausdrucke  und  Folgerungen  trifft,  welche  un* 
deutlich  sind  und  bleiben  mflsaen: 

ao  ist  ea  wohl  su  erkliren,  dalä  mehre  denkende 
Minner,  bald  so  bald  anders,  an  der  Methodik  des 
hohem  Calcnla  sn  bessern  suchten. 

Ein  Analyst  der  ersten  Gröfse,  der  aelu  ganmea 
Leben  dem  abstracten  Calcul  sn  widmen  Luat  und 
Erlaubnis  hatte,  auch  namentlich  durch  die  erste 
Entdeckung  dea  Variationa-Caiculs,  und  andere,  mehr 
oder  weniger  damit  verwandte,  neue  BKcke  in  die 
höhere  Analyse,  um  die  Erweiterung  dieser  Wissen- 
schaft sich  sehr  verdient  gemacht  hat,  falste  die  son- 
derbare Meinung,  dafa  wir  darauf  Versieht  leisten 
müfsten,  den  Infinitesimal-Calcnl  aus  Begrif- 
fen des  Unendlichgrofsen  und  Unendlich- 
kleinen  unmittelbar  herzuleiten,  fondem-  nur  die 
Resultate  dieses  Calculs,  darch  Behandlung  endlicher 
Gröfsen,  und  somit,  nach  seinem  eigenen  Ausdrucke, 
so  bündig  und  so  strenge,  ala  die  Sätae  eines  Euklid, 
mülsten  su  erweisen  suchen. 

Man  lese  folgende.  Stelle  in  E  u  1  e  r  s  Abhandlung, 
De  Seriebus  divergentibus^  $•  tu  Quoties 
in  analysi  ad  expressionem  vet  fraetam^  vel  trän' 
seendentem^  pertingimus;   toties  eam  in  idontam  se» 

•)  Integnl.R,  Csp.  III.  §.  SS* 
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riem  eonvettere  solemus^  ad  qnam  setfuem  ealeutns 
commodius  applieari  tjueat.  Ratenus  ergo  tmUum 
series  Üißnitae  in  analyti  loeum  inventunt^  ^uaeenue 
ex  evolutione  eujuspiam  expressionis  finitae  suWt  of* 
tae;  et  harte  ob  rem  in  ealeulo  semper  loeo  eüjmr* 
ipie  seriet  infiniiae  eam  formulum ,  ex  eujut  evolu* 
tione  est  nata^  substituere  lieet  ^).  Hine  ifuemad* 
modum  summo  cum  fruetu  regutae  tradi  solent^  ex^ 
pressiones  finitas^  sed  forma  minus  idonea  praedi^ 
tos  9  in  series  infinitas  eonvertendit  ita  vieissim  utt» 
Ussimae  sunt  eensendae  regulae^  qmarum  ope^  si  pro» 
posita  fuerit  series  tn finita  quaetunque^  ea  expres* 
sio  finita  investigari  qneat^  ex  qua  ea  resultet;  et 
eum  haee  expressio^  semper  sine  errore  loeo  seriet 
infinit ae  substitui  possit^  neeesse  est^  ut  utriusque 
idem  Sit  valor;  ex  quo  effieitur,  nuUam  dari  seriem 
infinitamf  quin  simul  expressio  finita  Uli  aquivalens 
eoneipi  quaeat. 

Man  habe  dieae  Stelle  darchlesen,  und  man  wird 
aich  übersengt  halten  müssen,  difa  gerade  diese  Aeua* 
aerangen  Euters  bei  Lagrange  den  Entwürfen 
seiner  Theorie  des  fonetions  veranlaCit  haben. 

Mein  Unheil  über  diese  Theorie»  ala  Surrogat 
und  Usurpator  des  Infinitesimal-Calculs  betrachtett 
wie  es  imHesperus  tS^S»  No.  aji  S.  loßi,  gedruckt 
steht  y  murs  ich  allerdings  aus  der  dortigen  Veranlas- 
sung durch  meinen  damaligen  Gegner,  und  als  eine 
blofse  Erinnerung  dessen  zu  betrachten  bitten,  was 
ich  vor  etwa  45  Jahren»  bei  der  ersten  Ausgabe 
dieser  Theorie  geurtheilt  hatte.    Nachdem  ich  dage- 


^')  Noch  etwas  mahres  Toit  Ealers  hisher  gehörigen  Aeui- 
serungon  habe  löh  ia  Yorerinnerang  XIII.  §.  6  und 
7.  flbenetxt»  und  aus  dort  angegeboen  Grdnden  ins« 
besondere  das  Recht  bezweifelt»  allemal  die  Mutter 
sutt  der  TochMr  belangen  sa  können* 


gen  aplterbln  die  neue  wbr  verbeiierte  Aiugabs  rar 
Hand  nahm,  bin  icb  allerdings  der  Meinung  gewor- 
den, dafa  dieaea  Weric  Einei  Lagrange,  für  die[e- 
nigen,  die  mit  den  Scblüiten  and  Reaullalen  dea  In- 
fipiteaimal - CalcnlB ,  durch  deiaen  wahrhafte  Gründe, 
Beben  geh&rig  bekannt  geworden  sind,  nicht  nur  an- 
fciiidlicb  leyn  Junn»  londern  anch  durch  manche 
»ebi  nette  Veibindang  und  Ueberachanang  jener  schon 
bekannten ,  nnd  gehürig  erlernten  Resolute,  dem  da> 
riu  Geübten  angenehm  nnd  nütalich  werden  könne. 

In  Frankreich,  wo  man  dea  ehrwürdigen  Car- 
not  Jiißeetions  sur  la  Mitapkytiqum  da  Cateul  infi- 
uitisimal,  für  die  beste  mögliche  Rechtfertigung  die- 
aea Calcnls  achtete,  welche  gleichwol  nicht  sehr  be- 
friedigen konnte,  mufste  es  sehr  willkommen  seyn, 
dafa  man  alle  Heanltate  desselben,  durch  Reihen« 
betrachtnng  and  Fanctionen>EQtwickelang,  als  eine 
Analysis  endlicher  Gröfien  solle  gewinnen  können. 

Ein  Lacroix  nnd  andere  Lehrer  der  höhern 
reinen  Mathematik,  wubten  sehr  schicklich  von 
der  neuen,  hie  tind  da  sehr  bequemen  nnd  amielli- 
gen  Sprache  dea  Functionen  -  Calculs ,  nnd  einigen 
aebr  scharfsinnigen  Combinirtingen  deiaelben,  Ge- 
branch zu  machen,  ohne  die  'wqhren  Gründe  des  Un- 
endlichen ca  verl3ugnen,  oder 'kbsicbtlich  zu  veretek- 
Ken;  nnd  übrigens  liegt  es  ja  auch  durch  die  Lehr- 
bücher Eines  Etiler,  votiS  e'^9  er,  Karsten,  Käst- 
ner, Paaquich,  L'Uuilli«/,,  Bohnenberger^ 
Mayer  nnd  einiger  aii^rh  ttefschen  Mathematiker, 
allerdings  vor  Augen,  ^^F» -MaA,  besonders  für  die 
reine  höhere  Math«ma^,>^<telich  consequent  und 
haltbat  scheinende  Syatl^Q  liu'^telien  kann,  ohne  da- 
bei an  die  unter  4; '^W'fi;  7  und  8*  von  ans  er- 
wähnten SchwierigTieiten  nierhlich  erinnert  zn  wer- 
den, oder  a.  B.  die  aligeoiein  gelehrte  Specialinqni- 
sition  No.  3  noihwendig  als  faUch  beachten  »u  müssen. 


Diejenigen  franiSsIachen  Matbemitiker,  welche 
für  die  hSbere  ingewandle  Mathematik  und  nament- 
lich för  die  Attronomie,  in  dem  h&eh>ten,  abstraete- 
sten  Calcal  bewundernswürdig  fartarbeiteten ,  hielten 
ca.  um  die  unmittelbaren  Gründe  dei  InfiniteBimatcal- 
cnli  forgfäUig  sich  zu  bekümmern,  nicht  ferner  für 
nothwendig,  da  lie  nur,  des  leicbten  und  bequemen 
Mechanitmua  wegen,  seiner  Gleichnngeo,  Formeln 
ond  Ausdrücke  eich  bedienen  wollten,  deren  Bich- 
ligkeit  übiigens  ja  durch  den  Functionen- Caicul  bün* 
dig  erwiesen  aej !  —  Welches  aber  die  üble  Folge, 
selbit  auch  bei  den  gröfsten  Meistern  in  dieser  Wis- 
aense^aft  gehabt  hat,  dafs  sie  sich  dieser  Formeln  tuid 
Ausdrücke  mit  übevmarsiger  Zuttanlichkei t. 
und  zum  Tbeil  mit  einer  wirklich  verworrenen  Auv 
deutong  bedient  haben;  dergleielien  sich  ein  wahr- 
hafier  ttotacher  Infinitesimatist  nicht  ertauben  würde, 
weil  er  ans  den. wahren  Gründen  dieser  Formeln  und 
Ausdrücke,  such  auf  ihre  wahre  Bedeatuog  zu  acblia. 
feen  weifs  *°}, 

Sollte  mir  hier  die  Frage  vorgelegt  werden,  wel- 
chen Infinitesimalsten  ich  hier  verstehe?  denjenigen, 
der  von  den  Differentialen  mit  Euler  und  D'AJem- 
bert  behauptet,  dafs  sie  eine  völlige  o  geworden 
seyn  sollen,  oder  denjenigen,  der  mit  den  meisten 
übrigen  Lehrern  behauptet,  dafa  kein  Diiferential  ein 
v&lliges  Nichts  geworden  seyn  könne  und  müsse !  so 
hoffe  ich,  dsfs  diese  Frage  nicht  mehr  statt  finden 
kBnne,  nachdem  ich  dargelegt  su  haben  glaube,  äcü 
man  beides,  mit  und  neben  einander  zu  behaupten 
veranlafst  und  berecb^gt  sey ;  indem  ja  in  der  DilFe- 


";)  luden  NG tliiRSteii  Lskrsn  der  tlt {cemeiiisit 
Mitcbineninscksnik,  werde  ich  inlfillende  Bei- 
1  erOnera  tudieni  vris  et  gar 
1  Verehrung  jenei  Meiitii  b«- 
Stehen  k«iu)|  denetriok  viel  su  vardinksn  lube. 


rentiaTrechnnng  (wo  man  die  genaue  Oröfse  der 
Differentialquotienten  caiculatprisch  zu  finden  ver- 
langt« auch  die  vorgelegte  Aufgabe  durch  dieae  Grö- 
faen  allein  genommen  völlig  beantwortet  wird)  aller- 

dX 
dinga  z.  B.  im  -p-  n:  p  »  aowol  dx  ala  dX  ,   caicu- 

latoriach  andera  nicht«  als  durch  n  6  angegeben 
werden  kann  und  mufa  (Diff.R.  an  mehren  Orten);  in 
der  Integralrechnung  dagegen,  wo  man  aua 
^er  Form  einea  dX  izpdx  auf  Xzzfpdx  zu  achlie* 
faen  aucht«  eben  so  nothwendig  in  Betracht  zu  zie- 
hen iat«  dafa  dx«  ala  Differential  der  stetigen  Gröfee  x« 
immerfort  noch  ein  nntheilbarea  Element  der  ate- 
tigen  Gröfse  x«  ala  einer  solchen,  geblieben  aeyn 
müsse«  n.  s.  w.  (Integr.ll.  C.IIIu.S.  lxiv.)  Durch  die 
einsichtsvolle  Recension  meiner  Differ. Rechnung 
Band  i«  in  den  Göttingiachen  gelehrten  An« 
zeigen  18^6«  B*  I  No.83t  darauf  aufmerksam  gemacht« 
dafs  ich  auch  schon  in  der  Differentialrechnung,  aus- 
ser dem  dort  hauptsichlich  zu  beachtenden  caiculato- 
rischem  Nichts«  auch  das  elementarische  Etwas  der 
Differentiale«  ausdrücklicher  bitte  erwähnen  (und 
zur  anschaulichen  Erklärung  der  Zahlgröfse  p  be- 
nutzen) aollen«  würde  ich  in  dieser  Hinsicht  ein  be- 
apnderes  Kapitel  am  Ende  dieses  Bandes  hinzugefügt 
haben,  wenn  ich  nicht  der  Meinung  geblieben  wäre, 
dafs  die  sämmtliche  hieher  gehörige  Betrachtung  der 
Infinitesimalien  ^m  anschaulichsten  und  reichhaltig- 
aten  in  der  nächstbevorstehenden  Behandlung  der  hö« 
)iern  Mechanik  sich  darstellen  lasse«  wo  ich  aufser 
den  stetigen  geometrischen  Gröfsen,  auch  die  stetigen 
Gröfsen  der  Zeit«  der  Bewegung,  und  der  stetig  wir- 
kend gedachten,  unveränderlichen  und  veränderlichen 
Kräfte,  benutzen  kann. 

Bin   ich  mit  Recht  der  Meinung  gewesen ,   dafs 
a11ca«.waa  in  den  biaherigen  Lehrsystemen   der  Infi* 
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nitesimalrechnnng  hie  und  da  nndeatlich  und  an- 
stöfsig  sejn  mufste,  schlechterdings  nur  darch  eine 
genauere .  Erörterang  und  Benutsang  ihrer  eigea- 
thümlichen  Gründe  sich  richtig  und  treffend  k(j(nne 
heurtheilen  lassen:  so  hatte  ich  auch  Recht,  nament« 
lieh  für  die  hiesigen  Bergakademisten ,  diese  höheren 
Methoden  aus  ihren  wahren  Gründen  uumitteibar  zu 
folgern.  Und  damit  würde  ich  fernerhin«  ohne  mich 
80  angelegentlich  gegen  das  neue«  so  genannte  fran- 
zösische Lehrsystem  zu  erklären,  allerdings  in  der 
Stille  um  so  mehr  haben  fortfahren  können,  je  mehr 
und  mehr  es  ja  auch  in  Teutschland  schon  bekannt 
geworden  war,  dafs  die  meisten  französichen  Mathe- 
matiker selbst,  die  unsicheren  und  trüglichen  Dar- 
stellungen des  Hrn.  Lagrange  zu  verlassen,  für 
nothwendig  anerkannten.  Schon  in  des  Hrn.  La- 
croix  Traiti  du  Cale^  intigrale  sind  einige  dahin 
gehörige  Winke  zu  bemerken.  Namentlich  in  dea 
Hrn.  Cauchy   Resumi  des  Ufons  sur  U  Calcul  in^ 

finitisimal,  FariSf  ii^QSf  heifst  es,  wie  folget.  Ja 
n*ignore  pas  que  ßülustre  auteur  de  la  Micäniqne 
analitiquü  a  pris  la  Formule  de  Taylor  pour»  la  bor 
se  *')  de  sa  thiorie  des  Fönet  Ions  derivies.  Mais^ 
malgri  tout  le  respeet .  qne  eommande  une  si  gran* 
de  autoriidf  le  plüpart  des  giometres  s*aecordent 
maintenant^  ä  reeonnaitre  Vineertitude  des  resultats^ 
auxqueU  on  peut  htre  conduit,  par  Vemploi  des  si' 
ries  divergentes ,  et  nous  ajouterons  #  que  dans  plu* 
sieurs  cas  le  theorime  de  Taylor  semble  fournir  U 
divelopptment  d^une  fonction  en  sirie  convergente^ 
quoique  h  somme   de  la  sirie  diffire  essentiellement 

"3  2«om  Erweise  dieter' Basis  htt  er  einet  Eweimaligen 
Gebrauches  seiner  so  genannten  lallgemeiiien  Entwicke* 
lungsreihe  nöthig,  von  welcher  es  in  Teutschland  bald 
genug  erwiesen  wurde«  di(s  sie  nicht  allgemein  an- 
stellig leyl 


SU  la  fonetion  proposie.  •  Au  reste «  eeux ,  4fui  llront 
fnon  ouvrage,  se  eonvaineront  ^  je  Vesphre^  qne  les 
pritteipcs  du  Caleul  differentiel  ^  et  ses  applieations 
les  plus  hnportantes  peuvent  ^tre  fa  eilement  ex* 
posie^sans  Ventrevention  des  siriesete.; 
-wie  es  doch  wohl  in  vielen  teutschen  Lehrbüchern 
leichter  und  einfacher»  als  in  dieser  von  einem  be- 
rühmten Lehrer  hier  aufgestellten  Rückkehr  zur  al- 
tern Methode  geleistet  seyn  dürfte! 

Da  nun  aber  dessen   ungeachtet  in  Teutschland 
von  einigen  sehr  achtungswürdigen  Lehrern  es  laut 
geäufsert,  und  von  mehren  es'  nachgestammelt  wur- 
de«  dafs  man  in  der  Wissenschaft  mit  der  Zeit  fort- 
gehen»   die    (so  genannte)  schlüpfrige  Theorie  ver- 
mittelst des  Unendlichen  verlassen,  und  das  Lehrsystem 
des  Hrn.  Lagrange  mit  ergreifen  müsse;   da  denn 
ferner  einige   der  jüngeren  Lehrer,   um  sich  eine  ei- 
genthümliche  Geltung  zu  verschaffen,   zu  versichern 
wagten,   dafs   sie  selbst  auch  mit   uns  altern»  viele 
Jahre  lang  im  Dunkel  umher  getaumelt  wären,  darch 
die  neue  Methode  aber  ein  aonnefthelles  Licht  ihnen 
aufgegangen  sey»  indefs  wir  freilich,  als  gar  zu  alte 
Männer,  immer  noch  einer  längst  veralterten,  völlig 
aus  der  Mode  gekommenen  Methode  treu  zu  bleiben 
suchten:    so  habe  ich,    als  einer  der  ältesten  unter 
denen  veralterten  Lehrern,   welche  mehr  zu  denken 
als  zu  rechnen  *  pflegen ,   mich  bereit  zeigen  wollen, 
tmsre    alte,    von    Leibnitz    eröffnete  Infinitesimal- 
rechnung, gegen  die  neueren  Finalisten  öffentlich  in 
Schutz  zu  nehmen. 

Gesetzt,  es  wäre  dem  eminenten  Talente  Eines 
Lagrange  besser,  als  es  wirklich  geschehen  ist,  ge- 
lungen, das  InfinitesimalsysCem  entbehrlich  zu  ma« 
chen:  so  wäre  doch  dagegen  zu  bedenken»  dafs  die- 
eeß  System  der  stetigen  Grofsen  wegen  erfunden 
ist  (Integral-R.  an  mehren  Orten),  und  es  jedem  mathe- 


naiUclien  Denier  sehr  »nNbhlg  aejm  niaff  t  iäü  M 
ibm  auferlegt  »eyn  toll,  von  dem  «0  weiemlichen 
Uniencfaiede  zwischen  den  stetigen  Gröfien  and  dem 
diskreten  Zahlensysteme,  mit  gutem  fVillnt  und 
dautliehem  fVissen,  keine  Notta  zu  nehmen] 

Fern«  ist  es  einleuchtend,  dafs  der  eo  genannte 
Fnnctionen- Caicul.  viele  KenntniTs  und  Uebnng  in 
den  abstracieiien  Tbeilen  des  Catculs  und  der  Keiben- 
Vergleicbung  voraasaetzt.  Kenntnisse  und  Uebniigen, 
(fie  viele  Zeit  und  Anstrengung  erfordern;  folglich 
lach  den  Veraland  des  Calcnlators,  all  einet  aolcben, 
«charfen  kennen!  das  ist  nicht  za  llugnen.  Aber  be- 
kannt genug  ist  es  auch,  dsfi  manche  Mathematiker,  die 
ungemein  viele  Kenntnisse  de*  Calculs  besitzen,  und 
Tcrmöge  eines  treuen  Formelngedachtnissea  mit  be- 
'Wunderoawürdiger  Fertigkeit  darin  zu  verfahren  wis- 
sen ,  gerade  sehr  auffallend  unschicklich  sich  au  be- 
nehmen pfiegen,  wenn  sie  anf  Mechanik,  oder  an- 
dere Bedärfnisie  des  gemeinen  Lebens  ihren  Calcal 
anwenden  sollen  oder  wollen!  Und,  wie  es  selbst 
anch  bei  der  Untersuchung  eines  rein  calculato- 
Tischen  Gegenstandes  den  geübtesten  neueren  Cal- 
cnlatoren  ergehen  könne;  darüber  wird  man  aas  den 
allerneuesten  calcalatorischen  Zeiten,  vom  Jahre  igii 
bis  1337 1  in  dem  XVUIten  Kapitel  ein  warnendes 
Beispiel  anfgestellt  finden. 

Wenn  aolche  ausgezeichnete  Mathematiker,  aU 
an  dieser  beabaichtigcen  Verbesserung  des  Winkel- 
Calculs  diese  15  Jahr  hindurch  gearbeitet  haben,  und 
zwar  gröfstentheils  solche  Maibematiker,  die  den 
gröfsten  Theil  ihiea  Lebens  gerade  der  reinen  Ma- 
thematik nnd  deren  höherem  Calcal  scheinen  gewid- 
met KD  haben,  gleichwohl  während  ihrer  Functionen- 
Behandlung  in  ao  unpassenden  Ansichten  verbleiben 
und  in  %o  irrige  Befaauptangen  gerathen  konnten, 
als  z.  B. -ans  §,  49;   51;  53  und  54;  auch  66,  des 
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angeführten  Kapitels  es  abzunehmen  ist:  so  wird  man 
auch  durch  solche  Beispiele  sich  überzeugt  (iiiden, 
dafs  künftige  Praktiker  in  angewandter  Mathematik, 
wo  man  noch  weit  mehr»  als  in  der  reinen  Mathe- 
matik« auf  die  Mannigfaltigkeit  der  Gegenstände  selbst 
%VL  achten  hat,  nicht  auf  solchen  nCiühseligen  calcula- 
torischen  Umwegen  ihr  Heil  suchen  müssen. 

Man  bedenke  nun  überdies^  unter  welchen  Um« 
stSnden  ich  mein  hiesiges  Lehramt  vor  nunmehr  37 
Jahren  anzutreten  hatte.  Aufser  den  Professuren  der 
ao  genannten  reinen  (der  Elementar-)  Mathematik» 
der  so  genannten  ange^f'andten  Mathematik  (den 
Grundlehren  der  statischen  Wissenschaften  und  der  von 
mir  so  genannten  Experimental-Hydraulik) ,  der  theo- 
retischen  und  experimentalen  Physik,  hatte  ich  auch 
die  Professur  der  Bergmaschinenlehre  -übernommen. 
Ich  erklärte  sogleich,  daCs  man  dieser  gegenwärtig, 
ohne  etwas  höhere  Mathematik,  namentlich  etwas 
Differential-  und  Integralrechnung  vorangeschickt  zu 
haben ^    nicht  Genüge    thun  könne. 

In  den  Vorlesungen  über  höhere  Mathematik  und 
Bergmaschinenlehre,  zusammen  wöchentlich  5  Stun- 
den, und  etwa  10  Monate  hindurch  dauernd,  pflegte 
ieh  nun  vorläufig  etwa  5  Monate  darauf  zu  verwen- 
den t  um  discursivisch  einige  Uebersicht  von  der  al- 
gebraischen Behandlung  der  höheren  Gleichungen  zu 
geben,  dann  etwas  mehr  von  der  analytischen  Geo* 
metrie,  auf  Kegelschnitte  und  einige  andere  Cnrven 
angewandt»  einige  Theorie  der  Reihen,  auch  etwas 
analytische  Trigonometrie  hinzuzufügen,  und  nun- 
mehr von  den  nöthigsten  Lehren  der  Differential- 
und  Integralrechnung  nur  so  viel  voran  zu  schicken, 
dab  ich  in  den  übrigen  5  Monaten  zuvörderst  die 
allgemeinen  Lehren  der  höhern  Maschinenmechanik 
vortragen  konnte.  Zu  deren  Anwendung  auf  einzele 
Maschinen,  bei  welchen  hie  und  da  auch  schwierigere 


Integrtrnngen  niehsnholeii  waren,  lionni«  juk  Ä«"« 
freilicb  nur  ao  viel  Zeit  nodi  übrig  bleiben,  dab  ich 
in  Acta  einen  Jsfare  Otese,  in  dem  «idem  Jabre  an- 
dere Maacbinen  vornehmen  mnftte.  Zwei  lahre  bin- 
lereinander  diete  Voileanng  za  bearbeiten,  war  de- 
nen  nothwendig,  die  als  TOraüglicbe  MaacbinUtea 
kQnftig  gebraacht  werden  wollten;  ein  einsigea  Jahi 
honnte  allenfalls  für  künftige  Directorial  •  Beamte 
und  fl.  w.  hinreicbend  aeyn,  um  doch  mit  der  Spra- 
che dei  böbem  Calcula  and  dessen  Methoden  einige 
Bekannucbaft  gemacht  za  haben. 

Wie  bitte  ich  wohl  an  hiesiger  Bergakademie, 
deren  Eleven  mit  ao  Tielerlei  Wissenschaften  theore- 
tisch nnd  praktisch  sich  befassen ,  überdies  auch  die 
Grubenarbeit  praktiach,  mehr  oder  weniger  einüben, 
auch  wohl  des  Verdienste«  wegen  ernstlich  betreiben 
müssen,  irgend  eine  wahrhafte  Benotsnog  der  hohem 
Mathematik  darchsetsen  künnen,  wenn  ich  nvoc 
in  eigenen  besonderen  Vorlesungen  die  Algebra  ^  die 
Analysis  endlicher  GrSfsen ,  anch  wohl  die  Combi* 
nations  -  Lehre  und  a.  w.  hltte  vortragen  wollen! 

In  der  Tbat  aber  ist  es,  betondera  für  einen 
künftigen  Praktiker,  das  ratbsamsie,  data  er  unge* 
ßhr  auf  die  angeführte  Weise  geleitet,  nnd  allemal 
die  nStbigsten  Lehren  der  höheren  reinen  Matbema- 
täk,  znvCrderit  aaf  aSchliche  Gegenstände,  nament- 
lich auf  die  wirklich  vorhandenen  Infinite- 
aimalien  der  wahren  Mechanik,  nnmittelbar  und 
wahrhaft  anwenden  lerne.  (M.  s.  Kap.  XX,  den  Ge- 
branch dieses  Buches  betreffend.) 

Non  muUa,  sad  muUuml  wird  es  hoffentlich 
von  diesem  Lehr-  nnd  Handfanebe  heifaen  können. 
Denn  daa  Wenige,  was  ich  ans  dem  unermersUchen 
Voirathe  des  Infinit«imal,-Calcnls  hier  vorantragen 
rathsam  hielt,  habe  ich  dergestalt  zu  erörtern  ge- 
atu  '    meine  Lehrlinge   nicht  bei  dei  Aowen- 
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dnng    gaiM   unerwartete    Schwierigkeiten   vorfinden 
möchten. 

Wenn  ferner  ein  Lehrer  der  Mathematik,  der 
Methodik  wegen »  .  meine  Darstellungen  durchlesen 
will,  um  daraus  abzunehmen,  was  in  d^m  bisher!« 
gen  Lehrvortrage  der  Verbesserung  bedürftig  mir  ge- 
schienen habe:  so  wird  er  vermuthlich  das  Urtheil 
fällen,  dafs  er  in  dieser  Hinsicht  viele,  theils  ganz 
neue«  theils  doch  mit  neuer  Genauigkeit  und  Um- 
sieht  behandelte  Erörterungen  vorgefunden  habe. 

Freyberg,  den  i.  Jnnius  iS^T* 


Anmerkung    1. 

Bei  der  Correctur  der  Knpfertafeln  is(  ei  mir  nicht  an« 
bemerkt  geblieben,  dafs  z«  B«  in  Fig.  7.  stau  der  von  mir 
gescbriebenen  teutschen  Buchstaben  $  und  S}{,  die  so  ge- 
nannten englischen  gettochen  sind;  indessen  wäre  es  zu 
mQhsam  gewesen,  sie  umzuändern. 


Anmerkung    2« 

Die  Gründe,  weshalb  ich  es  nicht  für  rathsam  gehalten 
habe,  mit  einigen  Mathematikern  (ich  denke,  lediglich 
in  Rnfsland  und  Teuschland^  ?x  statt  dx  zu  schreiben, 
werde  ich  anderwärts >  etwa  in  der  Isis  yorlegen« 


•ltaM^iMM> 


Zwölfte  Vorerinnerung  *). 

Vom  Parallelismus   der  Reihen, 


Bei  der  bekannten  Reihe 


arcungxnx 


X» 


Y  t 


^5       7  ^9        "  *" 


*••• 


ist  €8  sehr  einlenchtend,  dafi  sie  convergent  für  jede 
Tangente  x<Ci,  und  divergent  für  jedes  x^i  seyn 
mnfs.  Obgleich  wir  nan »  wenn  wir  uns  das 
xn  tang^)»  von  der  tangono  an  zuvörderst  bis  zur 
tang90^  ZZ  1    anwachsend  gedacht,    und  somit   die 

Reihe  arc  tang  i  ni  —  — i h  —  ......   er« 

halten  haben,  eben  diese  Reihe  die  letzte  der  con- 
vergenten«  und  die  erste  der  divergenten 
Reiben,  welche  wir  bei  fernerem  Wachsen  der  Tan- 
gente erhalten  würden,  in  der  Kürze  allerdings  nen- 
nen mögen*  aach  genauer  sagen  könnten,  dafs  sie 
die  Endgränae  der  Reihen  mit  abnehmender  Conver« 
genz,  und  die  Anfangsgrünze  der  Reihen  mit  zuneh- 
mender Divergenz  abgibt:  so  ist  es  doch  übrigens 
aehr  gewifs,  da(s  einerlei  Reihei  zugleich  convergent 


^')  Die   ersten  XI  YoreTinntlrungeli  lind  vor  der  Differenz 
tialTtchnung  ebgedruckt« 

(2) 


xvin  Vor§rinnerung  XII. 

und  clivergent  nicht  seyn  kann «  folglich  ein  Reihen- 
Farallelismus  vorhanden  seyn  mufa. 

§.  2.     Sobald  dieses   ausgesprochen  ist,   "wird  es 
auch  einleuchten ,    dafs   man   von  der  genaueren  Be- 
trachtung   dieses  Faralleiismus    manche   anschauliche 
Einsicht  und  AuEklärung  fiir  die  Keihenlehre  zn  hof- 
fen hat;    daher  es  verwundernswerth  scheinen  kann, 
dafs  man,  besonders  in  den  neueren  Zeiten,    da  man 
auf  Reihen  -  Theorie   und   Functionen -Entwickelung 
übermäfsige   Mühe    und  Arbeit   verwandt  hat,   nicht 
auf  diese  so  wichtige  Ergänzung  der  Reihen .  Classi- 
fication  gefallen    ist.      Indessen    war   es   ja  durchaus 
gewöhnlich,   bei   der  Abtheiiung  in  convergente  und 
divergente  Roiben,   lediglich   an  die  von  uns  (Vorer- 
innernng  IV)  sogenannte  summatorische  Conver- 
genz    und   Divergenz,   zu   denken;     und   nun  werden 
wir  in  der  folgenden  XIII  ten  Vorerinner«ng  allerdings 
es  einsehen,    warum    es   einen   summatorischen 
Parallelismus  freilich  nicht  geben  kann. 

§,   3,     Nachdem   wir  aber  in  jener  IVten  Vorer- 
innerung,  zwischen  Glieder  ^  jji"J,^fn"  |     und    eum- 

matorischer  j)i"Jrgfna*  untersdbieden  haben :  so  wer- 
den wir  uns  auch  deutlich  aussprechen  können,  dafs 
alle  Reihen  (bald  durchaus,  bald  in  ihren  Theilen) 
entweder  Glieder ^  convergent,  oder  Glieder!  divergent, 
oder  Glieder; parallel,  oder  doch  Glieder ; parallel 
werdend  seyn  müssen;  und  werden  dann  über 
diese  parallelen  Reihen"  die  merkwürdige  (und  ledig- 
lich vermittelst  des  strengen  und  unmittelbar  ge- 
brauchten. Infinitesimalcälculs  erweisbare)  Lehre  auf- 
stellen, dafs  alle  völlig  parallele  Reihen  ganz  genau, 
und  die  in  ihrer  Unendlichkeit  parallel  werdenden, 
doch  Näherungs weise  summirbar  seyn  müssen. 


\ 


Reihen  -  Parallelismus.  xix 


$•  4*    Darchans  und  völlig  parallel  verdienen  fol- 
gende Reiben  zu  heif6en : 

x)  ar:4-x  +  x-f.x  +  x-f.x-f-x4.-|.  ..... 

ö).g5rr  —  x  —  x—  x  —  x  —  x  —  x  —  —  ....; 

3)  Err-l-x  —  x  +  x  —  x  +  x  —  x^ ..... 

4)  ©m  —  x  +  x  —  x  +  x  —  x  +  x j.  ..... 

X  jede   veränderliche   Gröfs    bedeutend,   also 

auch   rr  —  •    in  den  Reiben 
u 

(F  —  4.  1- 2.-4- 1-.  1  4.1  —  1  4,  _ 
^  —  ^u        u~u       u^u       u^         ••••• 

Auch    ©  =  +j--^H-j--T-  +  -j-— ;-  +  -...., 


Bind   als '  einzele  Fälle  der   Reibe  3)  und  4)   zu  be« 
trachten,  wenn  a  und  b  irgend  eine 'unveränderliche  ^ 

^    a      , 
Gröfse  ist,   also  x  zu  -r-  einen  einzelen  Werthfall  des 

b 

veränderlichen  x  ausmacht. 

$.  5«  Warum  alle  diese  Reihen  parallel,  und 
zwar,  wie  wir  allemal  darunter  verstehen  woUeOf 
glieder  ^  parallel  zu  heifsen  verdienen  ,.  wird 
durch  ihre  graphische  Darstellung  am  besten  ein» 
leuchten. 

Wenn  man  nämlich  für  die  Reihe  1)  in  Fig.  99, 
längs  der  geraden  Grundlinie  A  B  die  4~  ^  ala  ortlio* 
gonale  Ordinalen  gezeichnet,  und  durch  die  End« 
puncte  derselben  die  D£  gezogen  denkt:  so  wird 
diese  Begränzung  ihrer  Endpuncte,  mit  der  Grund« 
linie    AB,    ihrer    Anfangsgränze ,    durchaus    paralld 

(2)* 


V 
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•ejn.  Und  eben  60  "wird  für  die  Reibe  s)  mit  der 
Ornndlinie  A  B ,  die  JD  S »  als  di^  Endgränze  aller 
verneinten  -x,  ebenfalls  durchaus  parallel  seyn.  Fig.  30. 

Indem  ferner  für  die  Reihe  3)  in  Fig.  31,  läng« 
der  Grundlinie  AB»  sowohl  die  bejahten/ -|-x,  als 
diö  verneinten  -^x»    gehörig  wechselnd  gezeichnet, 

auch  für  die  Rehe  4)  in  Fig.  32  die  vernein* 
fen  — Xy  und  bejahten  -f-x«  gehörig  wechselnd  ge- 
xeichnet  sind:  so  wird  in  beiden  Fällen  die  D£  der 
AB,  und  die  !&(£  der  AB»  folglich  auch  die  DE  der 
^£  parallel  seyn» 

$•  6/    Bei  Betrachtung  der  erstenvbeiden  Reiben 
1)  Und  s)  kann  sich  die  Bemerkung  aufdringen  ;''da(jf! 
sie  nur  blofse  Aggregate  ^    nicht  aber  Reihen  ausz^u- 
machen  scheinen;'  weil   ja  keine  besondere  Ordnung 
und   Folge   ihrer  Glieder  bestimmt   sey,    wie  es  der 
Begriff  einer  Reihe  allemal  erfordert;  in  welcher  ein 
Glied   nach    dem  andern,    vermittelst   eines   gemein- 
acbaftlichen  Gesetzes,   zu  folgern  ist.     Da  dieses  Ge- 
setz bei   diesen  beiden  Reihen   lediglich  darin  beste- 
hen würde,    dafs  jedes  folgende  Glied  dem  vorange- 
henden  völlig  gleich  seyi    so  kann  es  eben  dadurch 
scheinen  I  ^Is  ob  zwischen  dem  Vorangehen  und  dem 
Nachfolgen  dieser  Glieder  alle  Unterscheidung  wegge- 
fallen sey;  also  auch  über  die  Summen  dieser  beiden 
Reihen  etwas  anderes  nicht  zu  sagen  sey,  als  dafs  die 
ganze  Summe  der  91,  als  ein  Aggregat  miendlich  vie- 
ler =-{-x»   oITenbar  rr  O0*x,    und  eben  so  die  ganze 
Summe  der  S5»  offenbar  n:O0-(— 'X)  —  —  OOx  seya 
müsse,   ohne  dafs  man  dabei  auch  die  Ordnung  und 
Folge  dieser  Glieder  in  irgend  eine  Mitwirkung  zu 
l^ringen  vermögend  sey! 

§.  7.     Hierauf  wird   sich  zweierlei  erwiedern 
lassen. 


ü  eihen  -  Parallelismns.  xxx 

i)  Wenn  -wir  un«  für  die  Reiben  8   und  85,   dio 
Summen  aus  ihren  zwei,  drei,  vier  und  mehren 
Gliedern  graphisch  constrniren  wollen  (man  fin- 
det diese  Construction  im    XVten  Kapitel,   \fnt 
die  dortige  harmonische  Reihe,  umstlndlich  err 
örtert):   so  kann  das  nachfolgende  Glied  erst  ge« 
zeichnet  werden,  wenn  das  vorangehende  schon 
gezeichnet  ist.     Da    nun   dieses   Aufeinanderfol« 
gen   durch  eine  endliche  Entfernang  der  Ordina« 
ten  X  dargestellt  werden  mnfs :  so  ist  es  das.  ein- 
fachste die  lineare  Einheit  £    dafür  zu  gebrau- 
chen.    Indem  man   dann   längs   dieser  £   in  der 
Grundlinie    die   Ordinate  x   als  Höhendimension 
vrirksam  gedacht  hat;   so  wird  durch  das  Recht- 
eck n.E.x  dargestellt,  was  die  n Glieder  x,  alt 
ILeihensumme  in  der  graphischen  Darstellung  be« 

n  Ex 
wirkt  haben,  und  daraus  auf  -^r-  IT  n.x  ,    als 

'  t* 

die    arithmetische    Summe    der    n  Glieder ,    ge- 
schlossen. 
Diese   graphische  Darstellung   wurde  uns  freilich 

für  die  Summirung  der  Reihen  !(  und  tb  selbst,  aehr 

entbehrlich  seyn,  wird  uns  aber  - 
fi)  bei  solchen  Reihen  nützlich,  welche,  bei  lauter 
zeichengleichen  Gliedern,  erst  in  ihrer  unendH- 
eben  Fortsetzung  parallel  werdend  sind. 
Und  wenn  wir  dann  z.  B.  für  die  Reihe 
11111 
1  *    a  *    3  *"  n  '  n  +  i 

(n-|*i)ten  Gliede  auch  behaupten,  dafs  sie  bei  ei- 
nem gehörig  grofseu  n ,  nur  unmerklich  an  Gröfse 
ipsrscbieden  sejen:  so  werden  sie  uns  doch  im- 
merhin als  zwei  solche  gleiche  Gröfsen  vorstellig 
bleiben,  die  statt  zweier  auf  einander  fol- 
genden, an  Gröfse  noch  etwas  verschiedenen 
Glieder,  gebraucht  werden  sollen. 


y   —  i   TT  •  •  •  r"  }  — 1 —    '^^^  ihrem  n  ten  und 


\  • 


^xxc 


Dreizehnte  Vorerinnerung^ 

I     ■  ■ 

Unmittelbare  Summirung  der  parallelen  Reihen. 

Die  beiden  sehr  bekannten  Lehren«  dafs 
j)  die  Reihe ,    -}-x  —  x  +  x  —  x-J-x  —  x-f- ohh 

Ende  fortlaufend   gefordert,   ganz   genau  n  ■— • 

8 

ala  ganze  Summe ,  und  dagegen 

fi)  die  Hei  he,   — x-f-x  — x  +  x  —  x^x  — eben- 

falli     ohn    Ende    'fortlauflaufend ,     ganz     g^nau 

mm 

n  *-  —  ,    als  ganze  Sumn^  geben  müsse;  .und 
namentlich  bei  beiden  einzelen  Fällen , 
dafs  -^1.^1-^1  —  i-|-|_i-|.„.,  ganz  ^enau  rr -j — 

i|nd  — i-|^i  —  i-|-i  —  i-j-i  — ,.,.  gan?5  genau  —  —  — 

•eyn  mufs»  sind  seit  langen  Zeiten  schon  be- 
hauptet» und,  wie  man  meint,  auch  erwiesen 
"  worden.  Noch  gegenwärtig  werden  von  der 
Wahrheit  dieser  Lehren  alle  Calculatoren ,  aber 
aus  sehr  verschiedenen  Gründen  sich  überzeugt 
halten;  wie  es  sehr  gewöhnlich  zu  geschehen 
pflegt»  wenn  von  wirklich  wahren  Lehren  noch 
kein  bundiger  Beweis  vorhanden  ist;  da  denn 
die  verschiedenen  Parteien  auch  verschiedene 
Scheinbeweise  für  die  bestep  zu  halten  g^hieigt 
sind«: 

$.  s.     Diejenigen,   welche  alle  dergleichen  Fra- 
gen am  sichersten    durch  Functionen  •  Entwickelung 


Vorer^  XIII.  Unmktelb,  Summir.  d,  parall^  Reih,   xxiii 
beantwortet  meyneil,  werden  anführen 


X  '^ 

i)    dafs  — 7— IZ+x  —  x-|-x  —  x-f-x — x 


2)    und  ~— x-|-x  —  x4"X  —  x-|-x ohn 

Endo  fort  g[ibt,  und  geben  muffl«  wenn  man  die  £nt- 
wickelang  dieser  gebrochenen  Functionen  durch  die 
bekannte  diviaorische  Operation  ohn  Ende  fortgesetzt 
fordert. 

Die  Function,  durch  deren  Entwickelung  die 
Reihe  sich  ergibt,  heifst  functio  gener atr ix ^  die 
Mutter«.Function,   nach  £ytelwein,   der  Ur- 

b  r  u  c  b. 

» 

^  S*  3*  Wer  nun  behauptet ,  dafs  man  statt  der 
unendlich  langen  Tochter  (denn  nur  von  unendli-» 
chen  Heiben  braucht  hier  die  Rede  zu  seyn)  aile- 
mal  die  endliche  Gröfse  ihrer  Mutter  zu  ergreifen 
berechtigt  sey  *)^  der  wird  sich  von  den  beiden 
Sätzen  in  0.  i»  durch  die  Entwickelung  in  $•  s,  ao« 
gleich  überzeugt  halten, 

da  ja    — ; —  —  —  ,   lind  ~ ist, 

Xj-f-  X  2  —  1  —  1  8 

§.4.  Eni  er,  in  seiner  für  die  Geschichte  dea 
Caiculs,  und  besonders  für  manche  gegenwärtige  Be« 
treibung  desselben ,  äufserst  merkwürdigen  Abhandr 
luiig.  De  Seriebus  divergentibus  (^Novi  Commentarii 
Acad,^  Fetropol.  T.  /^.  ad  annos  1754  *^  1755)  ^** 
in   0.  6.    die    Gegner   dieser   Behauptung   aufgeführt. 


*^  Vorausgesetzt,  dafs  man  die  eiganthfimliche  functio 

.generatrix  als  solche  allemal  anfzufinden  und  zu  con* 

statiren   wisse ;     welches    doch   oftmals    e|ne    nicht  nur 

sehr  mühsame,    sondern   auch  wohl  vergebene  Arbeit 

seyn  würde« 


XXIV       yorerinmruns  XIIL    ünmittMart 

welche   zu  bedenken  geben»    dalt   Ja    fiir  "jede«    % 
aich 


i-a 


n  1 4-  «  +  **  -f-  a*  4-  a^  •..  ergeben ,  für  a  n  3  alt o 


—  —=1  +  5  +  9  +  07  +  81—    weh   ergeben   müsse; 

yrelchet  mit  Recht  fiir  eine  ganz  absurde  Behauptung 
von  ihnen  scheine  erklärt  su  werden.   Indessen  pflege 
man  darauf  su  erwiederUt  dafs  es  nun  einmal  eini- 
ge verneinte  Grofsen  gebe,  welche  kleiner  ala 
nichts .    und  andere,    welche    sogar  g  r  ö  fs  e  r    ala 
+  00  seyen;  und  obgleich  durch  solche  Verschieden- 
heit in  den  Werthen  einiger  -^1^0,  und  anderer 
—  1  ^  +  OC  f    eine  arge  Ungewifsheit  für  den  alge- 
braischen  Calcnl    su   befürchten  scheine:   so  sey  ea 
doch  nun  einmal  so,  dafs  uns  ein  zweifacher  Ueber- 
gang  von   den   positiven  zu   den  verneinten  Gröfsen, 
der  eine  durch  1Z  o ,  der  andere  durch  ir  OO  t   s  o- 
wohl  durch  die  Geometrie,  als  auch  durch  die 
Algebra  vor  Augen  gelegt  werde ! . 


$.    4-    Aber  alle  bieher  gehörigen  geometrischen 
Vorstellungen  setzen  Drehung   voraus;    und  wenn 
man  durch   meine   Zerlegung   dieses   Begriffes,    und 
dessen  deutliche   Verbindung  mit   den  hiebe!  eintre- 
tenden ,    ebenfalls    graphisch     richtig     vorgetragenen 
Lehren    der  Algebra,    alle  hieher  gehörigen   trigono- 
metrischen  Paradoxa ,    dem    gesunden    Menschenver- 
stände   beifallig    (in    den  Neuen  Erörterungen 
über  Plus   und  Minus)   erklärt  gefunden  hat:   so 
wird  auch  alle  Besorgnifs  verschwunden \sejn«   dafs 
wir,  der  Geometrie  zu  gefallen,    solche  Absur- 
ditäten in  der  Fnnctionen-£nt Wickelung  möchten  zu- 
geben müssen« 


Summirung  der  \paraIUUn  Reihen,  %xr 

Ale    algebraische  Instani  wird  von   Euler 
aufgeführt,  dafa  in  den  Brüchen 

4'    3*   i"*    i'    o'  -!•   -ft'  ^3'  -♦ 

da  ihre  Nenner  immerfort  Meiner  und  kleiner  ange- 
nommen sind  9  die  Werthe  der  Quotienten  immeifort 
gröfser    und    gröfser    sich     ergeben    mäaaen ;    alio 

1 1      ^  ••  .^1 

—  *>  —  aeyn  müsse ; 

-IG        "^ 

Ich  erwiedere»  dafs  hier  sogleich  mit  der  Versi* 
cherung«  die  angesetzten  Nenner  immerfort  kleiner 
und  kleiner  werdend  su  haben,  auch  versichert  wird» 
dafs  hier  von  algebraischer  Grofsheit  und  Klein- 
heit die  Rede  aeyn  soll;  folglich  der  Sat«,  dafs  die 
Quotienten  immer  kleinere  und  kleinere  Werthe  au^« 
machen  müfsten,  nur  von  dem  vordem  Theile  deir 

Reihe,  bis  Eum  —  hin,   gültig  seyn  kann,   für  den 

nachfolgenden  Theil  der  Reihe  aber,  der  ebenfalls 
algebraische  Lehrsatz  eintritt ,  dafs  bei  ungleich 
bezeichnetem  Divisor  und  Dividend,  mit  algebraisch 
kleineren  Divisoren,  die  Quotienten  algebraisch  grö« 
Cser  sich  ergebend  seyn  müssen.  Daher  es  von  die- 
sem Wechsel  des  Lehrsatzes  eine  nothwendige 

und  deutliche  Folge  ist,  dafs^  -; —  den  gröfsten  un« 

ter  allen  algebraischen  Quotienten,  zz  -^  00 »  nnd  da* 

gegen  sogleich  deu  kleinsten  unter  allen 

algebraischen  Quotienten,  ~  —  00  ausmachen  mufs; 

indem  ja  die  bejahten  Quotienten  von  — -•    an    bis 

tum  --7--—  hin  an  bejahter  GrSfse,   die  negativen 

■  1  ■  o 


xxwi        Vorerirmmrunß  XIII.     Unmittelbare  , 

Quotienten  dagegen  von  an  bis  zum  hin 

an    verneinter  Qröfse.  zunehmend    ^eyn   müssen; 

eben  deshalb  also'im  v- ,    das  algebraisch  Gröfs- 

t^  -f  ÖOf  tind  das  algebraisch  Kleinste  -— OOt 
einander  begegiiend  seyn  müssen. 

§.  5.    Seite  211  und  212  der  Eulerischen  Abharid* 
Inujg  'heifst  es  ferner »  wie  folget. 

y^Wenii  ich  während  eines  Calcnis  auf -die  Reihe 
X  —  i-|-x—  i-f"*  —  * gekommen   bin, 

Mvnd  statt  ihrer  -*   ansetze :    so    wird    mich   keiner 

,,eines  Irrthums  zeihen  können  t  dergleichen  dagegen 
,,einem  jeden  sogleich  in  die  Augen  leuchten  würde, 

,,wenn  ich  irgend  eine  andere  Zahl  statt  der  —  au- 
sgesetzt hätte;  dagegen  es  aufser  allem  Zweifel  ge- 
yyStdlt  ist,  dafs  die 

,,Reihe  i«^i  +  i  — t  +  i  —  1  ...    und  der  Bruch  — 

zwei  aequivalente  TSröfsen  sind,  von  denen  die  eine 
statt   ^er  andern  .alleraal  mit  völliger  Sicherheit  an« 
„gesetzt  werden  kann.** 

„Die    ganze  Frage   scheint  also  darauf  hinaus  zu 

,,kommen ,    ob   wir  berechtigt  sejen ,    den  Bruch  — 


•f 


u 


die  Summe  der  Reihe  i —  i  -j-  1  —  1  -f-  ....  zu 
'„ilehnen !  Wer  dieses  hartnäckig  leugnet,  und  doch 
„djue  (eben  erwähnte)  A^quivalent  zu  läugnen  nicht 
„wagen  will,  mufs  den  Verdacht  auf  sich  ziehen, 
„daf«  eri  durch  einen  blofseti  Wdrtatreit  sich  zu  ref- 
ften suchen    wolle.**     (Durch   den   folgenden    ^.  6. 


Summirung  dtr  parpllUn  Heiken,  xxrn 

dürfte  dieser  Verdacht  vielbaehr  auf  £uler  selbst  eu« 
rück  fallen  müssen ! ) 

$•  6.     » Jndessen  hoffe  ich ,    dafs  der  ganse  Streit    , 
^»durcb  folgende  Erörterungen  beigelegt  seyn  wird/* 

„Wenn  wir  in   der  Analysjs  auf  einen  gebrechet« 
f^nen  oder  transcendenten' Ausdruck  gekommen  sind; 
^,so  suchen   wir  denselben  in   eine  achickliche  Reihe 
»tumzuändern»    auf    welche    der    fernerhin    folgende 
tfCalcul  mit  mehr  Bequemlichkeit  angewandt  werdeo 
»ykönne;    dafs  also  unendliche  Reihen  in  der  Analysiß 
„nur  in   so   ferne  Statt  finden ,    als  sie  durch  £mwi- 
,ickelung    eines    unendlichen   Ausdruckes    entstanden 
„sind  *);  und  wir  eben  deshalb  in  dem  Calcul,  Statt 
, «einer    jeden    unendlichen   Reihe  •    allemal    diejenige 
„Formel   ansetzen   können,    aus   deren  Entwickelung 
„jene  Reihe  entstanden   ist.      Wie.  es  nun  einerseits 
„Xufserst  nützlich  ist»  die  Regeln  su  kennen«    durch 
^yWelche  eine  zwar  endliche,    aber  unbequem  zu  be- 
t,hanielnde  Formel»    in   eine  unendliche  Reihe  kann 
^.umgeändert  werden,    so   würden   andererseits  aucb 
„solche  Regeln    für    äufserst    nützlich    müssen   aner« 
„kannt  werden,    durch   deren  Befolgung  wir  bei  je- 
„der  uns  vorgelegten,  unendlichen  Reihe,  demjenigen 
„endlichen   Ausdrucke  auf   die   Spur   kommen  könn« 
„ten,    aus  welchem   jene  Reihe  sich  ergeben  müfste. 
„Und   da    wir.  dann   diesen  endlichen  Ausdruck  alle- 
.,ymal,    ohne   irgend    fehlerhaft   dadurch   zu   werden, 
#,8tatt   jener  unendlichen  Reihe  ansetzen  können:    sp 
„müssen  ja  nothwendig  beide  von  gleichem  Werth^ 
„seynt   woraus  nun  folgt,   dafs  es  keine  unendliche 


*3  Es  ist  ja  aber,  oft  bei  analytischen  Untersuchungen  auch 
der  Fall,  dafs  man  durch  YeKbindung  mehrer  Heihen, 
auf  unendliche  Reihen  kommt)  deren  endliche  Muttos- 
lanction  ganz  unbel^anat  gebliiebeii  ist» 


\ 
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«»Reihe  geben  kann «  wofür  sich  nicht  ein  ihr  gleicb* 
»»geltender  endlicher  Ansdruck  gedenken  jatse.** 

§.  7.     »»Wenn    wir  also    den    gewöhnlichen 
»«Begriff  einer  Summe  in  so   fern   «bindern» 
»•dafs   wir   festsetzen»    die  Summe  einer  jeden  un« 
»»endlichen  Reihe  soll    derjenige   endliche  Ans-, 
»»druck   beifsen»    darch   dessen   Entwickelung  jene 
»»Reihe  erzeugt  würde:  so  we'rden  alle  Beschwerden», 
»»welche  von  beiderlei  Parteien  aufgestellt  sind»  von 
»»selbst  wegfallen.    Denn  erstens  ist  es  ja  einleucb* 
»,tend »  dafs  derjenige  endliche  Ausdruck »  durch  des- 
»»sen  Entwickelung  eine   convergente  Reihe  ent« 
^»standen  ist»  auch  deren  Summe  in  dem  gewöhn- 
»»lichen  Sinne  dieses  Wortes  ausmacht*    Wenn  aber 
^»aweitens  die  Reihe  divergent  ist»   so  wird  die 
»»Frage  darüber  nicht  fernerbin   für  absurd  zu  achten 
»»•eyn»    wenn   wir  dabei  nach  demjenigen  endlichen 
»»Ausdrucke  forschen»  welcher  nach  analytischen  Re*  - 
»igeln  behandelt»  eben  diese  Reihe  hervorbringt.   Und 
»»weil   w^ir  eben  diesen  endlichen  Aasdruck  statt  je- 
»,ner  Reihe  in  dem  Calcul  ansetzen  können:  so  kann 
»»über  die  Gleichheit  dieser  beiden  Gröfsen  kein  Zwei- 
»»fer Statt  finden.     Diesen  Schlüssen  zufolge»  werden 
»»wir  also  selbst  auch  von  dem  gewöhnlichen  Sprach- 
»»gebrauche    nicht    abweichend    werden»    wenn  wir 
»»denjenigen   Ausdrucjk»    welcher    einer   vorgegebnen 
»»Reihe  gleich  ist»  auch  deren  Summe  nennen;  nur 
»»dafs  wir  bei  divergenter  Reihe,    mit  der  Idee  einer 
»»Summe  nfcht  auch'  den  Begriff  verbinden  müssen» 
^»dafs  man  dem  Werthe  der  Summe  desto  näher  kom- 
»»men  müsse»  je  mehre  Glieder  derselben  man  zusam- 
»»men  addirt  bat.'* 

S*  8-     Vermöge  dieser  Theorie  würde  dodh  ein- 
leuchtend für  ^ie  obige  Frage. nach  der  Summe»  als 
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dem  Werthe,  als  dem  Ertrage  der 

unendlichen  Reibe  -|-x— x  +  x  — x-|-x— x^f-«-«-. 
acbecbterdings  nichts  können  entschieden  werden. 
Denn  gesetzt  auch,    ich  -wisse  es,    dafs  diese  Reihe 

gerade  die  Tochter  der  Mtitterfunction  —-7—  *  aeyn 

1   ■  I  ■    A 

•olle  9  also  nicht  etwa 

mit  der  Reihe  — x--j-x  — x-|-x— x-f-x  — 

2a  verwechseln  aej,    welche  die  Tochter  der  Mot- 

•  X 

terfuncdon         ■    -   seyn  würde;  auch  nicht  etwa 

mit  der  Reibe  +x-x+o  +  x-x+o-f-x-x+o^ .... 

2U  verwechseln  sey^    welche  die  Tochter  der  Mut- 

X  ~4~x  2  X 

terCnnction  — ,    '   .   ■  —  —  ist  ♦  so  würde  ich  doch. 

*i  +  i  +  i         3      . 
nach  Euler»  nur  zu  behaupten  haben,   dafs  ich  die 

X 

Mutter  — ; —  statt  der  Tochter  +x— x  +  x — x+—. 
zu  setzen,   keinesweges  aber  auch  zu  behaupten  be- 

X  X 

recbtigt  sey,  dafs  diese  Mutter    ■  j^     =z  -  ,  auch  der 

wahren  Summe,  dem  Werthe,  dem  Ertrage  der 
unendlichen  Reihe  gleich  seyn  müsse,  indem  ja  di«* 
•e  unendliche  Reihe  nach  Eulers  Definition 
und  Klassificirung  nicht  für  eine  convergen- 
te,  sondern  für  eine  dHvergente  Reihe  zu  achten 
seyn  würde  ^);  bei  welcher  man  zwar  ebenfalls  be- 
haupten dürfe,  dafs  die  Mutter  die  Summe  der 
Tochter  genannt  werden  könne,    aber  nicht  in  d^m 


*3  Erst  durch  unmittelbar  beiratzte  BegriiFe  des  Un- 
endlichkleinen  und  Unendücbgroften .werden  wir  nach« 
her  es  beweisen  Können,  daft  die  Reihe,  einer  bestimm* 
ten  Summe  sich  nähert,  also  convergent  zu  heifseH 
verdient. 


4 

XXX  f^orerimterung  XIIL    Uhmittetbars 

Verstände«   dafs    die  Matter    und    die  Tochter  TOn 
gleicb«fr  Gröfse  icyn  müfsten  *). 

§,  g.    Eine  voUig  sichere  Ueberzeugung  von  der 
Richtigkeit 


der  Gleichung  -    ,    ■  n +x  — x-f-x  — x-j 

1  -j-  1 


-W^ird  hier»  auch  von  allen  übrigen  neueren  Analysten 
mir  erwicdert  werden »  erhält  man  ja,  dadurch,  dafs 
man  die  jedesmalige  Ergänzung  der  Reihe  in.  Be- 
tracht zieht. 

Denn  da  dieser   Reihe,,   falls   sie    s)   mit  irgend 
einem  ungeraden  Gliede   abgebrochen  wird,   die  Er« 

gfozung  —  ■  j^'    zukommen  mufs,    also   dann  der 

ganze  Quotient  mo-j-o-j-o  ...•  -|-i  -—  -  ', 

oder  Falls  sie  o)  mit  einem  geraden  Gliede  abgebro- 


^  y 


*')  Selbst  auch  Eytelwein,   der  in   seinen  Grnndleh« 
ren    de^r   höhern    Analysis,    Berlin    1824,     eine 
Theorie  der  Reihen  aufgestellt  hat,  welche  aiie  bisheri* 
ge;n   an   Richtigkeit   und   nettem   Calcul   tu.   ubertrefFeu    ' 
nur   scheint,    ist   doch  hierin    ebenfalls   Eulern   treu 
geblieben.     Auch    nach   dortigem  $.  355,    soll  der  Ut- 
b  r  u  c  h    die    ganze    Summe    der    unendlichen ,    aas 
ihm    erfolgbaren   Reihe   heifsen.     Da   aber  bei  diver« 
g  e  n  t  e  n  (^unendlichen^  Reihen  der  W  e  r  t  h  ^die  wahr- 
hafte Suniime^   der  Reihe   sich   immer  mehr   und  mehc 
von  der  (jo  ^ena'nnten^  ^Summe    C^^^  GiÖfse  des  Ur« 
bruchs)    entfernt:   so   toll   dann  die  Cunendlichel) 
Reihe  abgebrochenl    und  ihre  Ergänzung  hiasa 
gefügt    werden;     (die    ja    aber    wiederum   einen    Ur«. 
bmch     für    den    noch   rückständigen  unendlichen 
Theil  der  Reihe  ausmacht,    also  nur  durch  eine  petitiO' 
nem  principii  für    die  wahrhafte  Summe  dieses  unendli* 
ehen  Reihentheiles  hnetkannt  wird!^ 


X 

»o 
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eben  wird ,  ihr  die  Ergänzung   -\ -r— -    zukommen 

mufs»  also  in  diesem  Falle  der^  ganze 

Quotient  —  o  +  o  +  o  ....  +  o  -| — -£—   ist: 
ist  hiemit  erwiesen»   c^afs  in  jedem  Falle  der  gan- 

X  X  ^ 

ae  Quotient  ganz  genau  ~  ■■  ~  —    gefunden 

mird!  folglich  (füge  ich  hinzu)  mit  Hülfe  der 
sogenannten  Reihen  «Ergänzung  in  jedem  Falle  die 
Richtigkeit  der  angewandten  divisöri- 
schen  Operation  bestätigt  wird! 

Die  hier  angewandte  Operation»  nach  welcher, 
man  mit  i -|- x  als  Divisor,  die  -|- ^  als  Dividenden 
SU  bearbeiten»  eine  kürzere  oder  längere  Zeit  fortge- 
fahren hat»  ist  allerdings  ä  posteriori  in  jedem  Falle 
erwiesen»  in  welchem  sich  ergibt,  dafs  die  bereits* 
witklich  gefundenen  Glieder  des  Quotienten  zusam- 
men  addirt,  und  von  dem  jedesmal  gebliebenen  He» 
ate    noch     dessen   (i-j-i)ten  Theil  hinzugefügt»    den, 

•  •  X 

richtigen  Quotienten  als  =  —  vollständig  angibt.  Dar- 

an  aber  hat  niemand  gezweifelt;  sondern  es  ist  die 
Frage»   welche  Gröfse 

der  un*endlichei^  Reihe  x — x-j-x— »x-f-x  —  x 

gleich  seyn  müsse,  wenn  diese  unendlich  grofs» 
also  niemals  abgebrochen  gefordert  wird ! 

$.  10.    Auch  ist  es  einleuchtend»  wie  in  der  obi. 
gen  Schlafsfolge»   durch  die  Behauptungen»    dafs  die 

''X 

unendliche  Reihe  -\-x  —  x-f-x  — x  ...  n-    sey» 
ein  Zirkel  im  Beweise  begangen  wird»    weil  ja,    in 


V 


i 
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dem  einen  Falle,)   wenn    man  diese    un^ endliche 

Reihe  r:  x— x  +  x  — x*..  +3C  —  — -—  rr  —    be- 
hauptet,  eben  damit  schon  voransgesetxt  wird»  Jafs 
die  mahre  Summe   der   sämmtliehen  noek 


übrigen  unendlichen  Reihä  ausmachen  müsse!  und 
eben  so  in  dem  andern  Falle,  wenn  diese  unendliche 

Heihe  zz  x-r-x+x-— x  ...  — xH ; —  m  — —  be- 

'    1  +  1  2 

hauptet  wird,  eben  damit  schon  Torausgesetst  ist, 
dafs  +  j  I  die  wahre  Summe  der  sämmtliehen 
noch  übrigen  unendUehen  Reihe  ausmachen  müsse! 

$•  II.    LeibnitB  behauptete,    dab  die  unendli- 
che Reihe  -f-i  — -f-i  — i  .....   gans  genau  rz       ' 

also  ZZ  —  sur  Summe  haben  müsse,,  weil  während 
s 

ihres  fortdauernden  Anwachsens,  ihre  Summen  zwi- 
schen n  4*  1  >  ^^^  ^^  ^  9  immerfort  hin  und  her 
schwankend  sind.  Da  bei  der  unendlichen  Rei« 
he  — -i-f-i.  — 1*4-1  ••••  die  Summen  immerfort  zwl* 
sehen  n  — i  und  Zio,  hin  und  her  wechselnd  sind: 
so  wird  man  eben  so  für  diese  unendliche  Reihe  zu 
behaupten  haben»  dafs  deren  Summe,  der  hier  vor- 
handenen MittelgrSfse  ^    "^     zz gleich  seyn 

müsse.  Sicherlich  ist  es  der  Fall,  dafs  Leibnits 
diesen  richtigen  Blick,  als  eine  glückliche  Ahnung, 
seinem  vielen  Schlielsen  vermittelst  des  Unendlich« 
grofseii  und  Unendltchkleinen  zu  verdanHen  hat,  dafs 
nimlich  dieses  Hin-  und  Herschwanken  zwischea 
zwei  endlichen  Werthen,    ins  Unendliche  (oder  ei« 


Summirung  der  parallelen  Reihen.        xxxiii 

gentlich  bis  sam  Ueberendlichen )  fortgeaetst^  auf 
<lie  bestimmte  Mittelsumipe  bringen  müsse;  wie  wir 
nstChber  gerade  aus  diesen  Begriffen  des  Unendlich« 
grofsen  und  Unendlichkli^inen  es  bändig  erweisen 
werden. 

$•  is.    Gegen   Leibnits   wandte  Callet  ein^ 
dafs  es  ja  sehr  viele  unendliche  Reihen 

•4-t  —  1  +  ^  —  ^  +  *  —  1....  gebe ,  von  de» 
nen   sich  erweisen   lasse,    dafs   ihre   Summe    nicht 

=  1  i.t. 

ü 

In  der  That  kann  man  k.  B.  durch  divisorisch« 

« 

Operation  finden»  dafs 

auch  ■    ,      ',"    sich  im  —  i  +  i  — 1  +  »-***  •••* 

also  als  eine  Reihe  sich  ergibt,  der^  Summe  bei 
ffortdai^rendem  Anwachse  ebenfalls  swischen  tT  -f"  < 
und  12  o  hin  und  her  wechselnd  ist,  und  gleich wolf 

da  sie  hier  aus  dem  Bruche      ,   ^■.  ■   rr  -    enUtan« 

den  ist,  mit. der  vorigen,  aus  dem  Bruche  »■  .    ■  t^-^ 

entstandenen,  nicht  einerlei  Werth  haben  kann.  Es 
ist  einleuchtend,  dafs  Leibnitzens  Begründung 
der  obigen  Summen  hiemit  als  mangelhaft  erwie» 
aen  ist. 

$i  13.    Gegen   Callet  hat  Lagrange   erwie« 
dert»  dafs  allerdings  durch  divisoirische  Operation 

1-4-x 

fKÖnne  gefunden  werden»   richtiger  aber  so  mu  ve(« 

(3) 


**', 


i 


Aitiren  mj ;  di£i  man 

l+X-fX* 

linde ;  da  denn  fSr  x  n  i »   aich 

■    , ''  .  ■  =  1+0  — i  +  i  +  o— 1  +  »  +  o— 1  .•.. 
t  +  i  +  i       ^  ,, 

ergebe,  folglich  die  Samme  der  gegindenen  Olieder 
«wischen  1 1  und  i  -|-  o  ~  t  ,  und  i+o  —  inro, 
immerfort  wechselnd  aey,  und  daher  die  Summe  der 

unendlichen  Reihe  zz  *["  ]{^  ZZ  -7  richtig  gefuii» 
den  werde. 

$.14.  Hiemit  iat'  nun  Leibnitsena  Regel, 
data  die  mittlere  Gröf'ae  der  Werthe,  swiachen 
welchen  die  Summen  der  nach  und  nach  angewach- 
senen Reihe  überhaupt  wechseln ,  auch  die  Sum- 
me der  ganscn  unendlichen  Reihe  aeyn  müaae« 
von  Lagrange  allerdioga  nütsUch  erweitert,  und 
durch  die  Erweiterung  aelbat  auch  einer  unrichii« 
gen  Anwendung  jener  su  einaeitig  aufgefalsten  Re- 
gel vorgebeugt  worden.  Nur  habe  ich  gegen  La- 
grange dreierlei  su  bemerken. 

Eratena  ist  es  nicht  der  Fall,  dab  diese  Re- 
gel gerade  vermittelst  seiner  Entwickelungsreihe 
1 + X -{-  x'  +  •  •  •  •  dargestellt  werden  müfste ,  sondern 
von  derselben  gans  unabhlngig  wurde  aie  meines 
Erachtena  lauten :  fVtnn  mit  einem  n  gliedrigen  Di* 
visor  dergestalt  verfahren  wird^  dafs  die  nach  und 
nach  dadurch  aufgefundenen  Glieder  des  Quotien* 
ien,  aus  ngliedrigen  Perioden  bestehen^  und  es  dann 
der  PäU  istp  dafs  die  Summe  jeder  Periode  ~  o 
ausmacht:  so  wird  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 
J^erjemigen  mittlerm  Oröfsc»  gMeh^sejn^  welche  man 
erhält^  msm  man  tum  ersten  Qliede  der  Periode, 
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dh  Summe  aus  ihren  zwei  ersten  ^  ferner  die  Summe 
aus  ihren  drei  ersten ,  und  s.  w.^  endlieh  anek  dis 
Summe  aus  den  sämmt liehen  n  Gliedern  der  Periode 
(also  ~  o)  addirtf  und  diese  Summe  der  sämmtli- 
ehen  n  ff^eehselwerthe  ^  durch  n  dividirt^  dabei  aber 
auch  es  ausbedungen  hat^  dafs  keinem  Oliede  in 
,  der  Gliederperiode  ein  unandlick  grofser  fVerth 
beigelegt  sey. 

Zweitena  ist  diese  Regel  nicht  nur  von  Li- 
grange selbst  darchans  nicht  erwiesen«  sondern 
kann  auch  von  irgend  einem  Mathematiker  seiner 
Schale  *)  schlechterdings  nicht  erwiesen  werden» 
indem  sich  ans  meinem  nachfolgenden  Beweise  erge- 
ben wird»  dafs  die  Verhältnisse  des  Unendlichen 
dasn  wesentlich  nöthig  sind.  Soll  etwa,  und  so 
wird  es  Lagrange  hier  vorausgesetst  haben,  der 
Beweis  vermittelst  der  Erg&nsung  geführt  werden» 
so  wird  ja  damit  ein  offenbarer  Cirkel  im  Beweise 
begangen  (§.  lo). 

Dritens.  Obgleich  ich  selbst  hier  die  Regel» 
der  Ansicht  ihres  Erfinders  gemäfs»  darch  Voraus« 
Setzung  des  Matterbruches  ausgedrückt  habe:  %o 
werde  ich  doch  eigentlich  behaupten,  können»  dafa 
diese  Regel  von  allen  Matterbrüchen  unabhängig  durch 
sich  selbst  besteht. 


*3  Fallt  er  seinem  Lehrer  wirklieh  getreo  bleiben»  und 
Mit  den  Begriffen  d«t  Unendlichen  unmittelbar  txk  sohlie* 
feen  vermelden  will;  welehet  iber  genau  betrechtet 
von  keinem  wirklich  geschieht;  obg^feiob  eiiiige,  wen«^ 
inaii  mit  ihnen  gewitte  Schwierigkeiten,  der  Infinitesi* 
aialrechnan^r  so  besprechen  w anseht ,  allerdings  su  ei^ 
wtedern  pflegen»  dals  sie  darauf  sich  einsulassen  nickt 
<  nöthig  fänden»  weil  ja  Lagrange»  durch  seinen 
F-nnciMonen  •  Calcul ,  ohne  Infiniteiimalien  fertig  i^n  fnM> 
•dte  vrisseS   • 

(3>* 


•••• 


•••• 
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^  •  •  •■    •  •  ■      . 

§.  15.    Denn  wenn  man  anch  Ton  den  Gesetsen 
der  Reihen 

A  r:  X— x  +  x— x+x— X.... 
B  ZI -x-^-x-— x  +  x — x  +  X"^» 

C  zr  i-j-o — 1  +  1+0  — i-|-i-f-o—i 

D  rr  a+b+c+a+b+c  +  a+b+c 

E  rr  a  +  b  +  c+0  +  a+b  +  c+o+a  +  b+c+o... 

irgend  etwas  mehre«  nicht  weif«,  als  waa  aus  dem 
Anblicke  ihrer  Glieder  -  Perioden  vor  Angen  liegt:  so 
läfst  sich  eben  daraus»  unter  der  Voraussetsung,  data 
die  Summe  jeder  Gliederperiode  rr  o  sey»  es  bündig 
erweisen ,  dafs '  jede  dieser  Reihen  bis  zu  einer  un* 
endlich  grofsen»  oder  wie  wir  lieber  sagen  wolient 
überendlich  grofsen  Gliederanzahl  fortgesetzt  gefor- 
dertf  die  ganze  Summe 

der  A  ganz  genau  zr  — 

8 

3 

^    n      -  -      -,  a  +  (a^.b) +(a+b-fc)  ^  a  +  Cj^-b) 

3  3 

^     jn  a+(a+b)4(a+b+c)-f  (0+0)  _  a  +  (a+b) 

f  IL  ^  f  ZU         '^        '         I      ■  ■    '■MM——*———      ^^^  — *•  — ^»»BIB« 

4  4 
sejn  mufs. 

^  $•  i6.  Da  ich  in  den  beiden  letzten  Gleichun- 
gen behaupte,  dafs  die  Glieder  a,  b,  c,  wenn  sie 
nur  so  beschaffen  aind,  dafs  sie  algebraisc}i  addirt 
werden  können,  ^nd  dann  ihre  Summe  zz  o  geben, 
übrigens  seyn  m&gen,  was  sie  wollen;  und  da  ich 
überhaupt  auch  mgliedrige 

Perioden  a  +  b  +  c.+d+ e....+  i  +  m  »  mit  eben 
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8o  allgemeiner  Gliedergröfse  sugelassen  verlange:  «o 
wird  hiemit  alle  Hoffnung  abgewiesen  Beyn,  die 
Siimme  einer  solchen  unendlichen  Reihe  durch  Er« 
Forschung  ihrer  Mutterfunction  bestioimen  zu  wul« 
len;  zu  geschweigen,  dafs  die  dabei  eingeschlagene 
Bestimmungsmethode  durch  die  Ergänzung ,  eine 
petitionem  principii  in  sich  bat ! 

§•  14.  Sehr  gerathen  mofs  es  jedem  Unbefange- 
nen scheinen»  dafs  man,  um  die  Summe  solcher  un- 
endlichen Reihen  zu  bestimmen,  nicht  die  Leh« 
ren  und  Begriffe  des  Unendlichgrofsen  und  Ünend- 
lichkleinen  verabscheuen,  sondern  sorgfältig  im  Au- 
ge behalten  müsse!  Wenn  nun  aber  hier  die  Erfah* 
Tung  eintritt,  dafs  auch  die  Infinitesimalieten  eben- 
falls einen  bündigen  Beweis,  selbst  auch  für  die  all* 
gemein  geglaubten  Summen  der  beiden  Reihen  A  und  B, 

nämlich  A  IZ  —  und  B  rr  — -  —  t  nocht  nicht  gege- 

ben  haben:  so  ist  auch  diese  Erscheinung,  "wie  so 
manches  andere  Ergebnifs  in  dem  Infinitesimal -Cal- 
cul ,  meines  Erachtens  gerade  daraus  zu  erklären» 
dafs  man  in  den  Begriffen  und  Lehren  seines  Infini« 
tesimal-systemes  immer  noch  zu  ängstlich  an  den 
endlichen  Gröfsen  kleben  blieb» 

$•  17«    Wenn  man  unter  dem  Unendlichgrofs,  OO* 
nur  zu  verstehen  wagt,  was  wir   nach  Vorerinne« 
Tung  VII.  S«  3  und  6  '^),  durch  OC  wollen  angedeu- 
tet wissen:  so  wird 
1)'  bei  dem  Beweise  durch  die  Ergänzung ,    nicht 

ganz  so  leicht,  als  beim  Gebrauche  der  Mutter- 


*)  Wo  in  Zeile  2,   statt:   nie,  wie   OC   ein   ohn  Endo 

SU  lesen  ist:   nicht,  wie  OC  a  ein  immerfort  noch 
gröfier. 


I 
1 
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fancdon  es  einsnsdben  teyn,  dafa  diaaerBeweia 
achon  vorausaeut ,  waa  noch  erwieaeo  wer- 
den soll. 

8)  Ein  Infiniteaimatayatem  9    welebea    ein    OO»    ^ 
Vollgrofs,   oder  wie   wir  ea  im  Allgemeinen 
noch  betaer  nennen  möchten t  ein   lieberen d« 
liebes  zu  fordern   nicht  wagt»   kann    den   ge- 
meinen,  oder  sogar    den    algebraischen   Zahlen- 
systemen f    genau    entsprechend    nicht    werden» 
weil  alle  diese  Systeme  eine  o  haben ,  nnd  haben 
müssen.      Sogleich    für   die  •  Untersuchung    der 
Reihensumme 
A)  zr -f-x  — x  +  x  —  X  ...... ,    mfisaen  wir    fa 

ea  zu  behutzen  wunichen,  dafii  die  Glieder -Pe- 
riode  4"  >^  "^  ^  g^ti%  genau  zr  o  lat»    also  ein 

rr'  — ,  nicht  aber  ein  unendlich  Ueiner  noch 

werdendes  ~  —  aeyn  aoll! 

S)  Sobald  wir  unser  überendlfchea  00  ^r  eine  Un- 
tersuchung angesetzt  haben »  so  lyerden  wir  ea 
unerlaubt  finden ,  auch  ein  OO  -j-  ^  dafür  gebrau- 
chen zu  wollen ;  da  hingegen  wir  kein  Beden- 
ken, haben  würden«  neben  einem  von  ujia  ange* 
aetzten  oC  aach  ein  OC  + 1 ;  OC  +  a  u«  s.  w. 
gebrauchen  zu  wollen.  Und  eben  dadurch  wer- 
den wir  bei  der  vorliegenden,  und  mancher  an- 
der« Untersuchung»  ungemein  leicht  auf  Schlüsse 
gerathen  können,  die  bisweilen  unrichtig,  od^r 
doch  nichta  entichaidend  aeyn  werden. 

0.  13.  Vor  allem  andern  wird  und  mnfs  man 
mir  zugestehen,  dafs  eine  Reihe  unendlich  heifat, 
wenn  sie  eine  unendliche  Anzahl  von  Gliedern  ent- 
iMIk;  nicht  etwa  eine  unendliche  Anzahl  von  Glieder- 
perioden!   Statt  der  unendlichen  Reihe  A»  aiqh  eine 
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unendliche  Antalil  von  ÖlfederperiddeM  gedftdit,  vrüu 

de  man  nicht  nar  ihre  Snmme  immerfort 
OC.(+»  — O  —  OC.  I— OC»  f  «'to  nach  Vorerinne- 
tung  VII.  (•  itf  ihve  Summe  zz  o,  sondern  auch  bei 
gefordertem  äberendliohen  qq  »  ihre  Summe 
~  00«i— >00*t  rr  o  haben.  Auch  irürde  diese  o 
nicht  die  Snmme  einer  Reihe,  sondern  nur  die 
Snmme  eines  Aggregates  von  unendlich  vielen  -|-<» 
und  eben  so  unendlich  vielen  —  i  sejrn »  ohne  dafs 
auf  deren  Anordnung  und  Folge  etvvas  ankSme ;  wie 
doch  der  Begriff  einer  Reihe  es  mit  sich  bringt ;  da- 
her  eben  deshalb  die  Summe  der  Reihe  A,  von  der 
Summe  der  Reihe  B  sehr  verschieden  sejrn  kann. 

§.  19.    Sey  nun  A  rr  x  — x-J->>^ — x+x— x  ..•. 

und  B  nr-x-j-x— x+x— x-|-3c .... 

bedeutend,  und  als  Oeseu  fiiir  die  unendliche  Fort« 
eetsung,  wie  es  durch  sich  eelbst  einleuchtet»  aner- 
kannt t  dals  in  jeder  von  diesen  beiden  Reihen  ihre 
Glieder  nur  xwisdien  -|-x  und  .— x  wechselnd  sind» 
die  Reihe  A  aber  mit  -|-x,  die  Reihe  B  dagegen 
mit  !— X  ihren  Anfang  nimmt:  so  ist  es  sogleich 
einleuchtend,  dals  >^®A  die  Summe  der  ersten  n Glie- 
der in  der  Reihe  A,  und  ^&B  die  Summe  der  eütea 
&  Glieder  in  der  Reihe  B  bedeutend ,  allemal 

»CA  +  «OB  rr  n-ij^*  rr  n.o  ~  o    seyn   muTs, 

•owohl  wenn  n  eine  ungerade  Zahl»  als  auch 
wenn  n  eine  gerade  2^hl  ist;  folglich  auch  eben 
so  allgemein  ^®A  4-  ^©B  IT  o  seyn  mufs»  wir 
mdcfaten  uns  dabei  OO  ^^  eine  ungerade»  oder  als 
eine  gerade  Zahl  zu  denken  haben. 

$.  90.    Wenn  wir  dann  aber,   aufser  dieser  Olei- 
•dittni  fiur   die  Summe  4er  heidea  tfiefendtieken 
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Refhen  auch  nocb  die  beiden  Oleichopgen  fäf  ihre 
Differensen 

und    ^CB  «-•  ^8A  r:  — k   sn  erweisen  «neben 

wollen  (und  absichtlieh  will  ich  suvörderat  diesen 
lebrreichen  Umwe^  einschlagen):  so  kann  es  aller« 
dhigs'den  Schein  gewinnen,  als  ob  wir  »wischen 
einem  geraden  und  ungeraden  00  immerfort  möch- 
ten zu  unterscheiden  haben! 

i)  Wenn  00  «^ne  ungerade,  folglich  00-— x  eine 
.    gerade  iJSahl  isi: 

eo  hat  man  «»-«©A  zz  ^^—^  x  —  ^^—^x 


und   «e5A  =  ^i:i=lx-^^i:^x  +  x 

a)  Wenn  dagegen  OO  eine   gerade,  folglich  OO-i 
eine  ungerade  Zahl  ist: 

so  hat  man  co«-igA  rr  ?^rr?.  x  ^  9^"T'  x  +  x 

und  «ÄA  zz  —  .  X  —  29 .  x 

e  a 

dafs  also  aus  i)  sich  das  Verhftltnirs 

OO        OO  00    00 


=    X    -    a         ta-i+^ 


und  aus  a)  sich  das  Verhlltnils 

OO        ^pO^OO 

^   OO 

ergibt,    folglich,    da    auch    —  i  4-  ^— —  i  gan» 

00 
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genau  seyq  mnb  (Vorerinnening  VIII.  %  6.)  in  jedem 
,der  beiden  Fället  man   mag  sich  OO  a1>  eine  unge- 
rade, oder  als  eine  gerade  Zahl  denken  wollen,  alle* 
mal  Cä-«®a  ,  <»®A  z:  1  —  1  I  t  — 1  ZT  1  :  t  ♦ 

also    die  Summe   ^""'SA   ganz    genau  der   Samme 
^QA  gleich  geworden  seyn  mafa« 

j(.  21.  Eben  so  allgemein,  es  mag  00  eine  un- 
gerade,  oder  gerade  Zahl  sejn  sollen,  kann  es  erwie- 
sen werden»  dafs  gauz  genau  Qö~»(gB  —  Oögiß  gg. 
worden  seyn  mufs« 

§.  89.  Sey  m  Irgend  eine  (bejahte«  ganze)  un- 
gerade  Zahl,  so  klein  oder  so  grofs,  als  sie  wolle, 
und  n  irgend  eine  gerade  Zahl:    so  ist  es  sehr  olF* 

fenbar,  dafs  «6A  —  <«--')0B  =  -}-  x 

und  »SA  —  (>»-0©B  z:  —  (—  x)   also  eben- 

falls  r::  4"  ^  •   folglich    auch,    OQ   mag   ein  gerades 
oder  ungerades  Uebereodlichgrofses  seyn  sollen , 

allemal  «^ÖA  —  ^""»©A  n  +3^  »«y»  «Pufs. 

5»  flj.  Da  aber  nach  J.  si.  Jedes  B^""»  z:  ^B 
geworden  seyn  mufs: 

so  muCs  auch  jedes  ^SA  -*-  ^SB  zi  «f*  ^  gewor-* 
den  seyn* 

$.  24«  Wird  nun  i)  diese  Differenz,  zu  der  oben 
(§.  19)  erwiesenen  Summe  o^6A-f-  ^Cßzioaddirt. 

so  erhält  man  ^  6 A  z:  — . 

Wird  dagegen  s)  eben  diese  Differenz,  von  die^ 
eet  Summe  SU b trab irt: 

so  erhält  man  ^®B  n  —  ^  . 
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4-  ^9-  Demnaeli  wlren  dia  beiden«  allgenelii 
ato  richtig  anerkannten  Siue  in  ^  i«  hferoit  auch 
bändig  erwieaen»  als  eine  ganc  genaue  Folge,  ana 
den  beiden  Ton  uns  erwiesenen  Säuen,   dafs  gans 

genau  die  Summe  ^6A  -}-  ^6B  rr:  o  seyn ,. 
und  die  Differens  ^6A  —  ^6B  zz  x  geworden 
ae^n  mu£i. 

(.  fi6.  Die  Oegner  der  Infinitesimalrechnung  wer* 
den  es  hieraus  abnehmen,  dab  jene  beide  Sätze  in 
$,  1,  die  sie  fär  ausgemacht  wahr  anerkennen,  und 
vermitteltt  der  Ergänzung,  also  vermittelst  der  schon 
gerügten  petiiio  prineipii  erwiesen  glaubten,  auf 
die  beiden  Gleichungen 

<?>«A  -f.  »«B  =  o 

und  coQA  —  »CB  TZ  X 

gegründet  sind ,  welche  ihnen ,  sich  selbst  au  wider« 
sprechen  nur  so  lange  scheinen  können,  als  sie  sich 
weigern  wollen,  für  die  Sqmmen  unendlicher  Rei- 
hen vermittelst  deutlicher  Begriffe  des  Unendli- 
chen schliefsen  au  wollen:  aus  welchen  auf  das 
bündigste  sich  ergibt,  dafs  man,  wo  ^OA-j-^-"®B 
dnrdi  lauter  ^6A  soll  angegeben  werden,  dafür  ir- 
gend etwas  anders  als  i2.^0A  nicht  behaujpten kamut 
und  gerade  dieses  behaupten  mnfs. 

§.  üj.  Vm  dem  strengen  Sinne  dieser  beiden 
Gleichungen  vermittelst  des  Gesetzes  der  Stetigkeit 
uns  befriedigend  zu  nihem,  ist  es  allerdings  gera* 
then,  daCs  wir  uns  statt  der  überendlichen  Zahl  OÖ 
suvdrderst  nur  OC  •  sls  eine  ohn  Ende  noch  fort 
wachsende  Zahl  gefordert  denken.  Indem  wir  dann 
duich  die  Schlüsse  in  $•  ao.  würden  gefunden  ha« 
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beii,  dafs  OC  «1^  «ina  ungerade  Zahl  ^adaGht.^ 
1)  «ich  >«-*©A:«6Ä=:i-j:  i-i  + -5-  , 

und  dagegen  OC  «Is  «ine  gerade  Zahl  gedacht, 

tt)  sich  «-*ÖÄ :«CA=x  —  t-| :i  —  i  ergibt : 

OC 

so  sehen  wir  ein,  dafs  in  beiden  Fälleup  das  VerhältniCs 
cci-xgj  .  QC0Ä  dem  Verhältnisse  i — i  :  i  —  i  ,  al- 
so dem  Verhältnisse  i  :  i  ohn  Ende  sich  nShemd 
ist,  mit  dem  Unterschiede,  dafs  im  ersten  Falle  das 
ft weite  Glied,  im  zweiten  Falle  das  erste  Gliedt 
einen  nnächtan  Brach  ausmacht,  der  wihrend  der 
MUhemng  immerfort  noch  etwas  gröCier,  obgleich 
immerfort  weniger  und  weniger  gröfser  als  i  seyn 
mufs. 

Dafs  nnn  dieses  yerSnderlichen ,  dem  Verhält- 
nisse der  Gleichheit  immerfort  sich  nähernden  Ver- 
haltnisses  ungeachtet,  die  Differenz  ^QA  —  ^~'6A 
immerfort  unverändert  ZZ  x  bleibt,  ist  doch  eben  so 
wenig  unschicklich,  als  es  unschicklich  ist,  dafs 
m.  B*  in  den  Proportionen 

'*6A:*®Amx  — ix:  ix  — ix+xm— x:x — 14*^ 
♦6A:*6Ar:ax— ax:ax— ax+xm  — m  —  i4-i 

♦ÖAt'^CArrsx—SxjSx— Sx+xm— i:t— 1+^ 

3 
die  Verhältnisse  der  beiden  Glieder  immerfort 
sich  Snd\ero,  indefs  doch  ihre  Differenzen 

--.«©A  +  ^ÖA  r:  —  ^©Ä  -j-  *®A  u.  s.  w.  immer- 
fort einander  gleich,  zz  x  bleibend  tejn  müssen« 

§•  sg.  V^enn  wir  indessen  durchaus  nur  ein  OC  t 
nicht  auch  ein  QQ  i  als  das  erreichte  Ziel  des  oC  für 
den  Gebrauch    des  Calcula    zugestehen   wollten:    so 
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I 

wSrden   wir  auch  nie  behaupten  können»   dafa  yfit 
die  ganae  3umme  der  nnendlicben 

Beihe  A  ~  -^x  —  x-j-x  — x.,..  genau  zz  —    er- 
wiesen hätten  I    sondern  nur  zu  beweisen  wüfsten, 
dafs  die  Summe  dieser  Reihe,  während'  ihres  nnend- 

liehen  Wachsens,  der  Gröfse  n  ^   immerfort  näher 

und  n'äher  kommend  seyn  müsse. 

So  änfserst  sachtreffend  dieses  in  dem  vorliegen- 
den Falle  allerdings  scheinen  kann;  so  müssen  wir. 
doch  nach  Vorerinnerung  VII.  $•  4.  es  beden** 
ken,  dafs  wir  ja  in  andern  Fällen  ein  erreichtes 
überendliches  Vollgrofs  für  den  Calcul,  und  nament- 
lich auch  in  der  Geometrie,  wirklich  sugeben  und 
gebrauchen  müssen;  von  den  Gliedern  einer  unend- 
liehen  Reihe,  ob  sie  gleich  als  Zahlen  dargestellt 
werden,  doch  auch  geometrische  und  andere  stetige 
Gröfsen  sollen  gemessen  werden,  von  denen  es,  ids 
stetigen  Gröfsen  gewifs  ist,  dafs  ihr  Unendlichkleinea 
auch  völlig  ins  zz,  o  übergehend  seyn  mufs,  und  da^ 

her  in  ihrem  ---  zr  o  n  -^*-    geworden ,    auch   das 

00  ai*   ^^^  erreichtes   Ueberendlichea  mala  gedacht 
werden. 

Und  wenn  nun  eben  diese  Infinitesimalisten  so- 
gar glauben  behaupten  su  müssen,  dafs  immerfort 
wachsende  bejahte  Gröfsen,  und  namentlich  auch 
wachsende  bejahte  Zahlen,  durch  das  Unend* 
liehe  hindurch  ins  Negative  fibergehend  seyen: 
so  ist  Js ,  sogar  dieser  widersinnigen  Lehre  zu  gefal- 
len, von  ihnen  darauf  Verzicht  gethan,  dafs  die  un- 
endlichen Gröfsen,  immer  nur  wachsend,  nicht  auch 
uberendlicb  gewachsen  gedacht  werden  sollen! 
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$.  S9.  Was  diejenigen  Analysten  betrifftt  welche 
alle  /Offenbare  und  nnmittelbare  Benntznng  von  den 
Begriffen  des  Unendlichen  su  vermeiden  suchen  1  bo, 
wird,  meines  Erachtens»  Herr  Eytelwein  der 
schärfste  nnd  richtigste  unter  allen  seyn.  Sehr  rieh» 
tig  aber  sagt  er  ausdrücklich«  dafs  bei  convergi* 
r enden  Reihen»  die  sich  ohn  Ende  einer  bestimm« 
ten  Summe  nihem«  der  Urbrnch  die  ganse 
Summe  der  Reihe  angebe. 

Und  von  der  Reihe  Arrx— x  +  x— x-}-x — x...* 

haben  ja  sie  alle  ohne  Bedenklichkeit  es  behauptet» 

/dafs  ihre  Summe  gan2  genau  rr—  ist»  Wobei  sie 

freilich  durch  den  Scheinbeweis  vermittelst  der  Er« 
gSnzung  sich  täuschten»  und  nun  durch  lauter  end« 
liehe  Grörsen  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 
erwiesen  mejrnten! 

$•  30«  Ein  ungerades  und  ein  gerades  00  f  hdhe 
ich  oben  neben  einander  nur  deshalb  behandelt»  uoi 
auf  diese  Weise  gleichsam  durch  die  Wirklichkeit  es 
darsulegen»  dafs  in  der  Unendlichkeit  das  Gerade 
und  das  Ungerade  in  gewisser  Hinsicht  einander 
gleichgültig  werdend»  und  iü  der  Üeberendlichkeit  in 
der  That  vollkommen  gleichgültig  geworden  seyn 
miissen. 

Diese  Glefchgiiltigkeit  erstreckt  sich  aber  weiter« 
Nicht  blofs  für  einfache  und  sweifache  (ungerade 
und  gerade)»  sondern  auch  für  sfache»  4f3<^li®  Zah» 
len »  und  s.  w*  würde  sie  in  gewisser  Hinsicht  eben-^ 
falls  Statt  finden.  Diese  Hinsicht  ist  eingetreten« 
wenn  es  über  die  Summen  ^@A  und  ^"'®A  und 
^~^®A  und  s.  w«  Fragen  zu  beantworten  gibt,  wel- 
che  schlechterdings  vermittelst  des  so  genannten 
geometrischen  Verhiltnisses  dieser  Gröfsen 
zu  beurtheilen  und  su  beantworten  sind;  s.  B.  wenn 
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man  eile  Samme  ^CA  +  ^^^'9At  oder  die  DiflFe- 
rent  ^6A  ~  ^^'®A  dnrcb  lauter  ^6A  will  aasge- 
drfiekt  wisten. 

$•  jt.  iSo  lange  wir  nur  nach  der  Somme  oder 
der  Di^rena  dieser  Gräften  fragen»  so  haben  wir 
dabei,  der  Natur  dieser  .Fragen  gemärs,  lediglich  das 
ao  genannt«  arithmetiache  Verhältnira  derselben  in 
Oetracht  bu  nehmen,    Z.  B. 

^^.         OO  — »            CO  — 1        • 
wenn  «*>6Ä  rr  ^= X  —  =! x  +  x  » 

a  2  ' 


also  <»-«ÖA  =  'ii^  x  —  25ll.*  x   ist  j    so 

nurs  die  Differena  «©CA  —  ^-^SA  zz  x  seyn,  in- 
dem die  unendlichen  GröFsen,  bei'  dem  Abaiehen 
▼on  einander,  sich  einander  Ternallen  müssen« 

Da  es  nun  hier  ferner  der  Fall  ist,  dafs  andi  die 
sämmtlichen  unendlichen  Gröfsen,  welche  das  ^'^'QfA 
ausmachen,  sich  selbst  einander  vemullen  müssen, 
also  Oö-ig^  —  Q  3eyn  mufs:  so  weifs  man  hier,  dafa 
auch  die  Summe  ^©A  +  öo-tgj^  —  j^  ^^y^  mu6, 
ohne  dab  dabei  von  dem  geometrischen  Verhallnisse 
der  beiden  Gröfsen  ^6A  und  9°-'GA  die  Rede  sü 
seyn  braucht. 

Da  das  Ergebnifs,  dafs  hier 

nicht  nuj  die  Summe  ®®A  •+-  »-ig^  ~  x 

sondern  auch  die  Differenz  «©CA  —  ^-■CA  ~  x 

gefunden  wurde,  schlechterdings  nur  deshalb  Stau 
finden  konnte«  weil  die  Gröfse  ^""'SA  r=:  o  ist:  ao 
kann  hier  durch  den  bekannten  Lehrsatz,  dafs  die 
halbe  Summe  und  die«  halbe  DiflFerenz  z^weier  GrlW 
fsen,  diese  beiden' Gröfsen  angeben  mufs,  etvras  an«- 
ders  nicht  bestimmt  werden,  als  dafs  die  eine  GKI> 
lae  *®6A  n  X,  und  die  andere  o^'-'ßA  —  o  seyn 
mufikr 


t 
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^  $•  39-  Wenn  wir  aber  auch  .dat  geometrüiche 
Verbkltnift  dieser  beiden  Gröfsen  sa  Hülfe  nehmen, 
also  (nach  $.  so.)  es  bedenken,  dafs  bei  erreir^hter 
überendlicber  Gliedersabl,  die  Summe  ^-"'GA,  der 
Summe  ^$!A  gleich  geworden  aeyh  mub:  ao  wer- 
den wir  aus  der  obigen 

Gleichung  ^6A  4*  ^*"0A  rr  0  tu  folgern  haben, 

dala  auch  «6A  +  «©©A  =  x,  also  ®6A  IT  —  ge- 
wovden  aeyn  muls. 

Aus  der  zweiten  obigen 

Gleichung    ^&A  —  oo-ig^  —  x  ,    werden  wir, 

auch  die  Gleichung  ^&k  —  *^CA  rr  x  zu  folgern, 
deshalb  nicht  berechtigt  sejn,  weil  bei  jener  Diffe- 
wenz  der  beiden  Gröfsen  «®A  und  oo~'©A  ,  die 
aSmmtlichen  in  ihnen  beiden  steckenden  unendlich 
vielen  Glieder  einander  vernullt ,  also  ihre  Wirksam- 
keit verloren  haben,  da  doch  das  geometrische  Ver- 
hiknifa  dieser  beiden  Gröfsen,  nach  ($.20.)  aus  die» 
uneadlichen  Menge  von  Gliedern  zu  folgern  vrar. 


$•  33*  Und  für  diese  ganze  Lehre  wird  es  nun 
wichtig  zu  bemerken  seyn,  dafs  z,  B.  bei  einer  Bei* 
he  S5 '  >Dit  dreigliedrigen  Perioden  x-f-j-f-z»  um 
die  Gleichheit  der  VerhäUniaae 
^695  :  ^'"'(SSJ  :  ^"'*CSB  au  erweisen,  von  dieser 
Kethe  lediglich  zu  wissen  nöthig  ist,  dala  x  und  y 
nBd  9  lauter  endliche  Groben  a^n  aoUen. 

Denn  wenn  wir  zuvörderst 
.  ^€55  —  x+y+»  -|-  x+y+z....  -f-  x+y+»  -f-  x 
angesetzt,    von    dieser  Reihe   ako   zuvörderst    enge- 
ttommen  haben,  dafs  sie  ihre  überendliche  oo^gerade 
mit  einem  x/  dem  ersten  Gliede.  der  Periode,  erreicht « 


xLvxu     F'ürtrinmmrumg  Xllh    ümmittMmr^ 
habett  mögdt  iO-innr»  nun 

und  oo-aggj-^22p£x  +  2Sll2y4.22llf  B+x+y 

S'  3    '  S 

•eyn* 

Bteratls  folgt  fär  d!e  geotnetristheti  Vethlltniaaa, 

dafs  sie  !:r:     . 

jc         y         t     %x       ^         y         t         z 

OOOOOQOOOOOOOOO^ 

alio  r^x4-i-f  1  +  ^  t   1  +  141  t  i-fi4-t4^(xf3r) 

09  CO 

.S  t  :        1        t       t  gewor» 

den  seyn  mSesent  alao  •^©55  s  •••*»©5J  sS:  •""•©© 
geworden  aeyn  mnfa. 

$.'  34.  Die  fiberendliche  Glledertabl  ÖO  gerade 
mit  dem  ersten  GHede  der  Periode  erreicht  anzaneh* 
men,  acheint  daa  natürlichste  su  aejn;  indea* 
aen  würde,  auch  wenn  man  daa  zweite  Glied«  y» 
oder  das  dritte,  s^  dafür  annehmen  wollte,  ebenfalle 
-  die  Gleichheit  der  drei  Summen  ^©5Jj  »-'©Jg  und 
^""'©JBi   wie  vorhin  sich  ergeben:    denn  ea  wird 

auch  dann  nur  dasu  erfordert »  dala  ^ZZO  werdend^ 

OC 


eine  endliche  Zahl  iat» 


und  :~r  ^  o  geworden  aeyn  mufi »  wenn  |  irgend 

00 


\ 
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§•  35*  Wenn  wir  aber  su  der  obigen  Eigen- 
8cbaft  der  Reihe  S3 »  dafs  sie  ans  dreigliedrigen 
Perioden,  von  lauter  endlichen  Gliedern  x,  7  und  % 
bestehe«  noch  die  besondere  Eigenschaft  dieser  Pe* 
rioden  hinzufügen,  dafs  jede  lZx-f-y4*'~o  acya 
aoU:  to  folgt  hieraus 


dafs  ^etb  =  ii:~(x  +  y  +  E)>  x  —  x 

5 

und  ^^^©55  =  2^^  (x  +  y  +  «)+x+yr:  x-f-y 

3 

also  ^&b  +  »-»©35  +  oö-aggj  _  ax  -l-y    seyn 

.mufs. 

Und  da  nun  durch  diese  zweite  besondere  Ei« 
genschaft  der  Keihe,  der  obigen  ersten  kein  Eintrag 
geschieht,  also  immer  noch  die  Gleichheit  der  drei 
Grölsen    «ogsg  ;     oe-igsg    ^nd     w-agj^     erwieseo 

bleibt:    so    können    wir    nunmehr    versichert  ,  seyn^ 

dafs  »©95  —  5J^,    auch  ©^-»©SJ  r3  ^^i^, 

3  3 

8  X  ""4*  V 

auch   ^-'©9  zs,  ■     ^-'   geworden  seyn  mnfs» 

3 

JJnd  gan£  dasselbe  Resultat  würde  sich  ergeben» 
wenn  wir  nicht  gerade  mit  dem  Gliede  x,  sondern 
mit  y,  oder  mit  s,  die  überendlicbe  Gliederiahl  dec 
Reihe  erreicht  annehmen  wollten» 

Nach  diesen  umständlichen  ErSrteturtgen  werdtt. 
ich  nun   folgende  Lehrsätse  aufstellen!   und  in 
Kurse  beweisen  können» 

(4) 


I.  For.erUmerunß  XI JJ.     Unmiit0lhare 

$.  36.     Erster  Lehrsatz^ 

fVenn  man   von  der  Rtihe  mit  ügliedrigen  Pe- 
rioden 

-'-Ä  zr  x  +  y  4"  ^-^7  +  *  +  y  +  ...... 

Itens  lüefjs ^   ^f^  jedes  Glied  derselben^    also  x  xo- 
wohi   als  y «    eine    endliehe ,    oder    dock  nur  un- 
endlich  kleine^    nicht     unendlich   grofse*  Gröfse 
'  seyn  soll:  so  mufs  ^Q%  rz  ^^-«gjj  jeyn.     Und 
wenn 

Qtens  auch  gegeben  ist^  ä^f^  ^i^  Periode  x-^-y  ZI  o 
seyn  soll: 

^»    so  mufs  ^@9  ZZ  —^  auch  öö-«®^— —  seyn. 


$.   37*     Beweis. 

Wir  mögen  uns  entweder  Itens 

cogg  —  x  +  y  4- x  +  y -f  ... -j- <  +  y  +  * 
also  ö>(SJi  —  99i:l  X  +  25=11  y  +  X 

und  »-»ea  =  22r:l  x  +  Spi  y . 

Öfter  wir  mögen  tins  Iltent 

^     «®a  —  X4y -|- x  +  y  4^.., -J- x  +  y 

al«0    «©a  =   —  X   +    2Sy 

und  «-«sa  r:  22Zi  x  +  25zZi  y  4.  x  denken; 

8  2  ' 

in  beiden  Fällen  folgt, 
dafs  «>Sa  :  oo-x@2|  —  3.0,  also  »©»  =:  »-«©a 
geworden  aeyn  mab:  welches  das  ite  war. 


/ 1 
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Wenn     yvit    nnn    hinzunehmen ,     dafa    stens^ 
x-|-jr  ~  o   eeyo  soll:  so  mufs 

im  Iten  Falle,   «gg  — 2^Z:l.(x4.y)  +  x  =  x 
und  oo-.@gi_25z:JL.(x4.y)  —  o 

im  nten  Falle,  <»@9|—  — .  (x-f  y)      .      =  o 

1» 

und  <»-«ea  =  25111. (x+ 7)4- xr:x,    . 
in  beiden  Fällen  also 

Da  nnn  nach  dem  ersten  allgemeinen,  für  jedes 
endliche  x  und  j  gültigen,  auch  im  Isten  sowohl 
ah  im  Uten  Falle,  gültigen  Satze,  ^621  zz  ^»-»(gji 
geworden  tz^n  muFs:  so  mufs  in  beiden  Fällen. 

sowohl  ^68  z:  —  ,  als  auch  »-«(SiJi  z:  ~  ««• 
worden  seyn» 

$•  57-     Beispiele^ 

i)  Da  die  Reihe  A  —  x — x  +  x-— x  -j*  x*--x  4-  .•.. 
BWeigliedrige  Perioden  hat,  und  jede  derseU 
ben  zr  o  ,  ihr  erstes  Glied  aber  ZZ  '4"  ^  ^^^  * 
so  mufs  ^@A  ZZ  die  ganze  Summe  der  ganxen 
obn  Ende  fortgesetsten  Reihe  bedeutend  > 

•^©A  rz  +  —    seyn  ;    vorausgesetzt^    öaCs 

der  Bedingung  des  Lehrsatzes  gemäfs,  irgend 
ein  unendlich  grofser  Werth  für  x  nicht  verlangt 
werde» 

(4)^ 


J.„         «ea  =  ±  ^  :^  ,  „it  de«   ;;•"„  zeichen , 


tu  f^orerinnerung  XIII.     Unmittelbare 

2)  Da  dij5  Reihe  B  —  —  x+x  fc—  x+x  —  x+x  —  ..•. 

BWeigliedrige  Perioden  b4it,  und  jede  derselben 
~  o ,   ihr  erstes   Glied   aber    —  x  ist :   so  mufs 

X 

nach  dem  Lehrsatze,  ^©B  ~  -^ •cyo  J  wie« 

derum  ausbedaagen,  dafs  irgend  unendlich  grofse 
'        Werthe  des  x  nicht  gebraucht  -werden. 

3)  Für  die  Reihen  R— ±Tv+xTi:-KTTTi±  ••••• 
w/  N      N      N      N 

deren  M  und  N  alle  bdiebige  Gröfsen,  na% 
nicht  unendlich  grofse  ^  etyn  können ,  hat 
man,  ebenfalls  nach  dem  Lehrsätze, 

£  M      _  .^   ^  _      obem 

s    N 
ie  nachdem  der  Reihe  erstes  Glied  ^«1*^!    -  ist. 

'  Torooint 

^  38.    Zweiter  Lehrsatz. 

fVenn  man  für  die  Reihe 

S  ~  x  +  y  +  z  -j-  x+y  +  z  -j-  x+y+z  *]-  .•..» 

itens  bedungen  hat  9  dafs  irgend  einem  Oliede  ihrer 
dreigliedrigen  Periode  ^  x-|-y-f-z,  ein  unendlich 
grofser  ffferth  nicht  beigelegt  werden  solli 
so  mvfs  «>®S  ZZ  00-»®  —  Oö-aj5  j^,j^ 
Und  wenn 

ütens  gegeben  ist,  dafs  allemal  x-f-y-|-z  =s  o   seyn 
sollt 

so  mufs  «©35  (fiueh  »-»6» ,  und  »-»6»)  =  ^^^ 
seyn. 

Der  Beweis 
ist  auf  obigen  $•  33.  bis  $.  35  leicht  abzunehmen« 


Summirung  der  paraUehn  Reihen^  liik 

« 

$.  39»    Beispiele. 


i)  Sey   05  n  x+o-x  -f-  x40-x  4-  x+o-x  -f-  ••••• 
gegeben:  so  mufs  ,  nach  dem  Lehnaue» 

<ö®©  —  — - —  —  —   seyn. 

3  3 

a)  Sey   55  3^  x-x  +  o  -}-  x-x-t-o  -f»  x-x  +  o  -(•  •••• 
gegeben:  so  mufd  ^ogjj  —  — ZI-  —  _  seyo. 

3)  Sey  55  ~-x  +  x+o  «-f--x+x+o  +  --x+x-fo  +  .... 

'gegeben:  so  mufs  o^ßSB  rz  ^^ — 5— *n— —  seyn; 

o  3 

allemal  ansbedungen,    dafs  irgend  ein  unendlich 

grober  Werth  dem  x  nicht  beigelegt  werde» 

4)  8ey  85  =  a+b-(a+b)  -f-  a  +  b-(a+b)  -J-  ...• 

gegeben:  so  mafs  *®€iS5  m         '       seyn. 

3 

*5)  Sey  55 ira-(a+b)+b-}-a-(«+b)+b -}-•••  gegeben: 

so  mnCs  » ©95  rr  y^^^*^,  ^  —  il»    3eyn. 

3  3 

6)  Sey  95  n  -(a+b)+a-fb  4-  •(a+b)+a+b  +  .... 
gegeben  : 

r    ft^^M         -öCa+b)+a a+ftb   ^^^^ 

3  3 


$;  40.    Dritter  Ziehrsatz. 
§Venn  für  die  Reihe 

'S 

€  zz  x+y  +  z  +  u  -|-  x  +  y+z+u  -}-  ..... 

i^siii'»   aushedungen   ist  ^    dafs  irgend  einem 

ihrer   vier gliedr igen    Perioden »     ein    unendlieh 
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grofser.  PVerth  nicht  beigelegt  werden  solli 
so  my'fs  «»SS  =r  oo-x@g  -.  oo-a@g  —  CD-agg 

seyn.      Und  wenn 
ütens  gegeben  ist,  dafs  allemal  x-\^y-\'Z'\-nZlQ  seyn 
soll:  so  mufs    cogg 

(auch  »-'©€.  auch  »-»(gg  „^  Cö-3ß5)=:5^Zllf    > 

4 


seyn. 


0.  4i«    Beweis. 


Wenn  coßg  — i±^x  +  22l!y  +  2?l!  a+55lla  +  x 

4  4^4.  4       ^ 

als    die  Reihe   mit  überendlicher  Gliederzahl    ange* 

nommen  wird:    ao  mab 


4  4^4  4 

^  ''ü^i  — x  + y+ z  + u+x+y+a 

4  4    •"        4  4 

4  4    •"       4  4 

seyn ; 

folglich  z.  B.   dds   Verhältnifa    ®©^:  «-^©S 
xy  %  uAxx  y 

CO       00       00       oc    00       00       00 

zu  ,.4x  +  4y 
00  OD         00 

-j-  1  -j-  1  —  ^  :  1 

alao   ^®S  rr  oo-agg  seyn.      Da   nun    eben    so   auch 

*       cO(gg, --  00-1  (gg    und    =r   «-3^5    erweisbar    ist; 

indem    bei    allen    nicbt    unendlich  grofsen    Werthen 
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des  X,  y  und  z»   sowohl  —   aU  '       ■     als 

— allemal   ~  o  geworden   aeyn  muft: 


ao  bat  man  erwiesen 

dafs    «@5   ZZ    co-»®5  ~  »-2gg  _  oo-agfg    ge. 

Worden  sejn  mufa;  welches  das  iste  war,  und  für 
alle«  irgend  beliebige  Werthe  der  vier  Glieder  x.  y, 
z  und  u,  nur  dafs  kein  unendlicli  grofser  darunter 
aey,  erwiesen  ist  und  bleibt. 

Wird  nun  aber  auch  die  ote.  Bedingung  des  Lehr- 
•atzes  hinzu  genomnien;  nach  welcher  keine  ande- 
ren als  solche  Werthe  der  vier  Gröfsen,  x,  y»  z  und 
n»  gestattet  werden »  deren* Summe  ganz  genau  "IZ  o 
ist:  so  folgt  aus  dieser  Bedingung » 

dafs   «5@g  =:  X 

ffJ-agg  —  x+y +  » 

und   «ö-3@g  _  jj  ^  y  , 

folglich 

cjo@5^o>-igg^oo-ag;g^.co-sgsg  — 3x^ax+i.» 

aeyn  mufs. 

Vollkommen  richtig  kann  und  mufs  die  Summe 
dieser  vier  Gröfsen  in  der  linken  «Gleicbungsseite* 
obgleich  jede  derselben  eine  unendliche  Anzahl  von 
Gliedern  in  sich  fafst,  dennoch  durch  die  endliche 
Gröfse  der  rechten  Seite  bestimmt  werden {  weil  ja 
jede  von  dieser  unendlichen  Gliedermenge,  für  sich 
selbst  zusammen  addirt,  ihren  £rtrag  ^z  o  gibt. 

Wenn  wir  nun  aber  auch  verlangen,  die  lin- 
ke Seite  dieser  Gleichung  z.  B.  durch  lauter  ^(5(£ 
ausgedrückt  zu  sehen:  so  müssen  wir  bedenken« 
dafs  wegen   der  eben  erwähnten  unendlichen  Anzahl 


hvi  f^or^rßrin^rufig  XIIL    Unmittelbare 

von  Gliedern  ,  bei  allen  endlichen  Werthen  der 
X,  Yf  z^und  Uy  folglich  auch  bei  denen,  welche 
x-|-y4-z4-u  —  o  geben , 

folglich  ^•«©g  =  53C  +  ay  +  i.a» 

aUo    ^ßS  r:  '         ' — ^-ä^ — ^  »cyn  mnb. 


$.  4q.    (n — i)ter  Lehrsatz. 

(fVenn  eine  unenäUeh  fortgesetzte  Reihet 

ttens  ausmgliedrigeu  PtfnWtii  x-j-y +■••.-}- v+W 

besteht ,    und  keinem  von  diesen   n  Gliedern  ein 
unendlich  grojser  fVerth  beigelegt  ist :  so  mufs 

jeyn.     C/if  J  wenn 

Utens  für  die  n  einzeten  Glieder  der  Periode  9  nur 
solche  fVerthe  gestattet  werden  ^  k  bei  welchen 
der  ganze  Mrtrag  einer  Periode  iz  o  ist:  so 
mufs  auch 

«©»  -  (n->).x+(n-a)x  +  ....  +  i.v 

n  ' 

§.  43'    Der  Beweis 

dieses  allgemeinen  Lehrsatzes  ist  am  deutlichsten  ein« 
zusehen,  wenn  man  die  Voraussetzungen,  Schlüsse 
und  Resultate,  in  dem  iten,  sten  und  3ten  Lehr« 
salze  mit  einander  vergleicht;  daher  man  sich  die 
mühsame  Darstellung  einer  allgemeinen  Induction  er- 
sparen Kann. 

S*  44.    Hiemit  ist  nun  die  merkwürdige  Lehre, 
welche   (nach  $.  li^»)   Lagrange  als  Berichtigung 
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and  Erweiterung  der  Leibnitzischen  Behauptung  auf- 
gestellt hat,  nicht  nur  nait  neuer  und  allgemeiner 
Bestimmung  ausgedrückt,  sondern  auch«  meines  Er* 
achtens,  bündig  erwiesen.;  da  hingegen  bei  La* 
grange'von  keinem  Beweise  die  Rede  ist.  Indem 
er  auch  dabei  .die  Junetio  gener air ix  als  bekannt» 
und  dann  überdies  ohne  allen  Zweifei  voraussetzt, 
dafs  die  Gleichheit  swischen  ihr  und  der  von  ihr 
erzeugten  Tochter,  vermittelst  der  Ergänzung  erweis- 
bar  sej:  so  habe  ich  dagegen  hei  meinem  Erweise 
nicht  die  (oftmals  unbekannte)  Mutterfunction  in  Re- 
quisition genommen ,  auch  von  der  petitio  prineipii, 
dem  Erweise  durch  die  Ergänzung,  keinen  Gebrauch 
gemacht,  Ueberdies  würde  nun  auch  gcgeri  diese 
Beweisart  die  bekannte  Regel  der  Logik  aufzustellen 
seyn,  dafs  nichts  beweisend  ist,  was  zu  viel  bewei- 
set; indem  ja»  wenn  z.  B.  der  Satz 

X  X 

A  ZZ  —7 —  ~x  —  x4-x  —  X  ....  ~  —   durch 

die  Ergänzung  erweisbar  wäre,  er  auch  für  unend- 
lich grofse  Werthe  des  x  richtig  seyn  müfste  \  da  er 
doch  nach  unserm  obigen  Erweise  nur  unter  der  Be- 
dingung erweisbar  ist,  dafs  dem  x  nur  solche  Wer- 
the  beigelegt   seyen,   bei  welchen 

i^j ni-J-ozii    ist. 


Nur  dann  wenn  das  noch  immerfort  grSfser  wer- 
dende ^6A  zwischen  einem  rr  o  und  einem  end- 
lichen Werthe    des  x.    unendliche   mahl    hin 

und   her   wechselnd    ist»    kann  es  ü:  —   werdend 

seyn. 

**  §.  45*    Wenn  einige  Infinitesimalisten  immer  nur 
ein  OC  t   nicht  auch  ein  OO  zugestehen  wollen :  so 
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kann  icht  wie  schon  gesagt,  in  Hineicht  des  hier 
behandelten  Satzes«  und  so  lange  man  durch  die  Rei» 
he  lediglich  "diskrete  Zahlgröfsen  behandelt  verlangt, 
nichts  dawider  haben.  Denn  obgleich  hiedurch  nur 
erwiesen  werden  kann  ,  dafs  bei  immerfort  wach- 
sender   Gliederzahl    des    ^  GA ,    der    Werth    dessel- 

ben  dem  in  —  immerfort  nähernd  ist;  so  kann  man 

doch  allerdings  behaupten,  dafs,  wenn  der  Werth 
des  ^@A   calculatorisch  angegeben   werden   soll,    es 

anders  als  durch  —  gdicht  geschehen  kann.    (Diff.R. 

8 
III.    $.    Ifi.   13.) 

§•  46«  Die  Finalisten  aber  werden  es  nunmehr 
einzusehen   genöthigt  seyn,  warum  sich  selbst  auch 

X 

von  dem  so  bekannten  Satze,  dafs  ^@A  ~  •—    seyn 

mufs,  ein  bündiger  Beweis  nicht  geben  läfst,  wenn 
man  nicht  für  das  Unendlichgrofse  und  Unendlich* 
kleine  genaue  Begriffe  sich  absichtlich  und  sorgfäl- 
tig aufgestellt  hat,  und  aus  denselben  für  diese  Leh« 

re  unmittelbar  zu  schliefsen  weifs. 

f 

$.  47-  Gegen  alle  mir  bisher  bekannt  gewordene 
Beihen- Theorie,  würde  ich  in  Hinsicht  der  hier 
von  mir  behandelten  folgendes  noch  zu  erinnern  ha« 
ben.  Selbst  auch  wenn  man  sich  bei  der  Abtheilung 
in  convergente  und  divergente  Reihe  mit  der  vor« 
2üglicben  Sorgfalt  Eines  £ytelwein  ausgedrückt 
hat:    60  bleibt  doch  z.  B.  für  die 

Reihe  Arz-f-^c  —  x-j-x  —  x  es  gewifs, 

dafs  man  dieselbe  für  convergent  zu  erklären,  nicht 
eher  und  anders  veranlafst  und  berechtigt  seyn  kann, 

X 

als  bis  man  ihr   ^@A  :=:  —    schon    eri^iesen    hat ; 


Summirung  der  parallelen  Reihen»  t,ix 

folglich    ebenfalls    ein   Cirkel   im    Beweite   begangen 
-wird,   wenn  man  behauptet»   dafa. diese  Reihe«   des- 

halb»  weil  sie  convergent  ist,  ihrem  Urbrache  — — . 

wirklich  gleich  seyn  müsse. 

$•  48*  Wie  sich  die  graphische  DarsteDang  der 
pari^lleleo  Reihen  (Vorerinner.  XIL  §.  5.)  sn  ihrer  an* 
schaulichen  Summirung  benutzen,  auch  »us  dieser 
genauen  Summirung  auf  die  annäherende  Summi- 
rung parallel  werdender  Reihen  anwenden  lasse, 
kann  ich  mir»  nmaiändlicher  zu  erSrtern»  hier  nicht  er- 
lauben. 


Vierzehnte  Vcnrerinnerung^ 

y  erh  es  seru  ng^en  und  Dru  ck  fehler^ 

Zu  denen  für  den  ersten  Band  der  Differential« 
rechnung  bereite  dort  angezeigten  Verbeaserangen  ha- 
be ich  noch  folgende  nachsutragen. 
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können 
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An  merk.  Zur  Seite  71«  §.  33  und  34,  Ist  durch 
Versehen  eine  Anmerkung  ungedrnoKt  geblieben» 
in  weticher  der  gemeinschaftlichen  Theorie  zweier 
sehr  achtungswürdigen  Männer»  Abi  cht  und 
Langsdorf»  erwähnt  virurde.  Abi  cht  Hatte  sie 
verar^iafst»  nämlich,  die  in  $.  54  erwähnten  nicht 
Euklidischen  Puncte  behauptet«  und  Hr.  Längs- 
dorf  sie  angewandt.  Meines  Erachtens  hätte  die* 
ser  Mathematiker  jenem  Philosophen  sogleich  er* 
wiedern  sollen:  die  unendliche  Theilbarbeit  jeder 
stetigen  GrOfse  sey  (vermittelst  der  Euklidischen 
Linie«  und  ausgemacht  richtiger  geometrischer 
Lehren)  den  Mathematikern  so  evident  und  bündig 
erwiesen»  -dafs  bei  diesen  keine»  noch  so  philoso* 
phisch  ausgedrückten  und  ausgezierten  Schlüsse 
ihr  Glück  zu  machen  im  Stande  seyn  könnten  und 
müfsten»  wenn  sie  jenen  Euklidischen  Lebren  wi- 
dersprechend wären. 

Einige  von  den  Widerlegungen»  welche  ge* 
gen  die  neue  Theorie  aufgestellt  wurden»  findet 
man  in  der  Vorrede  zu  des  Hrn.  Langsdorf 
Grundlehren  der  mechanischen  Wissen* 
achaften»  Erlangen  ißod»  mit  gerechtem  Un- 
willen zurück  gewiesen.  In  diesem  Buche  sind 
vermittelst  der  so  genannten  Raumpuncte  mehre 
Aufgaben  conseqaent  gelöset.  Dafs  dieses  geschehen 
könne»  ist  mir  schon  dadurch  gewifs»  weil  es  eben 


x° 


60  auch  vermittelst  eines  dxir —  geschehen  könnte 

OC 

welche«  auch  noch  ^  immer  einige  Gröfsi  des  x  in 
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sich  hat.  Dessen  ungeachtet  aber  bleibt  es  mir 
gewirs^  dafs  in  der  Wirklichkeit  das  stetige  x  un- 
endlich theilbar  heyn  mafs,   und  man  zur  völligen 

Strenge  im  Schliefiien  dx  n  —  rz  o  geworden  for« 

dem  muFs. 

Meinem  Systeme   gemäfs«    ist  und  bleibt    der 

Euklidische  Punct  an  Raumgröfse  ein  völliges  Nichts 

unter   allen  Umstunden ;    ist   und   bleibt   aber «    als 

Ortsbestimmung  9     die     reinste    Ortsbestimmung, 

vrelche  es  geben  kann»  weil  er  nur  einen  einsigen 

Ort  bestimmt. 

dr 
Soll  tang^)  als  ~     durch  DifferenCialrechnung 

gefunden  werden »   so  wird  es  calculatorisch  völlig 

dy 

genau  durch  -r^  rr  p  gefunden,  wenn  man  dx  als 

lineSre  Gröfse  eu  einem  völligen  Nichts  geworden 
fordert,  wodurch  auch  djr  allemal  ein  völliges  li- 
neSres  Nichts  geworden  .seyn  mufs.  Damit  aber 
^  hesteht  nun  gar  wohl,  dafs  z.  B.,  wo  p  rz  3  sich 
ergibt«  im  dy  drei  Ortsbestimmungen,  drei  Puncte, 
in  einen  einzigen  sich  vereinigt  haben  miisseo» 
wenn  man  dx  zu  einem  einzigen  Puncto  gewor- 
den fordert. 

Für  tang|^  rr  tanggo^  wurde  sich  eine  unend- 
liche Menge  von  Ortabestimmungen  in  eine  ein-> 
zige    vereinigt    haben    müssen,    wenn    im   tangy 

~  -t^  —  — "  mit  dx  rr  o »  auch  dr  ~  o ,  audi  dr  • 
dx         1      .  •  »  • » 

als  LSngengröfse »  ~  o   geworden  ist. 

In  der  Differentialrechnung  ist  zur  Auffindung 

dits  —  'n  —  —  pt    lediglich   das  Verh&ltnifs  zwi* 
dx         o         *  ° 

sehen  den  Anzahlen  der,  im  linearen  dx~o»  und 

linearen  dy  ir  o»   sich  vereinigten  Ortsbe8timmun-> 

gen   zu    beacbten;    in    der    Integralrechnung   aber 

kommt  das  dx  als  ein  Etwas,  als  eine  Ortsbestim« 

mung  in  Betracht,   welche  ebenfalls  dadurch  nach* 

gewiesen    wird,    dafs  man  das  lin<iäre  dx   bis  zum 

völligen  linearen  Nichts  hat  abnehmen  lauen« 


Integralre   chn   un   g« 


i 


k  « 


Erstes    Capi&eL 

I 

Hauptregeln    des  algebraischen  Integrirens. 


Erklärung* 

(«  1.  Integriren  beifst  überhaupt  tat  eine  ge« 
gebne  Differens  die  Functionen  angeben ,  aus  weW 
eben  sie  entstehen  kann;  In  seinem  gewöhnlichsten 
engern  Sinne  aber  heifst  es,  für  ein  gegebnes 
Differential  die  Functionen  angeben«  aus 
\frelcfaen  solches  Differential  entsehen 
kann;  wobei  sich  nach  und  tiach  ergeben  wird« 
dafs  die  mehren  Functionen ,  welche  einem  und 
demselben  Differential  zugehören «  lediglich  durch 
constante  Gröfsen  von  einander  verschieden  sej^n 
können;  z.  B.  vermittelst  eines  constanten  Gliedes« 
bei  algebraischem  Integriren ;  vermittelst  eines  con- 
stanten  Factors»  bei  logarithmischem  'Integriren; 
und  bei  noch  anderen  transcendenten  Operationen« 
auch  vermittelst  solcher  Con^tanten«  die  noch  anders« 
als  durch  Addition  und  Multiplication«  mit  der  t^er* 
inderlichen  Gröfse  des  Integrales  verbunden  sejn 
können.  (Absichtlich  habe  iQh  hier  die  Op  eratio* 
nen  des' Integrirens  selbst«  als  algebraisch  und 
logarithmisch «  oder  trigonometrisch  u.  s.  w> 
unterscheiden  wollen.  Denn  obgleich  «  um  in 
der  Kurze  durch  ein  Beispiel  mich  zu  erklären« 
^«(logx)^  dlogx«  allerdings  ^ine  transcendente «  lo* 
garitbmisc)ie  Oröfae  ist:    so  wird^  sie  gleichwohl- alt 

1  ♦ 


4  Cap.  /.     Havptregeln 

ein  algebraisches  Differential  zu  integriren  seyn,  und 
uns  dadurch  das  Integral  ((og.x)^  angeben  ixiüasen.) 

Zusatz. 

$.  s.  Indem  wir  der  obigen  ErkiSrang  ansdriiclc- 
lich  liinzufägen«  dafs  dabei  die  genaae  Gröfse  des 
Differentials  (Diff*.  R«  II,  §.  14.)  zn  verstehen  seyn 
soll:  so  können  wir  auch  die  anschauliche  dimenso- 
rischje  Erklärung  auff'ühren,  dafs  maw  in  der  Inte 
gralrechnung  aus  den  vorgegebnen  Differentialquo 
tienten  ^  als  veränderlichen  Endgräuzen  einer  Fun- 
ction ,  auf  die  Functionen  selbst  zu  schliefsen  sucht, 
welche  solchen  veränderlichen  Endgränzen  zugehö- 
ren ;  wobei,  sich  denn  auch  anschaulich  ergeben 
wird,  dafs  die  erwähnten  constantenOröfsen, 
welche  bei  einerlei  vorgegebnem  Differential  noch 
verschieden  seyn  können,  durch  die  jedesmaligen 
verlangten  Anfaiigsgränzen  der  Function  be- 
stimmt werden;  welche  übrigens  bisweilen  mit  ge- 
geben sind ,  bisweilen  auch  nach  Belieben  oder  Be- 
dürfhifs  gefordert  werden.  (Diese  zweite,  dimenso- 
rische  Erklärung  werden,  wir  im  nächsten  Kapitel 
erläutern ,  in  diesem  ersten  aber  blofs  auf  die  erste 
calculatorische  Definition  uns  beziehen.) 

§.  3.     Wer  ea  weifs,  dafs  aus  der  Function  Xrrx', 
ihr  X  mit  Ax  belegt, 

sich  X'  iz  (x-|-Ax)^=:x^-|-3x^Ax-f  3xAx^+Ax^ 
ergeben , 

und  daher  AX  zz  3x'  Ax  -^  3x  A^^  +  Ax^  übrig 
bleiben  mufs,  der  wird,  wenn  diese  Differenz  ihm 
vorgelegt  wird,  vermittelst  seines  Gedächt- 
nisses, sogleich  zu  integriren  wissen;  da  er  zuvör- 
derst anzugeben  weifs,  dafs  X  ir  x^  eine  Function 
sey ,  aus  welcher  diese  Differenz  entstehen  könne, 
Ueberdies   aber  wird   er  auch  bald  wissen«   dafa  die 
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vorgegebne   dreigliedrige  Differenz^   falls  sie  nur  eine 
einzige    erste   Differenz  ausmachen  soll ,    gerade  nar 
ans  der  von  ihm  angegebnen  Function  X  :r  x^,  oder 
doch  nur  einer  aolchen  ~  x^  -f»  C,    entstanden  seyn 
könne,    die   von    der   X  ZZ  x^   lediglich  dadurch  ver- 
schieden  ist,   dafs   sie    auch  ein  constantes    (bejahtes 
oder   verneintes^    oder    auch   unmögliches)    Glied    C 
enthält«    welches  freilich  eben  deshalb,    weil  es  kein 
X  in  sich  hat,   in   der  Differenz  keine  Spur  von  sich 
lassen  kann.    (Diff.  fi.  Vi.  %.  d?.) 

$•  4*  ^'t  wenn  man  uns  statt  der  vollständigen 
Differenz  lediglich  ihr  erstes  Glied  3x^  A^  vor  Au- 
g^n  legte:  so  würde  schon  dieses  uns  hinreichend 
seyn  zu  versichern,  dafs  die  Function,  aus  welcher 
es  entstehen  könnte,  unter  den  Functionen  x^  4"  C 
2u  soeben  sey« 

Auch  das  zweite  Glied  3x  A^*  würde  uns  zu 
eben  der  Entscheidung  hinreichen ,  wenn  man  uns 
hinzufügte,  entweder,  dafs  -es  gerade  ein  zweites 
Glied  ans  der  geordneten  Differens  sey,  oder  doch, 
dals  es  irgend  ein  Glied  an»  einer  ersten  Diffe- 
renz sey« 

Wenn  aber  dergleichen  nicht  hinzugefügt  wäre, 
so  würden  wir  allerdings  ungewifs  bleiben*  ob  das 
gegebne  Glied,  als  ein  aweites  der  ersten  Differenz 
aus  der  Fnnction  x^  -)-  C  entstanden  sey,  oder  ob 
es  etwa  das  erste  Glied  einer  zweiten  Differenz  aus- 
machen,  und  daher  aus  der  Function  -x^  4-  C  ent* 

a         * 

standen  seyn  müsse.    Denn  X  i:::  -  x^  4-  C  gesetzt. 


_  3 
geben. 


vrürde  Ax  =  ^x«Ax+..  undA^X  =  3^Ax^  +  ". 


0  Ctfpt  /•    Hanptfg^ln 

•   0*  5f     Sej  uns  dtgegen  3x'  tlt  der  Dif feren« 

dX  '  ^ 

tlalquolieot  -p*   «iner   Funciion  X  gegeben»    so 

in  nns  eben  dadurch  auch  schon  gewiff »  dafi  3x^  dx 
das  erate  Glied  in  dem  noch  werdenden  geordneten 
Differentiale  der  Function  eejn  muCs.  Den^  alle  et* 
wanigen  nachfolgenden  Glieder  desselben  mursten  ja 
gtnslich  verschwindend  sejh;  indem  man,  nach  vorher- 
gegangener Division  mit  dx«  allemal  durch  dx  =  o 
auf  den  genauen  Differentialquotienten»  und  das 
mit  ihm  bestimmte  genaue  Differential  zu  schliefsen 
hatte. 

Sej   uns  nun  fiberdiefs  gewifs»    dafs  gerade  von 

tioem   ersten  Differentialquotienten    die  Rede  sey» 

nicht  auch  von  eipem  «weiten  oder  dritten  ...  a.  B. 

.  ,     ddX  '  .  ^    dddX 

wenn  nicht  -^  rr  3x*  .  nicht  -j-j-  z:  jx*»    •on- 

dem  gerade  j-  z:  3  x*  uns  gegeben  ist :  so  sind  wir 

dadurch  völlig  gewifs,  dafs  3x'dx  gerade  das  erste 

Glied    des   genauen»    noch   formvollständigen    ersten 

Differentiales    der  Function  sej ,    folglich  3x'  Ax 

auch  das  erste  Glied  ihrer  ersten    allgemeinen 

Differenz  abgeben  wurde  (Diff.R.I.  $*io.);  und  wir 

dx 
werden  daher  ana  dem  gegebnen  ^  rr  3  x^  •    oder 

eigentlich  aus  der  daraus  folgenden  genauen  Gröfsa 
des  Differentials  dX  =  3x*  dx,  als  erstem  Gliede  der 
formvolletändigen  Reihe  dXr=Sx*  ^x  +  Sx  dx«  +  dx^ 
nicht  nur  eben  so  sicher»  wie  vorhin  in  j(.  4* 
aus  dem  ersten  Gliede  des  AX  =Z3x*  A^  +  3xAx*  +  A»* 
schliefsen  Können»  dafs  die  Function  gerade  ein 
x^  4-  C  sejn  mufs;  sondern  die  ganze  Schi  ufa- 
folge w^rd  auch  kürzer  und  netter  durch 
sich  selbst  gefafst»  weil  alle  dafür  entbehrlichen 
Glieder   des    formvo^stlndigen    Differentiales,    schon 
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bei  der  Grdfsen-Bestimmttng  des  DifFerentialquo- 
tienten  9  dutch  sein  dxrro  vernichtet«  aUo 
alle  Glieder»  welche  zu  dem  Schluate 
nicht  nothwendig  aind,  dem  Auge  ent- 
rückt wurden« 

%M  6.    Eben  ao  werden  wir«  da  uns  aus  Diff.Rechii. 
VI.  S.  1.  die  Reihe 

A.x"=nx»-»  A«+ xw«  Ax'**-  ■'  x«-3Ax*  +  ... 

I  «n  1.6.3 

dX 

bekannt  iat,  aua  einem  gegebnen  ^  ~  nx^"^ ;  oder 

eigentlich  aus  dem  dadurch  gegebnen  genauen  Diffe- 
rential d.x»  =  nx^"^  dx,  als^  erstem  Gliede  der 
formvolktändigen  Reihe 

d.x»  —  nx*-»  dx  +    '  '  'x"^dx^-4-.>.  es  ecblte« 

Csen  9  dafs  die  verlangte  Function  X »  aus  'Vf elcber 
dieses  genaue  DiiFerential  sich  ergeben  könne »  eia 
X  ~  x»  +  C  seyn  muCi. 

%.  7«  Da  n  hierin  jede  beliebige»  nur  nicht  mit 
X  veränderliche  Gröfse,  seyn  kann  (Diff.  R.  L  $•  6.): 
60  kann  sie  auch  n  -|~  ^  %tyxi ;  und  \rird  daher  aus 
einem  gegebnen  dX  r:  (n  -|*  t)  x*^  dx  eben  ao  gefol« 
gert»  dafs  X  ±:  x»*^*  4"  ^  ^^7^  mub. 

Und  ein  gegebnes  dX  r=  b .  x*^  dx «  werden  wir 

uns  als  ein  — r*-  •  (ti4-i)  x*^  dx   vorstellen  ,    um  dar- 

n  +  i    ^     I     / 

aus  sogleich  absunebmen.  dafs  X  ZZ  — ; —  x^*^*  +  G 
®  n+t  ^ 

seyn  mufs,  (vorausgesetzt«  dafs  bx<^  dx  als  al- 
gebraisches Differential  vorkommen  könne,  wel- 
ches für  das  einzige  n  ~  «-  i  nicht  Statt  finden 
würde,  wie  wir  ea  bald  erörtern  werden.) 
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§^  8*  Aus  dem  hier  befolgten  Gange,  von  dem 
Differentiale  nx"-»  dx  auf  die  Function  x*  +  ^  ^^' 
rück  zu  «cbHefsen,  liegt  es  vor  Augen»  dafs  dabei 
nicht  aus  dem  Gröfsen -Ertrage  des  genauen  Di^e- 
rentials  nx**-»  dx ,  welcher  als  nx**""*.©  auch  tu  o 
seyn  mufs,  sondern  aus  der  Oröfsenform  nx"~~'dx 
geschlossen  wird,  welche  in  der  allgemeinen  Diffe- 
renz nx^^^^x  durchaus  dieselbe  seyn  und  bleiben 
würde,  auch  wenn  man  steh,  z«  B,'  bei  einem  li- 
nearen X,  die  Belegung  A*/  viele  Meilen  lang  den- 
ken wollte. 

Demnach  wurde  hier  den  genauen  •  zu  n  o  ge- 
wordenen Differentialen,  vor  denen  noch  ZU  o  wer- 
denden, oder  sogar  endlichen  OifFercnsen,  lediglich 
dershalb  der  Vorzug  gegeben,  weil  sie  uns  bei  wei- 
ten am  nettesten ,  kürzesten  und  sichersten ,  eine  uns 
nothwendige  Form  völlig  rein,  und  zwar  sogleich 
die  schicklichste  unter  allen,  die  Form  des  ersten 
Gliedes  in  der  ersten  bifferenz  einliefern.  (Und 
in  noch  gröfserer  Maafse  würden  diese  wirklich  zu 
n  o  gewordenen  Differentialen  ihren  Vorzug  vor 
den  übrigen  noch  unendlich  kleinen,  oder  sogar  den 
endlichen  Differenzen  behaupten,  wo  wir  etwa  aus 
der  Form  der  zweiten  Differenzen  auf  die  Function 
zu  schliefsen  suchen  müfsten.) 

Wenn  wir  aber ,  in  dem  Uten  Kapitel ,  die  an- 
dere, dimensorische  Erklärung  ($.  fi.)  näher  erörtern, 
nach  welcher  aus  den  veränderlichen  Endgräi^zen  der 
Function  auf  die  Function  zu  schliefsen  ist:  so  wird 
es  ganz  eigentlich  anschaulich  werden,  dafs  man, 
um  mit  voller  Bündigkeit  und  Schärfe  auf  das  Inte* 
gral  zu  schliefsen,  ganz  nothwendig  völlig  ZZ  o  ge- 
wordene Differentiale  fordern  mufs. 

§.  9.  Obgleich  am  deutlichsten  erst  aus  dieser 
eben    erwähnten    Erörterung   es  sich    ergeben  kann. 
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wie  in  dem  formularen  Integral -Ausdruclie»  der 
veränderliche  Theil  desselben«  ans  welcher  man 
aus  der  Form  des  Difterentiales ,  durch  die  ihr  zug«- 
hörige  Integrirungsregel ,  za  schliefseii  bat»'  allerdings 
in  der  Summe  unendlich  vieler  veränderlicher 
Endgränzen  bestehen  mufs»  die  wahre  Gt'6{%t 
dieser  Summe  aber  ohne  eine  festgesetzte  An* 
fangsgränze  nicht  bestimmt  werden  kann:  ao 
wird  es  doch  erlaubt  und  rathsam  seyot  eine  ge« 
wohnliche  Sprache  und  Bezeichnung  der  Analysten 
sogleich  nach  folgenderErklärnngsu gebraucheq« 

jj.  IG.  In  so  fern  X  als  diejenige  Fun« 
ction  betrachtet  wird»  welcher  ein  vorge* 
gebnes  Differential  dX  zugehört»  in  ao 
fern  -wird  sie  das  Jn/^^rai  der  dX  genannt, 
und  durch  fdX  bezeichnet;  dafs  also  daa 
f  eine  geforderte  Integriwung  bedeutet» 

$.  11«  Indem  man  aber  die  Folgerung  aHa 
d  X  n:  b  x^  dx  in  $.  7« «  als  die  Behauptung  auf»a- 
führen   püegt»    dafs   dem    algebraischen   Differentiale 

h 

dX  zz  bxndx  das  Integral  fdX  —  — ; —  xn+»-4-C  zu- 

gehören  müsse:  so  wollen  wir  doch  dieser  Gewohn* 
heit  die   BeqEierkung    hinzufügen»    dafs   man   eigent- 

lieh,    fdX  ä:  -V- 3t"***'»    folglich 

X  n  — i —  xn+»  4-  C  schreiben  sollte;   weil  ia  nnr 
n  + 1  '  * 

der  erste  veränderliche  Theiil  dieses  formularen  Aus« 
druches  aus  der  Veränderlichkeit  des  x  kann 
gefolgert  werden;  der  constante  Theil  desselben 
dagegen  durch  einen  für  sich  gegebenen»  oder  ge- 
forderten» Constanten  Anfang  des  X  zu  bestim- 
men übrig  bleibt« 
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Erste    Hauptregel    des    algebraischen 

Integrirens^ 

$•  la.     Noch  kürser  schreibt  man ^   dab 

Cbx»  dx  IT  — 7—  x»+«  +  C  itl,  nämlicb  das  Inte- 

gral  des  dem  Integrirungs  •  Zeichen  f  hier 
unterworfenen  Differentialea »  ist  gleich 
einer  Function  des  x,  welche  ans  dem 
Differentiale  sich  ergibt,  wenn  man  die 
in  demselben  vorkommende  Potenz  x*^  um 
einen  ganzen  bejahten  Grad  erhäbt\  diese 
erhöhte  Potenz  durch  die  erhöhte  Grad- 
zahi  n  4"  1  dividirt,  den  etwanigen  con- 
stanten  Factor  b  des  Dif ferentiales  beibe* 
hält,  dx  aber  weglSfst,  und  noch  -j-  C  hin- 
zufügt,  um  anzudeuten,  dafs  die  Function, 
aus  welcher  das  Diferential  entstanden 
seyn  mag»  auch  noch  ein  mit  x  nicht  ver* 
inderliches  Glied  gehabt  haben  kaqn« 

§«  13.     JDer   ealculatorische   Beweis 

dieser  Regel  kann  und  mufs»  der  calculato- 
rishen  Difinition  (§«  1.)  gemäfs ,  ^lediglich  da* 
rin    besteben»    dafs    für   die   als   fdX    aufgefundene 

Function  X  ~  — ; —  x«-***  +  C  allerdings  sich 

n-j"^  ♦ 

dXrr  •'— r—  (n  +  0  x»+»  dx   =  hx«dx    als    ihr    ge- 

naues  algebraisches  Differential  ergibt;  womit  also^^ 
wie  in  der  Regel  selbst»  voransgesetzt  wird,  dafs 
dieses  X  auch  wirklich  eine  algebraische  Function 
seyn  könne.     Hiezu  wird  aber 

1)  erfordert^    dafs   der   Exponent  n  -|-  1 ,    also  auch 
n »  keine  mit  x  veränderliche »  sondern  eine  vom 
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X  unabhängige,  in  dieser  Hinsicht  also  eonsunta 
Grösse  sey\  und  überdies  wird  dazu 

a)  erfordert,  dafs  n  nicht  ~  —  i  gegeben  sej. . 

$,   i4*      Das    tste  Erfordernifs    mufs   allerdings 
'  als  mit  gegeben   und  ^wirklich  vorhanden,   schon  an- 
erkannt   seyn,    wenn    man   überhaupt  vermittelt  der 
obigen    Regel    des    algebraischen   Integrirens   ein 
verlangtes  £bx^  dx  £u  suchen  veranlafst  teyn  soll. 

Das  ste  Erforderi^ifs  ^ber  ist  darum  uöthig,  vreil 
ja  —r —  x**+»     für     den     Werthfall    n  n  —   a    ein 

ZZ  —  x^  9  also  keine  mit  x  veränderliche  Gröfse,  kei- 

O  '  V 

ne  Function  des  veränderlichen  x  seyn  würde.    Denn 

da  x°  ir  1  ist,  so  mufs  auch   —  •  x®  rr  OO  •  tp 

o 

also   immerfort  eine  von    der  Veränderlichkeit  des  x 
unabhängige  Gröfse  bleiben. 

Damit  stimmt  nun  sehr  gut  überein»  was  wir 
schon  in  der  Di£fereniialrechnung  bemerkt  haben, 
daCs  das  Differential  x^^dx,  für  n  ~  —  i,  also  das 
Differential  x"*  dx,  als  algebraisches  Differential 
gar  nicht  vorkommen  kann;  und  wir  uns  daher  noch 
umzusehen  haben,  ob  es  irgend  ein  transcendentea 
Differential  etwa   ausmachen  möchte! 


Zusatz  zur  obigen  Hauptr e geh    ($«  is.) 

$.15*  Wenn  man,  in  der  Meinung,  ein 
'vorgegebnes  Differential  als  algebraisches 
integrireu  zu   können,    auf   den    Ausdruck 

~*    gekommen    ist:     so    kann   statt  dessen, 

o     ^ 

lO^x,  als    der  veränderliche  Theil    des  ver- 
langten  Integrales  angesetzt  werden« 
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Deqn  aaf  «olcbeti  Aasdruck  worden  wir  in  Be- 
folgung der   obigen  Hauptregel,    durch   die    Scblüste 

dx  x~*+'         X® 

f  — w  m  f  x"'  dx  ~ m  —  £;ekoniiDen   «eyn. 

X  — 1+1  o     °  ^        - 

Da   wir   nun  aus  DiiF.  R.  XI.    §•  2.  und  4-.  schon 

Hx 
wifien  9  dafs  d  (og  x  er  —  •  also  Toj  x  eine  Function 

dx 
istt  welcher  —  als    Differential    sugebört:     iö    sind 

wir   eben   dadurch  nach  ^.  3.   auch  allerdings  schon 

dx 
gewifs»  dafs  f —  ~  (og  x    seyn    mufs;    nämficb 

(og  X  den  veränderlichen  Theil  einer  jeden  Function 

ausmachen  müfs,  deren  Differential  sich  ala  '-^   erge* 

ben  habe, 

dx 

Da  aber  nicht  nur  d  loa  x  i=  —  «     sondern    auch 

1  dx 

jedes  d((ogx  +  C)  ~  —  ist,   C  mag  seyn,    welche 

constante»   mit  x  nicht  reränderlicbe  Gröfse  es  will: 

ao  pflegt  man  rathsamer  im  Allgemeinen  ansbusetzen« 

dx 
dafs  f  —  rr  log  X  -|-  C    sejt      Soll     auch    hiebei    es 

ausdrücklich  erinnert  werden»     dafs   C   allemal   eine 
dem     logx    gleichartige    Gröfse    seyn    mufs:     so 

achreibt  man ,  f  -^  ir  (og  x  -{>  lOg  c  ;    dessen   c    nun 

-wieder  im  Allgemeinen  jede  von  x  unabhängige,  und 
in  so  fern  constante  Gröfse  bedeuten  soll. 

Welches  C  ~  fog  c  dem  jedesmaligen  Anwen- 
dungs- Falle  des  aufgefundenen  Integrales  entweder 
nothwendig  zugehöre,  oder  schicklich  zugefügt  wer- 
den   könne  9    mufs  aus    den  Umständen  der  Aufgabe 
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beurtheilt  werden,   wie  wir  es  gehörigen  Ortea  «nach 
un4  nach  beibringen  werden« 

Anmerkung. 

5,  16.     Obgleich  der  Salz  f  —  =  (09  x  +  C   ^ie^ 

mit  bündig  allerdings  erwiesen  ist:  so  werden  doch 
Qoasichtig«  Caiculatoren  sich  zu  erörtern  wünschen« 
wie  es  Komme,  dafs  man  hier,  wo  man  es  mit 
f x""*  dx  als  einem  einze]en  Falle  des  fx^dx«  als  einer 
algebraischen  Function  zu  thun  haben  wolite, 
gleichwohl  die  logarithmische  Function  log  x 
herbei  zu  nehmen  genöthigt  sey!  Freilich  ist  es  sehr 
einleuchtend,  dafs  x~'  dx  als  ein  Differential  der  al- ' 
gebraischen  Function  x*^  sjc^^  gar  nicht  ergeben  kön- 
ne,   sondern   das  allgemeine   d.x'*^"  nx"*"""  dx  ,     für 

n  n:  o  nur  als  rz  o  •  x"'  dx  zi  o.  —  ,    also     als    gar 

nicht  vorhanden  sich  angeben  müsse;  immerhin  aber 

dx 
wird  man  doch  die  Verbindung  zwischen  diesem  o . — 


N  X 


dx 
und  dem  wirklich  vorhandenen  1  •  -#-  zz  d  (og  x  ein« 

X  ^ 

zusehen  wünschen, 

JJv  17.  Wenn  h  ZI  fi«7i8&8i8*«*»  »^«o  ^  ^»^  Ba- 
sis des  natürlichen  Logarithmensystemes,  und  zrrlogx 
bedeutet;  so  mufs  x  —  h»,  folglich  auch  x"  "TZ  h»» 
aeyn.  Sey  nun  n  constant :  so  haben  wir  hiemit  die 
algebfaische  Function  x^  durch  eine  exponekitiale  h^^* 
ausgedrückt,  indem  zwar  die  Stammgröfse  h  con«  ^ 
stant,  der  Exponent  nz  aber,  auch  bei  constantem  n, 
mit  z  =  (09  x,  also  auch  mit  x  veränderlich  ist. 

'  Da  wir  nun  d.x"  rr  n  x»"'  dx  (DilF.  R.  VI.  §.  i.) 
für  jedes  constante  n,  und  wir  ferner 

d :  h"*  =  n  h«^  dz  [Diff.R.  Xtl.  5.5.  (?] 
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föf  ein   coastantea  n»    und   veränderliches  %  haben: 
ao  mub  auch  nx****  dx  rr  nh"»  d«, 

daa  iat  nx"^*  dx  n  nx«  d(ogx  aeyn. 

Für  n  r:  o  gibt  dieae   Gleichung, 


y\ 


dx 


o. —  n:  o.i.d  (og  X»   alao  daa  Differential  dea  alge- 

braiachen  x^  nicht  nur»  aondem  auch  dea  ex« 
ponentialen  h"*  ZT^x«  ebehfalla^  ala  nicht  vor 
banden  an. 

Für  n  r::  1  aber  gibt  aie  i.X^.dx  rr  i.x^dlogx 

>^  das  ist         1  •  dx  n  X  d  \t%  x. 
(Auch  mag  man  hier  an  Dilf.  R«  XII«  $.  3o.  zurück  denken.) 

$.  lg-  Da  hieraua  erhellet,  dafs  wir  die  Glei- 
chung  dx  IT  X  d  log  X  ,  aus  der  allgemeinen  .  Glei« 
<:hung  x»r:h"*  gefolgert,  nicht  dem  Falle  x^rrh**'», 
aondem  dem  Falle  x'  r=  h'*^  su  verdanken  haben, 
und  iiidem  dx  daa  DifFereniial  der  algebraischen  Fun- 
ction x^  für  den  eiuzelen  Fall  n  n  i  ist,  dagegen 
xdlogx  die  Gröfse  des  d.h^'  für  den  einzelen  Fall 
1.2  der  verSnderlicheh  Gröfse  nz  ist:  ao  dürften 
eben  hiemit  sich  manche  hiebei  vorkommende  Aeufse* 
rungen  einiger  berühmten  Lehrbucher,  ala  nicht  ganz 
richtig  oder  treffend ,  zurück  gewiesen  finden ;  na* 
mentlich  auch  die  bekannte  Behauptung  ,   dafs 

— j j—  ein  allgemein  richtieer,  auch 

n+i         n-j-i  ^  o    ' 


fx^dx  r:  —, 


für  il  n:  »—  1   richtiger 'Ausdruck  sey. 

{•  19.     Beispiele  für    die  Hauptr egel'^.  10. 

f  bx«  dx  rr  — • —  xn+'  4.  a 

n-f- 1  * 

£a  ist  f3x*  dx  =  x^  +  C;  fx*  dx  =  -x^  +  C; 

3 


r— a 


r  x*3  dx  r:  ^ —  —  —  -^r ;  f  x-^  dx  r:  —  x~«  r: . 

— a  fl  X*  X 
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Daff  auch  hier ,  wie  vorbin »  allemal  noch  -f-  C« 
liegen  der  Conatante  hinzasufügen  sey,  veratebt  etcb 
von  aelbft. 

f  4.rx.  dx  —  f4xl  dx  rr  f4.|-x} 

3 
f  a^  1*x«  ♦  dx  —  f  a  xt"  dx  —  a  — ; —  x  t 

^adx        r     ^  -»ji    ■        *Ä 

f  s-i r  ZZ  fj-i — .x-^dx=  *-j — -s-X*. 

f  3  (sin  9)»  d  ain  9  zz  (sin  9)^  +  C 

f  fi  (log  x)5  d  log  X  —  -  (log  x)*  ^-  C   bei    Drig- 
gitchen » 

f  ö  ((09  x)3  d  f08  X  z:  -  (loj  x)*  4-  C   bei  natür- 

liehen  Logarithmen. 

Auch  im  letzten  Beispiele  Mrird  man  -derCon- 
etante  wegen  am  besten  für'a  erste  nur  geradezu  C  an* 
acbreifoen*  Wo  man  dann  nöthig  finde(,  darauf  zia 
achten,  dafs  diese  constante  Gröfse  der  übrigen  ver* 
ftnderlichen  gleichartig  seyn  mnfs,  wird  man  biswei- 
len ((og  c)^  noch  besser  als  log  c  anzusetzen  haben. 

$•  so*  Obgleich  in  den  drei  letzten  Beispielen» 
4ie  Stammgröfse  selbst  freilich  trigonometrisch ,  oder 
logarithmisch  transcendent  ist:  so  ist  sie  doch,  als  ei* 
ne  Potenz  mit  constantem  Exponenten,  allerdings  al- 
gebraisch functionirt,  und  als  solche  der  obigen  Re- 
gel gemäfs  zu  integriren* 

Das  Integrand  f  (sin  9)^  d  sin  9  sowohl,  als 
f  (logx)^  d  I09  X,  ist  der  Form  f  x«  dx  völlig  unter. 
\yorfen,  auch  w^nn  man  diese  Form  so  eingeschränkt 
▼ersteht,  dafa  die  Stammgröfse  selbst  zugleich 
die  urbelegte  veränderliche  Gröfse  seyn  solK  Dafa 
aber  Anfänger  diese  in  der  ersten  Hauptregel  aufge- 
atellste    FcXrm  so  eingeschränkt  verstehen p.  ist  nicht 
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nur  natürlich»  sondern  mich  rathsam.  Dies  vorans* 
geseut,  ist  es  dann  schicklich,  und  überdies  fiir  die 
^uwendong  sehr  erspriesiich ,  zuvörderst  folgende 
erste  Erweiterung  der  Hauptregel  aufzustellen.  £ine 
s weite  Erweiterung  wird  in  $.  175  aufgeführt  werden. 


Zweite      Hauptr  e  gel     des     algebraischen 

Integrirens, 

§.  21.      Die   bisher   behandelte  Regel »    dafs  jedes 

algebraische  fx«  dx  —  --j—  -j-' C   seyn   itiufs^,    folgte 

daraus  f     dafs    für   jede   wahre   algebraische    Function 
xn+«  ^  C  ihr  Öifl^tential 

d  (x«+«  +  C)  rr  (n  +  i)x"  dx  +  o  ist. 
also  f(n-|-i)x"  dx  ri:  x"+'  ^  C  seyn  mufs,   folg- 
lich auch»  da  n  -{>  ^  ^^^  constanter  Factor  ist, 
(n  4-  0 .  fx"  dx^zr  x»»+»  -}-  C  ,  und  daher 

x"+*            C 
fx"  dx  Z3  — : 1 i —  «eyn  mufs;  wo  man 

n-f-i    '     n-|-i 

aber»  wegen  der  uneingeschränkten  Bedeutung  des  con<- 

stanten  C.  statt  — ; — .  auch  C  schreiben  kann« 

»  11  -j-  i 

Da  nun,  auch  wenn  X  nicht  gerade  r=  x, 
sondern  irgend  eine  andere  Function  des 
X  ist,  (erweiterte  erste  Regel  des  algebraischen  Dif- 
ferentiirens,  Diff.  B,  VI.  §,  17.)  ebenfalls 

d  (Xn+'  +  C)    —    (n  +  i)  X»^  dX  -}-  o    ist:     so 
folgt   daraus,    wie    oben    ($    isOt    dafs   auch 

f  X"  dX  zr  — r-   +'C    seyn     mufe;     natürlich 

n+i      ^  . 

wiederum  unter  der  Bedingung,  dafs  auch 

Xn+x 

.  — 1 —     eine     wahre    alfirebraische     Function 
n-j-i  ^ 
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»ey,  "welche  (n-f-i)  ■'    ,       dX  n  X»  dX  «It  alge- 

bfaiftches  Differential  gebeii  konnte«. 

In  dem  einzigen  Falle«  dafs  n  n:  —  i  gegeben 
wäre,  würde  sie  aU  X"'"***  ~  X°  rr  i  keine  wahre 
Function ,  sondern  nur-  eine  Schainfunction  des  ver« 
inderlichen  X  aeyn. 

Wenn  man  sich  dann  X*^  ~  h°^'  9  also  die  alge- 
braische Function  mit  veränderlicher  StaMamgrölse 
ttnd  nnveränderlichen)  Exponenten  ,  als  eine  ex- 
ponentiale  Function  mit  constanter  Stanamgröfse 
h~  2,7102513«  ••  und  einem  veränderlichen.  Expo* 
nenten  nZ  vorstellt,  deralsobei  constantem  n,  den 
natürlichen  Logarithmen  der  algebraischen  Function 
ausmachen  mnfs:  so  ergibt  sich  nach  den  Schlüesen 
des   $.  17.,  X  und  Z   statt  des  dortigen   x  und  s  ge* 

d  X 

brancht,  dafs  -^  rr  d  tog  X, 

also  f  X-»  dX  r:  (09  X  -f  C  eeyn  mufs. 

Zusatz» 

$.  SS.     Daher  auch    dieser   sten   Hegel   hinsuiTa« 

fügen  ist,  dafs  man,   durch  die  Meinung,   ein  vorge« 

gebnes  Differential    algebraisch  integriren  eu  können, 

X°  \ 

auf  ein  ZZ  —  gebracht ,    statt   dessen    (09  X    ansuso* 

tsen  habe. 

$•    aS*      Beispiele    für     die    zweite     Regel 
.    fX« dX  —  —^ HC    und  ihre 

Ausnahme    f -=z-  rr  (og  X  4*  C 

1)  Schon  r(x-**b)}dx  wiirde  der  ersten  Regel 
für  fx'^dx»    na^iinohiger  J^insobvlnkmng  (fi.  so.)  ver* 

2        ' 
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standen  f  nicht  mehr  unterworfen  sejn^  Da  man 
aber  x<— b  ~  X  gedacht »  dx  ir  dX  hat:  so  sind  wir 
darch    die    zweit«    Regel    sogleich    gewifs»    dafs 

f  (X— b)J  dx  '—  f  (x  — b)i  +  C  seyn  mufs. 

fl)    f  (a  X  —  a  x  x)n.(a— 40  dx  —  (f  x— 2xx')^+'       ^ 

denn  X  ~  ax  — 2xx«  hat  ja  dX  m  adx«— 4xdx 

X     -    a— 4^    j     •  ^    •  -dX 

3)  C 7 —  «X  w^t  ein  —  f -—  , 

*^'     ♦ax  — sxx  X 

also  —  (09  (ax  — fixx)  -}^  G 

4)  r(a4-38in5)*)'.68in(pdsin5p 

=  J  (a  +  3  8in<p^)^  +  C; 

denn  X  z:  a  -{-  3  sin  9)'  gedacht»  gibt  dX  ~  6  sin  9  d  sin  9» 
weil  ja  sin  9)^9  als  eine  veränderliche  Gröfse  in  der 
Constanten  Dignität  2  9  eine  algebraische  Function» 
und  als  solche  zu  differenziiren  ist;  wobei  es  lina 
nichts  angeht,  ob  etwa  dsinQ)  noch  anders»  etwa 
als  cos 9. dg?»  auszudrücken  seyn  möchte.  Vielmehr 
würde  man»  wenn  im  vorgegebnen  Differential  schon 
cos  9>  dg>  stände »  statt  dessen  sich  d  sin  9  schreiben 
müssen»  um  es  der  Form  X'^dX  unterworfen  zu 
aehen. 


Dritte    Hauptregel     des     algebraischen 

Inte  grirens. 

TTn+x 

6.  23,    A#ich  ist  IU«»dU  rr  — ; 1-  C»  eben- 

fa^ls  mit  der  Ausnahme  f  —    —    log  U  +   ^  ; 

wennU  eine  beliebige  Function  von  zwei 
oder  mehren  veränderlichen  Gröfsen  aus* 
macht. 

Man  verfolge  wiederum  den  Beweis  der  ersten 
Hauptregel  für  fx^^dx»   so  erhellet»   dafs  er  allenthal- 
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ben  gültig  bleibt/  auch  wenn  man  dem  dortigen  x 
die  Bedeutung  des  hier  aufgeführten  U  beigelegt  hat. 

$.  24*  Unmittelbar  ergibt  sich  diese  dritte  Regel  aus  dem 
Lehrtatze  VI.  in  Diff.  R.  VI«  §.  52 1  und  zugleich,  dafs  diese 
Ste  Regel  eben  so  eii^e  zweite  Erweiterung  der  ersten  Regel 
ausmacht»  wie  jener  Lehrsatz  VI.  als  eine  zweite  Er^veite* 
zung  des  dortigen  Iten  Lehrsatzes  aufgeführt  ist» 

Wiederum  gestehe  ich' gerne  ein,  dafs  diese  Erweiterung 
sogleich  von  der  ersten  Regel  far  fxndx  mit  umfafst  ist» 
"wenn  man  sogleich  sagt,  dafs  ihr  x  jede  veränderlicho 
Gröfse,  also  auch  jede  Function  von  noch  so  vielen  ver- 
änderlichen Gröfsen  bedeuten  solle ;  indessen  ist  es  gar  zu 
rathsam^  zwischen  Urdi£Ferentialen ,  und  den  dadurch  be* 
wirkten   Functionsdifferentialen   zu  unterscheiden.     Wenn  es 

t 

ferner  von  einigen  der  vorzüglichsten  Lehrer,  als  sehr  be« 
achtungswerth  benierltt  wird,  dafs  man  ein  zusammengesetz- 
tes Integrand  auf  Monomen  (Eingliedrige^  der  Form  Ax^^dx* 
zu  bringen  habe,  so  müssen  sie  doch  entweder  unter  diesem 
X  nur  eine  eingliedrige  Stammgröfse  verstehen ,  oder  als 
schicklich  behaupten  wollen,  dafs  auch  das  X  in  unserer  zweiten 
Regel 9  und  das  U  in  unserer  dritten  Regel,  .auch  wenn  es 
noch 'so  vidtgliedrig  wäre,  in  Beziehung  auf  die  Integrirungs- 
xegeln^,  eingliedrig  zu  nennen  sey»  sobald  es  ein  vollständi- 
ges dX  und  dU  zum  Factor  habe ! 

§.  25.      Ein  Beispiel    für  diese  dritte  Regel  wäre 
f  (X  y)«  (X  dy  +  y  dx)  =  ;^"'"  +  C. 

Obgleich  nun  allerdings,  wo  man  DiflTerential « 
und  Integral -Methode  für  angewandte  Mathematik  zu 
benutzen  bat,  und  vermittelst  mebrer  noch  von  ein- 
ander unabhängigen  Variabein  anzulegen  genötbigc 
36t,  nur  selten  sich  der  glückliche  Fall  ereignen  wird, 
dafs  das  cufgefvindene  Differential  der  Form  U°dU 
vollständig   unterworfen    wäre,    also    für   das  Inte- 

grand  fU»*dü,  sogleich  — |- j-  C  uns  eingelie- 
fert würde:  so  ist  es  doch,  allemal  ratbsam,  durch 
Vergleichung  mit  diesem  U^dU  es  einzusehen,  woran 

2  * 
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et  dem  vorgegebnen  Differentiale  fehle,  nm  ver- 
mittelst  der  dfitten  Regel  sogleich,  und  zuvörderst 
als  algebraisches  Differential  iutei^rirbar  sa  seyn« 

JJ.  2&  Eben  so  werden  wir  jedes  uns  vorkom* 
inende  Integrand  mit  einer  einzigen  Variablen»  in 
Ähnlicher  Absicht  zuvörderst  mit  der  Form  f X"  dX  KU 
vergleichen  haben ,  falls  es  nicht  etwa  ganz  offenbar 
schon  der  Form  des  eingliedrigen  fx"dx  und  somit 
der  ersten  Regel  unterwürfen  ist. 

§.  prj.  Bei  solcher  Vergleichung,  es  sej  mit 
fU^dU,  oder  fX^dX,  hat  man  zuvörderst  zu  fra-* 
gen,    ob    etwa    die    gewünschte    Uebereinstimmung 

Murch  irgend  einen  Constanten  Total  factor 
sich   bewirken   lasse;    da   denn    die  Hülfe    nahe 

NÜegt. 

Denn  w*enn  man  z.  B.  das  vorgegebne  Integrand 
f(a-f-bxx)"xdx  mit  fX^dX  vergleichend,  X'ira  +  bxx 
gesetzt,  also  dX  zz  2bxdx  gefunden  hat:  so  braucht 
man  nur  zu  bedenken ,  dafs 

(a  -|"  b  xx)«  X  dx  auch  m  —  (a  -[-  b  x  x)^ .  2  b  x  dx   seyn, 

also  r(a4'bxx)»xdx  iz  — r  f(a+bxx)".  ab  xdx  »   also 

u           •*      n       1    _     ^     (a  +  bxx)«+«     ,     ^ 
nach  zweiter  Regel»  n  — r  ^^ — -^ +   C    seyn 

mufs«  ' 

Eben   so   würde  man,    durch  Hülfe  des  constan« 
ten  Totalfactors  —  x  sogleich  schiiefsen , 
dafs  f  (a  — X*)".  sxdx  auch  n — 1  .f(a  —  x^)«*,  —  sxdx, 

also  auch,  nach  fiter  Regel,  —  —  «^ — ; —  +  C   sevn 

^  n  +  i 

mufs* 


/ 
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$.  tg.  tHeae  ganze  Hülfe  gründet  sich  dnrehaui 
darauf,   dafs  jedes  d.AÜ  auch  =:  A  dU   in'  (Diif.  R. 

VK  $.  ISO.  •  . 

folglich  auch  jedes  TAdU  r:  AfdÜ  seyn  mufs: 
näfslich«  jeder  mit  der  Function  nicht  ver- 
finderlicher  Totalfactor  Ä,  aowol  dem  Zei« 
chen  f  der  geforderten  Integrirnng«  alt 
dem  Zeichen  d  der  geforderten  Differen- 
ziirung«  nach  Belieben  untergeben,  oder 
vorgesetzt  werden  kann. 

S*  sg.  für  ein  gegebnes 
f(ax  4.  bx*  +  bx»)«(i  -f  ax  -f  3x«)dx  wördt 
dagegen  diese  Hülfe  nicht  statt  linden,  indem  si« 
vermittelst  eines  Totalfactors  b  nur  eintreten  könnte^ 
'vvenn  auch  der  Partialfactor  a  ebenfalls  ~  b  wäre, 
Indt'Ssen  finden  wir  uns  durch  diese  unsere  Un- 
terscheidung zwischen  Total*  und  Partial* 
factor  -erinnert,  zu  bedenlient  das  die 'Hülfe  to* 
gleich  statt  finden  würde,  als  man  etwa  a  =r  b  sich 
verschaffen ,  oder  doch  mit  hinreichender  6e* 
nauig.)ceit  des  Erfolges,  unterschieben  könnte.     , 

$•  30«  Wenn  aber  bei  Vergleichung  mit  der  Re- 
gelform rX'^dX  sich  ergibt,  dafs  das  vorgegebne  Inte* 
grand  ein  fX'^dBß  sey ,  dessen  d3g  erst  mit  Hülfe  ei* 
nee  ver finderlichefk  Factors  )^,  ein  tdS  rr  dX 
geben  würde:  so  wird  es  ungleich,  schwieriger  zu 
finden,  ob  und  wie  vielleicht  eine  genaue  Integri- 
rung  vermittelst  der  Regelform  n^och  abzureichen 
•e)^n  möchte;'  falls  nicht  gerade  n,  die  Dignität  der 
StammgrÖfse  X,  eine  ganze  bejahte  Zahl  ist« 
Deim  da  in  diesem  Falle  die  sämmtliche  Potenz  X^ 
durch  eine  Reihe  von  (n -f-*)  Gliedern  sich  völlig  ge- 
nau darstellen  läfst:  so  kommt  es  nur  noch  darauf 
an ,  dafs  man  jedes  dieser  Glieder  <^zeln  zu  inte- 
griren  wisse. 
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z.  B.  f(ax'^  +  bx«)».x^dxr:f(a  +  bx^)3.x'  dx 
—  f(a3  +  3a»bx^  +  3ab»x3  +  b3x^)x^dx 
—  ra3x^dx-4-f3a^bx4  dx  +  f3ab^x4  dx  +  rb3x4  dx 
=  T\a3x'4"  +  ^a^bxT4.il:?ab^x4  -j--^b3x4 

§»  31«     Sey  zum   Beispiel»    n  n  3«   die  Stamm-. 

gröfse  X  zweigliedrig,  rr  ax  -|"  ^^  »  '^^^  6^  *^* 
der  äufsere,   freie  Factor  gegeben:   80  weifs  man  zu* 

vörderst,  dafs  f  (ax"  -|-  bx  )^  .  gx*^  dx 

P^  3    3«  a     2«    -     ß  «      2    aß     ,3    aß.     7  , 

=g.r(a  x     +3.a  X     ,bx'^+3ax  .b  x     +b  x  ^)x'  dx, 

aeyn  mafs «  weil  g»  alt  ein  constanter  Totalfactor» 
dem  Integrirungs^f  kann  vorgesetzt  werden  (§.  aßOt 
die  dritte  Dignität  des  Binomium  aber  nach  dem  bi« 
xiomiscnen .  Lehrsatze  durch  die  viergliedrige  Reihe 
der  Parenthese  ganz  genau  und  vollständig  ent« 
wickelt  ist. 

Dieses  Integrand  mufs  nun  auch  ~ 

g.r(a  X  "^dx4-3a  bx  "^^dx-|-3ab^x*  ^^^  dx 

•       +b'x'P-'Ydx)J 
folglich  nach  Diff.R.VI.  §.  s5.  auch  — 

g[fa'*'-^dx4-f3a%x""^^dx  +  ...]  seyn. 

In  jede^m  dieser  vier  Integranden  dessen  Total- 
factor  wiederum  vorgesetzt,  hat  man  nun  das  ganze 
Integrand  zz 

g[a'fx'-+Ydx+3a'bfx""^P^dx  +  3ab'fx"^^P-^dx 

+  brfx^P-^dx] 


des^  algebraiseken  Integrircns,  ^ 

folglich  das  ganze  Integral  = 

r"  3a+y+x  aflc+ß+T+x 

g     2l\'L^ +3a^b.^^ ^+3ab^^ 


«4-aß47+t 
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indem  ja ,    die    Exponenten   a,  ß,  y    n^öchten   aeyn» 

Mrelche  constante  GrÖfsen  sie  wollten«  aowol  fx  '^^dx, 

als  fx  ^      ^  dx»    u*  0»  w.   sogleich   der  ersten  Inte« 

grirangsregel  f x°*dx n  --j--    -}-   C    unterworfen  ist; 

da  dessen  n   die   allgemeine  Bedeutung  in  dem  bino« 
2nischen  Lehrsatze  für  sich  hat* 

Sollte  2«  B*  das  einzelne  Integrand 
fx  ^^  dx  —  fx^'  ~  f —  aich  ergeben»  so  würde 
nach  $*  i5*  dieses  zz  log  x  anzusetzen  sejn« 

Da  diesem  Integrale  auch  eine  logarithmische 
Constante  zukommt:  so  kann  es  schon  aus  diesem  ^ 
Gründe  bisweilen  nöthig  seyn»  für  die  allgemeine 
Constante  zu  bedenken,  dafs  sie  eigentlibh  aus  4 
Theileil ,  bestehen  mufs»  Mehr  darüber  beim  loga« 
rithmischen  Integriren ! 

§.  32.     Wenn  in  dem  vorigen  Beispiele  statt  des 

eingliedrigen  äufseren  Factors  gx'  dx    ein  zweigliedri- 

Tger,  scy  er  auch  nur  ein  (f+gx*^)  dx,  oder  ein  drei- 

gliedriger  (f+S'^  -}-  kx  )  dx  gegeben  wäre  :  so 
würde  man  die  viergliedrige  Reihe  des  gegebnen  X'» 
in  jedes  einzele  Glied  des  äufsern  Factors  zu  multi« 
pliciren  haben,  und  dadurch  8  oder  12  einzele  Inte^ 
granden  erhalten« 
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$•  33*  Wenn  statt  der  eweigliedri^en  Stamme 
^röbe  im  vorigen  Beispiele  eine  dreigliedrige  gege- 
ben wäre;  so  würde  sie  nach  der  trinoniscben  Rei- 
he Diff.R.XXVII.$«9.  zn  ent wickeln jieyn,  und  bei  der 
Dignität  3  nicht  nur»  sondern  auch  wenn  diese  Di- 
^nität  irgend  eine  andere  ganze  und  bejahte  Zahl 
ist,  eine  bestimmte  Gliederzahl,  und  in  dieser  Hin« 
sieht  auch  ein  genaues  Integral  sich  einliefern. 

§.  34.  Wenb  nun  aber  die  DignitSt  n  •  irgend 
eine  andere»  als  eine  ganze  bejahte  Zahl  ist:  so  wird 
durch  die  Fotenz-Entwickelung  eine  Reibe  von  un- 
endlich vielen  Gliedern  gefordert;  daher  man 
auch  unendlich  viele  einzele  Integranden  zu  behan- 
deln hatte.  Wenn  diese  selbst  eine  stark  convergi- 
rende«  und  summatorisch  convergente  Reihe  ausma- 
chen: so  wird  uns  ihre  Benutzung  oftmals  beq^ae* 
mer»  als  ein  in  Hinsicht  seiner  endlichen  Glieder- 
zahl genaues»  vollständig^  aber  vielleicht  sehr  müh-r 
sam  zu  berechnendes  Integral  sejn.  Indessen  ist  es 
nur  zu  oft  der  Fall»  dafs  man  dadurch  auf  Reihen 
kommt,  welche  gerade  bei  solchen  Werthfällen  ihres 
X,  wofür  man  sie  anwenden  will»  eine  Divergenz 
beweisen;  die  nur  schwierig»  oder  auch  gar  nicht 
zum  Zwecke  führen  kann. 

§♦  35»  Ana  noch  andern  Gründen,  welche  hier 
noch  nicht  verständlich  werden  können«  ist  die  Fra* 
ge  wichtig»    ob  nicht  ein   binomisches  FoteKiz •  Inte- 

grand  (ax  -j"  bx  ).  x*^  dx,  auch  wenn  die  Dignität 
p  keine  gan^e  bejaht^  Zahl  ist,  dennoch  bei  einigen 
Werthen  des  «.  ß  und  y.  genau  intcgrirbar» 
tias  heiffit,  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Glic- 
dern^  ab^ureichen  seyn  möchte! 

Indem  wir  uns  bei  dieser  Untersuchung  zuvör- 
derst auf  eine  zweigliedrige  Stammgröfse,  und  eine 
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einzige  tirveränderliche  x  einscbränicpn  müssen:  so 
'Vvird  übrigens  der  obige  Aasdrück  allgemein  genag 
gefafst  seyn :  denn  mit  einem  äufseren  conatanten 
Totalfactor  brancbez  ii0r  uns  wegen  g.  sg.  nicht, 
und  mit  einem  mehrgliedrigen  iufsern  Factor  wegen 
$,  32,  nicht  zu  belasten. 

Vielmehr   bemerken  wi;p  vorläufig,   dafs  der  hin* 
gesetzte     allgemeine     Ausdruck      allemal     auch     als 

—  (a  +  bx  *)  x^*^"  dx  ausgedrückt  werden  kann, 
also  der  Fopn  (a4-bx")Px"*  dx  unterworfen  ist;  da- 
her wir  im  Vten  Kapitel,  wo  wir  diese  Unterau« 
cbung  vornehmen,  von  dieser  Form  ausgehen  wer* 
den.  Uebrigens  werden  \vir  dabei  fernerhin,  wie  ea 
80  eben  schon  geschehen  ist,  die  Dignität  des  Bino* 
mium  darch  p  schreiben,  um  den  Buchstaben  n, 
für  das  Glied  bx>^  zu  gebrauchen,  und  in  diesen  Be- 
zeichnungen mit  andern  in  Teutschland  vorzüglich  be« 
kannten  Lehrbüchern  übereinstimmend  zu  bleiben» 


2G 
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Zweites    Capitel. 

AnweJidung   der  obigen  lOttegrirungsregeln  auf's 

^uadrirtn  ebner  Flächen ,  Kubiren  einiger  Axen- 

Körper^  Rectificiren  einiger  Curven  und  Quadri- 

reh  gekrümmter   Oberflächen. 

$.  1*  In  einer  einfach  gekrümmten  Linie  DF 
(Fig.  1.)  sey  jeder  ihrer  Functe  M,  als  Entfernung 
FM  von  der  geraden  Linie  B£*  vermittelst  einer 
Gleichung  zvtrischen  den  geradlinigen  Abscissen  AP  ~  x, 
Vnd  ihren  normalen  Ordinaten  PM  ir  y  möglich  be«. 
werthet:  so  wird  durch  die  sämmtlichen  BPundPM» 
als  sämmtlich  einander  normale  Dimensionen  9  längs 
der  geradelinigen  B£,  und  der  krummlinigen  DMF» 
^ine  Flächengröfse  BDMFE  bestimmt >  welche  die 
BD  zur  normalen  Anf  angsgränze ,  die  £F  zur 
normalen  Endgränze  hat. 

Wenn  wir  uns  ihre  Länge;  ihre  Grundlinie  B  E, 
von  dem  Endpuncte  B  der  x  ~  AB  anfangend,  bis 
zum  Endpuncte  der  x  iz  AR  hin»  nach  und  nach 
anwachsend  vorstellen :  so  wird  auch  die  Flächenfi« 
gur ,  von  ihrer  Anfangsgranze  B  D  an,  nach  und  nach 
anwachsend,  eine  mit  den  wachsenden  x  ür  AP» 
nach  und  nach  fortrückende  Endgränze  y  :z:  P  M  ha- 
ben,  und  die  mit  x  veränderliche  Fläche  BDMP 
eine. Function  von  x  ausmachen«  die  wir  X  nennen 
wollen» 

ß.  2,  So  lange  wir  uns  die  AP  ~  x  mit  ei- 
nem endlichen  ^x  zu  PP'  belegt  fordern  kön- 
nen, auch  längs  diesem  A^»  vermöge  der  zwi- 
schen X  und  y  gegebnen  Gleichung  $  noch  m  Ö  g  1  i- 
che  y  -f-  Ay  sich  ergeben  müssen^   so  lange  würde 
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dann  auch  durch  eine  endliche  Urbelegung  ^x 
der  Abscissen  x,  fihr  die  Fläche  X»  während  ihres 
ganzen  Anwachsens»  die  endliche  ^X  allerdings  be- 
wirkt seyn. 

Gesetzt  aber,  daf»  die  Abscissen  x  m  AP,  mit 
X  z=  A£  ihren  letzten  möglichen  Endpunct 
erreicht  hätten »  oder  doch  mit  der  £F  die  letzte 
mögliche  Ordinate  y  erreicht  wäre:  so  würden 
ja  die  endlichen  Belegungen  AX  nicht  für  die 
ganze  Fläche  BF  möglich  bleiben! 

§,  3»  Wenn  wir  dagegen  nur 'eine  unendlich 
kleine  Urbelegung  ^dx  fordern,  so  wird  auch  die 
dadurch  bewirkte  Functionsbelegung  dX  nur  unend« 
lieh  klein  seyn,  und  daher  die  erwähnte  Unmöglich- 
keit erst  eintreten  können ,  wenn  man  der  beabsich- 
tigten letzten  Gränze  iEF  schon  unendlich  nahe  ge- 
kommen ist.  . 

Wenn  wir  dann  ferner  fordern »  dafs  die  Urbele- 
gung dx,  folglich  (DifF«  R.  II.  §.  13.)  auch  die  dadurch 
bewirkte  Functionsbelegung  dX,  wirklich  zz  o  wer- 
dend und  geworden  seyn  soll:  so  mufs  damit  auch 
die  letzte  Gränze  £F  auf  das  völligste  abgereicht 
werden. 

Für  dieses  genaue  Differential  dX  werden  wir 
nun  erweisen ,  dafs  es  ganz  genau  ~  y  dx  ~  y ,  o 
seyn  mufs;  immerfort;  bis  zu  dem  allgemeinen 
Lehrsatze  §.  529.  hin ,  ausbedungen ,  dafs  bis  dahin 
lauter  orthogonale  Goordinaten  x'und  y  gebraucht 
werden* 

Fartieller  Lehrs att. 

$«  4«  ^^^  rechtwinkligen  Goordinaten 
X  und  y  ist  ydx  das   genaue  Differential   der 
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d  X 
FlächengröTte  X,  indem  auch   -—  zr   yMhr^ 

genauer  Diferentialaooiient  ist. 

Beweis.    Fig«  Q  und  5« 

$.  S.  In  Figur  8.  und  5.  ist  PP'  :r:Vlx,  und 
NM'  =1  Dy.  Es  mag  nun  NM'  =*dy  bejaht  gerich- 
tet seyn »  wie  in  Fig.  a.  ,  oder  verneint  gerichtet 
0eyn/  wie  in  Fig«  3.;  in  beiden  Fällen  mufs  des 
Viereclies  aX  —  PMM'F  Flächengröfse  zwiacheri 
den  Rechtecken  PN  =  ydx  und  PM'  —  (y+«y)ax 
fallend«    also  auch  der  werdende  Differentialquotient 

n— .  immerfcHTt  swischen  rr  .y  und  ir  y  4-  *dy  fallend 
ux 

Btyn  y   bis  mit  i)x  n  dx  ZT  o ,    auch  *Aj  n  dy  =r  o 

geworden,  also  ganz  genau  --p-  z=  7,  und  somit  atich 

das  genaue  Differential  dX  tr  ydx  r=  y  •  o  g^wor« 
den  ist« 

§.  6»  Demnach  ist  auch  HX  —  y'dx  derjenige 
Theil  des  werdenden  Differentiales  VIX,  welcher  hin- 
reichend ist,  um  aus  seiner  Form  auf  die  Form  der 
Function  zu  schliefsen ,    aus  welcher  der  Differential* 

quotient  -?—  ZI  y  entstehen  kann,  vorausgesetzt,  dafs 

ydx  eine  in  dieser  Hinsicht  uns  bekannte  Form  dar* 
stellt.  Um  dieses  vermittelst  der  bisher  uns  bekannt 
gewordenen«  Formen  zu  beurthetlen,  müssen  wir 
vermittelst  der  zwischen  x  undy  gegebnen  Gleichung 
auch  y  als  Function  von  3^  ausdrücken. 

ji  u  f  g  a   b    0. 
§.  7.     Dia  Parabel  zu  quadriren« 


\ 
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Auflösung. 

$•  8»  Sejr,  dieae  Curve  (Fig.  4,)  durch  einen  be- 
jahten Parameter  b,  und  orthogonale  Coordinaten  x 
und  y  ^  die  Abscissen  x  ioi  Scheitelpuncte  A  anfan- 
gend, also  durch  die  Gleichung  yy  =  bx. gegeben: 
60  hat  man  jedes  bejahte  y  n  fbx»  —  b*xi  ♦  und 
das  Fßchen-DiiFerential,  ydx»  allen  mit  x  und  y  ver- 
änderlichen ebnen  Flächen  augehörig,  deren  Grund- 
Dimensionen,  wie  wir  sie  nennen  wollen  ,  den 
X  parallel  sind,  und  deren  H  öhen-Dimensio- 
nen  den  y  gleich  sind,  in  diesen  y  selbst  beste 
hen«  Jede  dieser  Flächen;  welche  wir  als  eine  Fun- 
ction des  X  zu  finden  wünschen,  durch  X  benannt 
haben  wir 

dX  rr  ydx  —  b^xJdx,  also  (nach  der  Rege^I§.i8.) 
auch  fdXzifydx3r|b*x*z:|bix*.xz::fy.x^ 

folglich  ^  =:  f  yx  -f-  C*     Denn  da  wir  aus  dem 
durch  die  veränderlichen  Endgränsen  ~  n:  y 

/  cix 

bestimmten  Differentiale  dX  —  ydx  =z  b^x^dx,  nach 
der,  für  dieke  DüFerentialform  gehörigen  Integri- 
rungsregel  geschlossen  haben,  dafs  fdX  ~  f  jx  seyn 
müsse:  so  kann  .hiemit  nur  der  mit  x  veränder- 
liche Theil  in  dem  Formularen  Ausdrucke  des  X  ge- 
funden seyn,  und  mufs  dagegen  dessen  Consta  nt er 
Theil  C ,  wegen  der  noch  nicht  b^timmien  A  n-^  - 
fangsgränze  ^tt  X,  noch  unbestimmt  beblie- 
ben seyn» 

§.  g.  Verlangen  wir  durch  X  das  ganze  parabo- 
lische Dreieck  AMP  gefunden  zu  haben:  e»o  mufs 
die  Fläche  X  zugleich  mit  x  rr  o  anfangend 
seyn,   also  für  x  ::^  a  auch  X  eine  andere  Flächen* 
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gröfse  als  =r  O,  noch  nicht  ausmachen  können;  da- 
her wir  aus  der  obigen 
allgemeinen   Gleichung   X  ~  J  y .  x  -|"  C 
auf  ihren  einzelen  Fall   0  ~  f  y'»o  4-  C     scWiefsen 
müssen;  aus  welchem  nun  folgt, 
dafi   Crr —  fy.orrO   seyn  raufs,  und   demnach 
die    GrdTse    des    parabolischen    Dreieckes    AMP    ein 
X  ~  f  yx  -f-  O  scyn  mufs  *)• 

$^  10.  (Nach  Fig«  *4.  also  dieses  parabolische 
Dreieck  —  §•  des  Rechteckes  PN,  die  absolute  Gröfsa 
des  parabolischen  Abschnittes  MASR  also 
=:  f  des  Rechteckes  ^N:  auch  das  concave  Dreieck 
AMN  =r  ^  des  Rechteckes  PN,  al^o  genau  die  Half* 
te  des  parat^olischen  Dreiecks  AMP.) 

§•  11*  Würde  dagegen  verlangt,  durch  dieses 
X,  nicht  das  parabolische  Dreieck  AMP,  sondern 
das  parabolische  Trapez  £PMF  bestimmt  zu  wissen: 
80  wäre  hiemit  zur  Anfangsgränze  die  XDrdinate  £F 
bestimmt,  welche  einer  gewissen  Abscisse  x~eirAE 
zugehörig,  ein  y  ~  ITbe»  seyn  mufs* 

Demnach  ist  nun  aus  der  allgemeinen  Bestim- 
mung   X  rr  f  yx  -|-  C 

-  auf    O  rr  I  erbe.  +  C,  also  C  rr  —  |  eT he* 
also    X  rr  «1  yx  — ^  'Pbe.e  zu  schliefsen. 

Einleuchtend  richtig  ist  hierxnit  gefunden,  dafs 
das  parabolische  Trapez  EM  ,die  DifFerenz  zwi- 
schen dem  parabolischen  veränderlichen  Dreiecke 
AMPmf  yx,  und  dem  constanten  parabolischen 
Dreiecke  AEF  —  f|*be.e  ausmachen  mufs.     [Auch 


*)  Zum  Beitrn  der  Anfänger  will  ich  eine  vernullte  Flä- 
chengröfse  durch  ein©  gröfsere  0»  und  eine  ver- 
nullte Linie  durch  eine  kleinere  o  bisweilenlcbrei* 

benj    und  der  Bequemlichkeit  wegen  |*bx.   statt  t  bx» 
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ist  es  seliT  richtig,  dafs  dieses  X  n  EFRQ^^sich  ne- 
gativ ergibt  für  alle  x»  die  kleiner  als  e  sind.  Dena 
eey  z»  B.  x  =:  AB»  so  ist  das  Trapez  £JD  eben  defs* 
halb  verneint  geflächt,  weil  es  in  £F  seinen 
Constanten  Anfang  hat,  seine  veränderliche  £nd- 
gränze  BD,  bei  lauter  bejahten  Ordinaten  BD  mit 
verneinter  Abscissenrichtung  £B  erreicht«]  i 

«  (Der  Aasdruck  bejaht»  verneint  geflächt  ist 
für  die  algebraische  Planimetrie  motivirt  in  meiner 
Algebrai  sehen  Auflösung  arithmetischer 
und   geographischer    Auflösung»    Freyberg 

1808-       '  . 

§,  12»  Ges'etzt,  wir  verlangen  den  Anfang  der 
parabolischen  Fläche  X,  der  Constanten  Abscisse 
X  n  A  F  rr  —  f  gemäfs  geforrdert :  so  müfste  nach 
der  allgemeinen 

Gleichung    X  rr  f  yx  -f-  C. 

sich    O  =  f  g(-f)  +  C,  also  C  :=  — |  (-£), 
und  demnach    X  —  f  y  x  -j-  f  yC-O  «eh  ergeben» 

Da   nun   aber  y  »   als    die  der  constanten  Abscisse 

X  ~  —  f  zugehörige  Ordinate  y  —  T — b  f  aU  eine 
algebraisch  unmögliche  Giöfse,  auch  für  die  alge- 
braische Geometrie  darstellig  gar  nicht  ist :  so  mufs 
auch  diese  Fläche  X  längs  dem  verneinten  Abscissen^ 
antheile  FA,  unmöglich  bleiben,  also  geometrisch 
darstellig  gar  nicht  vorhanden  seyn. 

Um  der  algebraischen  Geometrie  gemäfs  hiebe! 
vollkommen  richtig  sich  auszusprechen,  müfs  man 
sagen,  dafs  diese  parabolische  Fläüche  X,  welche 
schon  in  dem  Endpuncte  F  einer  verneinten  Abscisse 
AF  ~ —  f  gemäfs  ihren  Höhen-Anfang  nehmen  soll, 
bis  zum  Scheitel  A  hin,  einen  unmöglichen  Theil 
bat,  ihr  möglicher  Theil  erst  dem  Scheitel  A  gemäfs 
seinen  Anfang  nimmt»,  Ich  sage,  um  allgemein  rich- 
tig mich    auszudrücken,    dafs    dieser    Anfang    dem 
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Seheitel  gemäfst  nHmlich  in  einer  dnreb  d^n 
Scheitelpunct  gelegten  Höhenlinie  vorkom- 
niend  sejn  lyüsse;  denn  daf»  er  gerade  im  Scheicel- 
puncte  selbst  y  mit  einer  Höhe  y  zz  o  seinen  Anfang 
nimmt,  ist  nur  zufällig.  Gar  häafig  wird  b^i  andern 
Curvengleichungen  •  der  erste  mögliche  Anfang  ihrer 
quadrirten  Flächen  f  7  dx  sogleich  eine  Höhenlinie  y, 
und  nicht  selten  sogar  eine  unendlich  grosse  Höhen^ 
linie  7  seyn. 

Zuiasz   zur  Auflösung. 

$•  13«  Soll  die  Parabel  vermittelst  der  Gleichung 
yy  zz  b(e4-):)  quadrirt  werden  (welche  den  Ahscis- 
aen«Anfang  um  -{-  e  zZ.  KK  von  dem  Scheitel  ent» 
fernt,  in  £  genommen  fordert):  %o  hat  rnttn  das  Flä<» 
chen  -  Differential 

y  djp  r=  bT  (e-}-y)i  dy;  nach  Regel  a.  I.  $.21,, 
^1.0,  fydx  =  f  bi  (e  +  )f)f  rr  f  y(e+jf) 

und  3E  =  f  y(e  +  y)-f  C, 
durch  S  hier  Ait  mit  f  veränderliche  Fläche  bedeutet, 
für  deren  formnlaren  Aufdruck  wir  den  mit  x  ver- 
änderlichen  Theil  desselben ,  durch  die  angeführte 
Integrirungsregel  bereits  gefunden  haben,  und  dessen 
constanter  Theil  uns,  mit  der  constanten  Anfangs- 
gränze,  noch  zu  bestimmen  überlassep  bleibt» 

Wollen  wir  durch  dieses  £  das  ganze  paraboli. 
sehe  Dreieck  AMF  angegi^ben  wissen,  so  bedenken 
wir,  dafs  3E  ~  o  geworden  seyn  müfste  mit  fZl^t. 
folglich  O  — |y(e— e)-f  C,  also  Crr— f y.oziO, 
und  daher  3E  m  f  >' (e -j- jp) -f- O  seyn  mufs;  mit  dem 
in  §•  10.  gefundenen  X  rr  ^  y  x  ganz  übereinstim- 
mend ;dajae-^jrr:A£4~EP  nx   ist« 

Soll   aber    durch   3B  das  Trapez  £FPM  gefunden 
werden:  so  muls»    da  dieses  mit  %  zz  o  seinen  An- 
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fang  nimmt,  O  rr  f  y(e  +  o)4-  C,  also  Cn — fyc 
6eyn;  y  die  zum  pno  gehörige  Ordinate  EF  ~  ITb  e  • , 
nach  obiger  Farabelgleichung »  bedeutend« 

Zweiter  Zusatz   zur  Auflösung* 

§.  14.  Die  Parabel  -  Qleichung  yy  rr  b(— £+;?) 
setzt  einen  Anfang  der  Abscissen  p  =  FP  voraus, 
der  um  A  F  m  —  f  vom  Scheitel  A  entfernt  ist.  Sie 
gibt  das  Flächendifferential 

yAt  —  biC  — f  +  rt^dy, 
also  fydy  =  |bi(-f+#.  (-f +f)  =  |  y  (-f+Ö 
und  3B  =  iy(-f+y)  +  C. 

.  Verlangt  man  hier  durch  36  die  Fläche  gefunden» 
welcHe  sogleich  dem  p  m  o  gemäCs  ihren  Anfang 
nehmen,  also  mit  ;:  =r  o  eine  Flächengröfse  £  =  O 
habe:  so  hat  man 

O  —  f  y(— f)  +  C,  also  C  r=  — f  y  (-"0» 

und3e  =  f  y(-f+«-|yC-£) 

y  die  der  constanten  Abscisae  p  rr  —  f  zugehörige 
unmögliche  Ordinate  rzirb( — f).  n:  1*— bf.  bedeu- 
tend; also  36  mit  einem  unmöglichen  Fläcbentheile 
anfangend;  wie  in  jj.  12. 

§.  15»  Anfänger  werden  wohl  thun,  durch  obige  Dar- 
stellungen sich  einige  anschauliche  Ansichten  über  die  Verbin- 
dung zwischen  dem  constanten  Theile  C  in  dem  I  u  t  e- 
gral«Ausdrucke  der  Fläehengröfse  X»  und  deren  constao* 
ter  Anfangs  gränze ,  geläufig-  zu  machen ;  welche  uns ,  ge- 
hörig modificirt»  bei  den  schwierigen  Bestimmungen  der 
Constanten  in  verwickelten  Integralausdrücken  immerhin  su 
einer  deutlichen  Grundlage  verhelfen  werden«  Allemal  wird 
es  darauf  hinauskommen ,  dafs  entweder  für  geforderte 
Anfangsgränzen  der  gesuchten  Integralgiöfse  die  gehöri- 
gen Constanten  Gröfsen  zu  bestimmen  »  oder  für  gegeb- 
ne eonstante  Gröfsen,  die  ' Anfangsgränzen  für  die  veräu- 
derlich«%  Theile   des  liitegralausdrucl^es  zu  finden  sind;   und 
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Wir  in  beider  Hixwicht  die  Gränzen  des  Möglichen  und  Uii-> 
möglichen  sn  unterscheiden  suchen, 

$t  i6.  Statt  der  krummen  Linie  AD  im  para« 
boliscben  Dreiecke  ABD,  Fig.  4,  könnte  man  auch  in  den 
geradelinigen  Dreiecken  ABD.  Fig.  5  und  6,  die  geraden 
Linien  AMD  durch  orthogonale  Coordinaten  x  und  y 
bestimmt  fordern »  nm  die  obige  Qaadrirnng  durch 
Differential  -  und  Integralmethode  auf  solche  geradeli« 
nige  Dreiecke  anzuwenden« 

§•  17.  Bei  dem  rechtwinkligen,  Fig»  5, 
aeyen  dessisn  Hatheten  AB  r:  a  und  BD  ~  b  gege- 
ben» und  werde  AF  =.x»  und  FM  ZZ  7. gesetzt:  so 

hat  inah  x:y  zr  a:b»  also  y.~  -  x«    u^d    das   mit 

a 

seiner  HohengrSnze  P  M  ~  y  Veränderliche  Dreieck 

APM  —  X  genannt,  *  ^ 

b  .  : 

dXrrydxrz-x^x,». 

folglich  fdX  zrf-xdxn  — x^xrr-yxt 

°  a  a  a  3  ^         . 

also    X  n  -  y  x  +  C» 

Da  nun  so  eben  schon  gesagt  ist,  dafs  X  das 
mit  X  n  o  anfangende  Dreieck  AFM  seyn  soll, 
welches  also  mit  x  =  o,  selbst  auch,  alaFlächengröfse 
noch  iz  O  seyn  mufs :  so  haf  man 

O  z:  -  y  ♦  o  +  C ,  also  C  zr  -  y  4  o  n  O  ;    und 
demnach  vollständig  X  ZI  —  y  x  ;    auch    für    x  n  a 

und  y  =1  b»  das  ganze  Dreieck  ABD  rz  -  ab* 

(Die  y«  als  die  dem  x  ~  o  zugehörige  Ordinate, 
war  hier  wiederum  zz  o ,  also  die  Flächengröfse  des 
X  in   dessen  Anfange  wiederum  ZT  o ,  o*     In**  folgen- 
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der  Behandhing  wird  es  anders  seyn,  und  diese  sa- 
gleich  ein  Beispiel  abgeben ,  wie  sicher  wir  in  Hin- 
sieht  der  algebraisch  bejahten  und  verneinten  Verflä- 
chung  zu  verfahren  wissen.)  * 

§•  i8»  Der  Gebrauch  des  Dreieckes  (Fig.  IV,  5*) 
bringe  et  so  mit  sich»  selbiges  in  BD  anfangend»  und 
nach  der  verneinten  Richtung  der  BA  sich  erstre« 
ckend  zu  denken:  so  vrird  ^s  bei  seinen  fernefhiti 
bejahten  Ordinalen  als  eine  algebraisch  verneinte  Flä- 
che sich\ßrgeben  müssen^ 

Soll  nun  BP  rz  — -  X»  also  diese  urveränderlicbe 
GrÖfse  verneint  seyn»  so  mufs  sie  nach  Diff.  R.III.  $«  30 
mit  einem  verneinten  FT  ^  —  dx  belegt  werden» 
Das  mit  B  P  n  —  x  veränderliche  Trapez  B  M  z:  X 
genannt»  wird»  in  BD.  init  —  x  rr  — '  o  an&ngend» 
und  längs  — -  x  sich  erstreckend»  selbst  auch  als  eine 
verneinte  Fläche  sich  ergeben  müssen;  auch  wenn» 
wie  vorhin,  die  AB  rr  -|".a»  uijd  BD  rz  4^  b  ge- 
geben sind« 

Denn  da  AB  :  AP   r=  BD  :  PM 

dat  ist  +a  :  +a-x—  +b  :  y 

also  y  13  -  (a  — x)  ist:  so  haben  wir 

dX  =—  ydx  =  -  (a  — x):(— dx),  also(I,§.3i) 

a  • ' 

fdX  rr  -  .  -(a  —  x)»  =  -  y.  (a~x) 
folgUchX  r:  -  y  (a— X)  +  C, 

\ 

Da    es  nun  schon  gesagt  ist»    dafs  das  Trapez  X 
mit  •—  X  n  — -  o   seinen  Anfang  nehmen  soll :  so  ist 
für  X  iz  o  dessen  Flächen  •  Gröf^e 

5  * 
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X  =  f  •  (—0)  =  b  .  (— o)  =  —  0, 
also   O  rr  ~  b .  a  +  C  ,    also  C  ~ b  a , 

1  *  X 

also   X  rr  -  y  (a  —  x)  —  -  b  a. 

Da  aacb  mit  — 4  x  rr  — -  a   das  Trapez  B  M  zam 
Dreieck  BAD  geworden  seyn  mufs:  so  bat  man  bie«. 

mit  BDAm—  -ba  gefunden« 

§^  19,  Auch  scbiefwinl^Hge  Dieieclke  ABD  Fig.  6  "Won- 
nen auf  mancherlei  Weise  so  behandelt  werden  •  dafs 
ihre  Quadratur  vermittelst  des  speciellen  Lehrsatzes 
§.  4.  gefunden  wird ;  z.  B.  wenn  man  die  gegebne  BD  =r  b 
bis  R  verläifigert,  um  dsrrauf  rechtwinklig  die  AR  zu 
ziehen,  und  vermittelst  der  rechtwinkligen  Coordi- 
naten  AQ  rr  x  und  QP  rr  y,  das  bei  Q  rechtwink- 
lige Dreieck  AQF,  desgleichen  vermittdst  der  re4:ht« 
winkligen  CoordinatenAQizx,  undQMrrz,  das  bei  Q 
rechtwinklige  Dreieck  AQIVI  quadrirt  zu  erhalten,  moxi 
-welchem  denn  das  ebenfalls  quadrirte  rechtwinklige 
Dreieck  AQP  abgezogen,  das  gesuchte  APM  übrig 
lassen  wird.  Aber  weit  netter  und  lehrreicher  wird 
CS  seyn»  die  schiefwinkligen  Dreiecke  durch  den  all- 
gemeinen Lehrsatz  jj.  21 ,  nach  §.  31»  zu  quadriren* 

A   u  f  ^  a   b   e^ 
§.  20»    Den  Kreis  zu   quadriren.   (Fig.  7.) 

Auflösung, 

§♦21.  Der  Halbmesser  sey  AM  rr  a,  die  Ab- 
scisee  AP  n:  x  und  ihre  rechtwinklige  Ordinate 
P  M  rr  y  :  so  ist  yy  rr  aa  —  xx ,  und  das  Viereck 
BP  eine  Function  des  x,  welche  X  heifsen  mag. 

Demnach   dX  rr  ydx  rr  (aa  —  xx)^  dx 
und    X  n:  r(aa  — xx)2  dx  -j-  C* 
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Dieses  Integrand  ist  rfer  Form  fX"*  dX  (!♦  §.  öi») 
nicht  unterworfen,  Denn  wenn  man  X  rz  aa  —  xx 
eetzen  wollte,  so  müfste  der  äufsere  Factor  dXz=2xdx 
seyn^  Da  wir  statt  dessen  nnr  i.  dx  haben»  ^o  fehjt 
es  uns  nicht  etwa  blofs  andern  constanten  Factor 
Q ,  den  wir  nach  I«  i).  s?  u.  23.  leicht  herbei  schaifen 
Itönnten:  sondern  es  fehlt  ^uch  an  dem  veränder- 
liehen  Factor  x«  Und  obgleich  es  einige  Integran« 
den  f  (a  -[-  bx")P  x™  dx  gibt ,  welche  dessen  ungeach- 
tet, und  ungeachtet  eines  gebrochenen  p,  immer 
noch  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern 
]cönnen  gewonnen  werden:  so  wird  doch  das  obige 
Kreis-Integrand  für  diese,  und  auch  jede  andere  späterhin 
vorhommende  Hülfe  nicht  geeignet  seyn;  und  so 
pflegt  man  damit  zufrieden  zu  bleiben ,  dasselbe 
durch  eine  zwar  unendliche ,  aber  doch  convergiren- 
de  Reihe  auf  folgende  Weise  annähernd  so  genau, 
als  es  irgend  verlangt  werden  mag,  finden  ^u  kön- 
nen«    Die  binomische  Reihe 

(A4B)n=:A"+n.A'^--'B+^l^^'A^-^B^-f"'"'''"'^'A^-5B3+... 

zavSrderst  auf  n  =  —  eingeschränkt,  gibt 

rA^ml-Afo.»^     X  1  B»     1  1  3  B3     11356^ 

SAi    fi  4  Al    2  4  6  A^    2  4  ö  8  A^- 

.          .T         1  X*     1.1.  x^     1.1.3-  x^      i«i«J5«5«  X« 
(aa-xx)2=a r- 


2  a        24  a^      2.4.6  a^      0.4.6.8  a^ 

1  x^  -       1.1.  x"*  ,       1.1.3.  X* 

dx r-T^^ TTT  — 

2  a  2.4  a^  2.4.5  a 


••• 


f  (aa-xx)5 dx  =  r(a  dx-  -  —  dx-  -^*  -r dx-       't*  -rdx-...) 


'                1.1.  X^       1,1.1.  X5       1.1.3,1.  X^  1.1.3.5.1%  X^  ^ 

XsaX ^ 5.-, 2 r —- r-o.+C 

^♦3  a      s.4.5  a^    2.4,0.7  a^  2,4*6.8.9   a^ 

Allerdings  eine  Reihe  ohn  Ende,  welche  nie  ei- 
nen ganz  bestimmten  Werth  haben  bann*  Aber  da 
man  sie  auch  als 


■  \ 
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1.1. X*    1.1. i.x^     1,1.5. i»x^    1.1.5.5  i.x^      ,^^ 

8ch|reiben  kann:  so  erhellet,  dafs  sie  selbst  für  x  r=  a 
gesetzt  •  wodareh  man  den  ganzen  ^  Quadranten 
ABB  =r  X  erhält,  noch  ziemlich  stark  summatörisch 
COnvergent  ist. 

Hierbei  den  Halbmesser  a  ir  1  gesetzt»  gibt  den 
Quadranten 

1  i  3      •      3.5  3*5-7 


••• 


fi*3      a.45      94.6.7    M»68«9    a.4.6^.10.11 

Berechnet  man  diese  Reihe,  so  findet  Qian  sie 
^^»7853*'«t  und  daher  die  ganze  Kreisfläche 
r=  4*o»7853-*«  =^  3»i4i««.  xi*i  ,  für  den  Halb- 
messer .1* 

Beizubringen»  wie  man  durch  stirkere  Convergenz  nnd 
luidere  Mittel  die  Berechnung  der  Kreisfläche  sieh  erleichtern 
kann,  ist  der  Absicht  dieses  Lehrbuches  nicht  gemäfs*  Bei 
der  Rectificirung  des  Kreisumfanges  wird  es  nöthiger  und 
leichter  sejn»  sich  eine  stärkere  Conyergenz  zu  verscha£Fen« 

X 

Lehrsat  Z0      ^ 

§.  02»    Die  Ellipse  ist  zz  -Ät  wenn  St  die 

a 

Fläche  eines  Kreises  bedeutet,  dessen 
Halbmesser  der  halben  grofsen  Elligsen- 
A^-e  a  gleich  ist,  indem  c  die  halbe  kleine 
Axe  angibt. 

Beweis, 

$•  23«     Für    die   Ellipse    ist  -die    Gleichung   aus 

c^ 

dem  Mittelpuncte  yyrrcc—  —  x^. 


a* 


also  y  r:  -  r(a*— x»). 

a 
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lo.  Fig.  8i  ^ey   AP  rz  x.  luid  AÜR  =  £,   «o   ist 


c 


P2R'  ::;:  d3E,  :=:  ydx  —  -  r(a^— x^),dx,   ^aleo    das 

'  a . 


c 


Ellipsenstück.  36  =  -  frCa^— x^)  dx^ 
'  ■  '  ■  a  ■•<' 

Da  , nun  für  einerlei  AP  zi  x  ,  in  dem  mit 
AF  rr  a  beschriebenen  Kreise,  sein  Flächenstück 
AM  n  X  genannt,  X  :z  rr(a*  — x^)  dx  ist  (§.aiO: 

60  hat  man  ganz  allgemein  3S  zz  —  X* 

Für  x  z=  a  wird  36  der  Ellipse,  und  X  des  Krei- 
ses  Quadrant.      Heifsen  sie'fl  und  Q,    so  hat  man 

c  c 

auch  £t  =z  -r  Qf   und  daher  auch  4£t  =  -*•  4  Q* 

W.  ?•  P. 


I 


Zusatz     1* 


^■l 


Heifse  f  die  mit  der  kleinen  Halbaxe  beschrie- 
Jbene  Kreisfläche   ir^^cc:    so   ist  auc;h    die  Ellipse 

£  n  -r  f •     Denn  es  ist  ^  iz  -^   f  t    also    nach    dem 

a   C' 


c   a^  a 

Lehrsatze »  auch  die  Ellipse  zz  - •  -^  t  ZI-  h 


Zusatz     2* 

i  $•  95«  Da  f  ZZ  ircc  ist,  so  hat  maA  auch 
Eriir.ac,  das  heifst,  jede  Ellipse  ist  vmal  das 
Rechteck  AK  (Fig.  80»  dessen  beide  Seiten  die  Hälf- 
ten von  der  grofsen  und  kleinen  Axe  der  Ellipse 
aind« 

'U       w  JZ  u  s  a  t  z    3»     Fig«  Q.  X 

f  §/ 46,  ..Ein  Ellipsen .  Abschnitt  SDjFSlt  dessen 
Sehne  $}9)  .norpia\;der  grofsen  Axe  ist,  kann  durch 
folgende  Schlüsse  gefunden  werden« 
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E8   ist   gRFJR  —  a.  gajFP  =  2  (ASF  —  ASK) 
=  s.^^^.ATF—  -.AM^     (Beweis  des  Lehrsatzes) 

also  SÄFSH  rr  -  (TFü  —  TN)  =z  -  MFN.      , 

Demnach  auch   dieser  Ellipsen- Abschnitt  gerade 


c 


—  des  Kreisabschnittes  MFN;  den  man  am  bequem- 
sten vermittelst  der  trigonometrischen  Tafeln  berech- 
nen   wird. 

Zusatz    4«     Fig«   xo» 

§•  27.  Ein  Ellipsen- Abschnitt  8 S  SR,  dessen  Seh- 
ne normal  der  kleinen  Axe  ist,  wird  auf  folgende 
Weise  gefunden» 

Es  ist  2550?  =  2 .  SP3R  =  2  (AFS  —  ASR).  Nun 
läfst  sich  aber, durch  ein  dem  Beweise  in  §.  25.  völ- 
Jig  ähnliches  Verfahren  zeigen,   dafs  das  ElHpsenstück 

AÜ)?  rr  -  frCc^— y2)%  ist,  wenn  fernerhin  AP rry 
\      c 

heifst;  und  für  das  Kreisstück  AM,  dessen  Halbmes- 
ser n  c  ist ,  erhellet  sogleich  aus  dem  Beweise  §,  23, 

dafs  AM  —  f(c^-.y2)icly  ist.  Also  auch  ASRn- AM. 

c 

Nach    §»   24.    aber    ist    der     Ellipsen  -  Quadrant 
AFS  =:  -.  ASG;  also 


?SMrr2.-(ASG—AM)r:-,2.SPMzi~.  LSMj    also 
c  c  c 

'  a 

der  Ellipsen  -  Abschnitt  8S3R  gerade  ~    des  Kreis -Ab- 

0 

Schnittes   LSM;     der  nun   wiederum    am   leichtesten 

vermittelst    der    trigonometrischen    Tafeln   berechnet 
wird^ 
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Einleitung     zum  ^  allgemeinen    laehrsatze. 

Figur   !!♦ 

§.  28.  Wenn  die  Linie  DMF  durch  scbicfwink- 
Iige  Coordinaten  AP  zz  y  urtd  PM  zz  v  mit  constan- 
tem  Neigungswinkel  «,  gegeben  ist  ^^^  und  die  zwi- 
schen der  Constanten  Ordinate  BD  und  der  verändere 
liehen  PM  zz  v»  längs  der  BP  sich  erstreckende  Eb- 
ne DP  wiederum  X  genannt  wird:  so  ist  ViX  ~  PMM'P'. 
Da  nun  dieses  in  MM'  krummlinige  Trapez,  auch 
bei  immerfort  kleiner  werdenden  *dx  undUv»  immer- 
fort zwischen  den  beiden  schiefwinkligen  Parallelo^ 
grammen  PN  und  PM'  fallend  ist,  folglich 
die  Flächen^röfse  des  *dX  ^  v.sin«.*dx 

und  <C  (v  -}-  'dv)  sin  « . 'dx,  im- 
merfort seyn  mufs/  bis  'dx  iz:  dx  ~  o,  also  auch 
*dv  rr  dv  ~  o ,  nnd  daher  v  -j-  'dv  ~  v  geworden 
ist:  so  mufs  dann  auch  dX  :!:=  v  sina »  dxrz:  vsina.o 
näiplich  dX  als  Flächengröfse  ZU  O  geworden  aeyn. 
Daher  nun  der  folgende 

Allgemeine    Lehrsatz. 

§.  sg»  Bei  fernerhin  geradelinigen  Coor- 
dinaten X  nnd  Vy  mit  constantem  Neigungs* 
winke!  a,  ist  V6in<x,dx  das  genaue  Diffe- 
rential    der     Flächengröfse     X»      indem 

-r—  ZZ  V  sin  a    ein    £;enauer    dimensorischer 
dx   '  ° 

'Differentialquotient  iat« 

Beweis^ 

$•  50.  Der  calcula torische  Beweis  für  dXrr  vsin  u .  dx 
ist  schon  in  §»  23«  enthalten.  Und  da  nun  die  vsina 
angibt,  wie  viel  von  einer  der  x  normalen  Richtung 
in  der  schiefgerichteten  PM  ZZ  v  steckt:    so  gibt  sie 


•\ 
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eine  dimensorische  Endgränze  an ;  wie  wir.  später- 
hin genauer  erörtern ,  und  dann  auch  darthun  wer- 
den,    nach     welchen    Vorstellungen    auch    sina»  dx 

zz  — ^  die  dimensorische  Endgränze.  ausmachen  würde. 


Anwendungf* 


»       »T   • 


$.  31«  In  einem  nicht  rechtwinkligen  Dreieck 
ABD  (Fig.  6.)  sey  die  Seite  AB  rz  a  und  BD  zz  b, 
samt  ihrem  Neigungswinkel  «  gegeben,  und  für  die 
Äbsqisse  AP  r=  x  die  ihr  zugehörige  Ordinate  PMnyi^ 
der  BD  paralleh    so  hat  man  AB  ^  BD  =  AF  :  FM^ 

das  ist  a  :  b  =r  X  :  v»  ako  v  n  -  x»     Die  Flächen- 

a 

grobe  AFM  rz  X  genannt»    also»  dX  r:  v  sin  ««  dx 

r:  ^  sinft.xdx,    folglich  fdX  rz  -  sin«,  fx  dx 
a  °.  a 


b     ._       XX  ^^  vsina«x 
a 


=  r.öi««-— = 


Da  die  Fläche  X  r:  AFM,  mit  x  rr  o  ihren  An- 
fang  nimmt:  .so  ist  die  Constante  zi  o,  und  daher 
auch  für   x  ~  a ,  also   v  ~  b »    das  ganze   gegebne 

Dreieck  ABD  Zl —  • 


$«S2.    Anmerkung.     Auch  krammlinig  begr&nzte  £b« 
nen  X  =  PM  (Fig.  llO  können  durch  parallele ,    den  Abscit« 
sen  schiefwinklige  Ordinalen  bestiinmc,    und  durch  den  allg«* 
meinen  Lehrsatz  $.  £9  integrirc  werden.    Da  ich  aber  währen^' 
meiner  sämmtlichen  praktischen  Anwendung  der  Integral-Me« 
thode  allemal  fär  besser  gehalten  habe,  dafür  nur  i^et  recht« 
winkligen  Coordinaten  mich  zu  bedienen;    namentlich  auch 
defshalb.  weil  man    es   dabei  mit    reinen  Dimensio- 
nen   zu  thun  hat:    so  will  ich  jener»  uns  unnöthigen  Kfin«. 
stelei   keinen  Raum   gönnen«     Nöthiger  sind  die   gödrehet^A' 
Ordinatenr^   die  ^ra^i  vecbores,   zur  Bestimmung  einiger  Cur« 
"Ten*    Sollte  ich  wider  Yermuthsn  auch  ihre  Flicheuräume  su 
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integTiren   fftr  die  liier  beabsichtigte  Praxis  jemars  ti5tbig  ha- 
ben, so  werde  ich  diese  Integrirung  dann  auch  begründen.' 

K  u  h  i  r  e  71.     Fig.  q. 

JJ.  33.  Scy  wiederum  die  Curve  DM  durch  eine 
Gleichung  zwischen  rechtwinkligen  Coordinaten  AP  —  x 
und  PM  n  y  gegeben;  und  die  Ordinate  BD,  einer 
^scisse  AB  zugehörig,  sey  die  Anfangsgränze  einer  bei 
BundP  rechtwinkligen  Ebne  BDiVlP,  deren  veränder- 
liche Endgränze  die  PM  n  y  ist.  Denkt  man  sicli 
diese  Ebne,  um  BF  als  Axe  gedreht,  dafs  BD  und 
PM  sBwei  einander. parallele  Kreise  beschrieben  ha- 
ben :  60  wird  von  der  genannten  Ebne  selbst  ein  kör- 
perlicher Kaum  durehstrichen  aeyn^  der  lä^ngs  BP 
sich  erstreckend,  nicht  nur  in  dieser  Hinsicht  mit  x 
veränderlich  seyn ,  sondern  auch,  weil  dessen  y  als 
Function  des  x  gegeben  ist,  eind  Function  des  x 
aeyn  mufs.  Sie  werde  X  genannt,  so  mufs  ihr  Dif- 
ferential 'dX  =  MM'SJraR  >  »y*  'dx 

und  <;  »(y-^'dy)«  'dx  immer- 
fort bleiben,  bis  mit  *dx  r=  dx  ~  o,  folglich  auch 
*dy  n  dy  n  o  geworden,  dX  rr  *y^  dx  gewor- 
den ist« 

Aus  diesem  Differential  des  Axenkörpers  X  folgt 
nun  f  dX  =  »fy*  dx  und  X  =  »fy^  dx  -j-  €• 

Aufgabe.  ^^ 

§♦54«    Die  Kugel  zu  kubiren« 

**  ■•■'■'  •  ■  . 

Auflösung.     (Fig.  7.) 

$«  35*  Der :  Kreisbogen  BM  sey  durch  die  Glei- 
chung yy  ~  aa  —  xx  bestimmt,  also  a  den  Halb- 
messer, X  urid-  y  die  Coordinaten  AP  und  PM  bedeu^ 
tend.     Der  Axenkörper  ^BM^  längs  AP  it  x  sich 
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firstredkend  9  Mrerde  X  genannt :  so  ist  hier 

fdX  ~  Tfy^dx  ~ -»-£(83  —  xx)  äx  ZZ  v  (anx xxx) 

und  X  zz  rCaax — *—  xxx),    da   X  mit  x  —  o   seinen 

3 

Anfang  nehmen  soll,    also    das  constante  Glied    zz  o 
seyn  müfste» 

Für  X  ~  a  also  die  Halbkugel  DEB  ~  ~  x  aaa  ; 

3 

u.  8.  w« 

I 

Aufgabe^ 

§•  56.      Die    elliptische    Afterkngel    zu  - 
k^biren* 

Auflösung.     (Fig.  9.) 

§.  37.     AP  rr  xT  und  P5IB  z=  9   genannt,  und  c 
die  l^leine»    a   die  grofse  Halbaxe   der  Elh'pse  bedeu- 

cc' 
tend ,  ist  99  r:  cc  —  —  xx.    Das  längs  AP  —  x  sich 

erstreckende    Stück   S3l    der    elliptischen   Afterkngel 
heirse  3E,  ao  ist 


d3E 


„  ,   /^aacc      cc     \  ,   _    cc.  ^   , 

rrwtt^dxrr^ i xx  1  dxizx— (aa-xx)  dx 

^  V,  aa        aa     y  .  aa^  ^ 


also  rd36  rr  *  -  fCaa— xx)  dx 

aa  ,  / 

cc 
also  =  —  X,    nach  §.  35*;    wo  X    das  Kugel- 

va 

stück  TN  bedeutet* 

Folglich    auch   die    ganze    elliptische  Afterkugel 

ZI  —  der  Kugel,  dessen  Halbmesser  a  ist«, 
aa 
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Zusatz^ 

$.  38*    ^^  ^^  ^^^  Auflösung  §»  3^«  schon 

X  m  ?r  (aax xxx),  für  jedes  x,  also  auch  für  x  + A^, 

3 

X  +  AX  =  X  (^aa  (x  +  Ax)  —  i  (x  +  Ax)^)    ange- 

geben  ist:  so  läfst  sich  hiedurch 

auch  AX,  das  ist,  jedes  zwischen  zwei  utii  ~  Ax 
entfernten  parallelen  Kreisflächen»  als  Kugeldurch- 
scbnitten»  enthaltene  einzele  Kugelstück  finden. 

Nach    $•   37»    also    auch    jedea    Afterkngelstuck 

cc 

'A3B  n  -;  AX ;  u.  s.  w- 
aa 

Aufgabe^ 

§♦  59*    Den  parabolischen  Afterkegel  zu 
kubiren. 

Auflösung^     Fig»  t^ 

§»  4o*  Nach  bekannter  Gleichung  ist  hier  yyrrbx, 
also  den  Afterkegel  A3RM  zz  X  genannt»  dessen 

dX  ~  -ry^  dx  zn  irbxdx»  folglich 

X  rr  —  irbxx—  — iry^.x  -j-  (Const  rr)  o , 

weil  mit  x  rr  o»  auch  der  körperliche  Raum  X  des 
Afterkegels  seinen  Anfang  ZZ  o  haben  muTs;  indem 
des  Afterkegels  Axe  AP  hier  =  x  gesetzt  ist« 

Aufgabe^ 

§•  4i.      Den   gewöhnlichen  geraden  Ke- 
gel zu  kubiren* 
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Auflösung.    Flg.  i6» 

g.   4^t'-   Scj    AD  ~  a    und    DB  r:  b    gegeben, 
auch    A]^  ~  X    und    FM  r=  7    genannt:     60     ist 

y  m  —  X*     Das  obere  Eegelatück  AMSDJ  werde  X 

genannt^   so  ist 

dX  =  iry»  dx  =  ir  ^  X*  dx, 

b*  x^ 
folglich    X  IT  ir  — ,  —  -{-  ( Const  ~ )  o ,    also    auch. 

X  z:  ir  •  j^ .  -r- »     und    der    ganze    gegebne    Kegel 

3 

3 

5.  43*    Der  schiefe  Kegel,  Fig.  17., 

dessen  in  der  GeonUbfrie*  so^  genannte  Axe  AD  ~  a 
um  den  spitzigen  Winkel  ADB  zz  «  gegen  die  Gro^^ 
fläche  ir .  DB°  =  ir .  bb  gezeigt  ist ,  stellt  keinen  sol* 
eben  Axenkörper  dar,  ,der  .durch  Drehung  irgend  ei-^ 
ner  ebnen  Figur  um  AD,  erzeugt  werden  könnte« 

•^  ,  Aber  der  längs  AP  n  x  veränderliche  Theil  sei- 
nes Körpers,  k^^,  heifse  X,  so  ist  längs  FF  =:  'dx 
das  Functions-Differential  'dX^^  w  y* .  *dx « sin  «  , 
und  immerfort  auch  dieses  'dX  <C  '»■Cy+'dy)^*'dx.8in«, 
so  lange  *dx  und  *dy  dem  rz  o  sich  nähernd  sind; 
«woraus  erhellet,  dab  mit  'dx  rr  dxir:  o«  und  somit 
auch  'dy  :=:  dy  iz  o  geworden,   das  g^iaue  Körper- 

j  b*  ' 

Diflferential  dX  ~  w  y *  ♦  dx  sin  «  —  x  —  x^  .  dx  sin  «.  ge- 

a  ^ 

worden  seyn  mufs. 
Demnach 

fdX  z^z  r— 7;  x^  sin«  n  —  y^  x  sin  «  +  (ConQt  r::)  o. 
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§*  44«  An  merk.  1.  Von  diesem  Infinitesimal  -  Kobiren 
hat  man  auf  die  Tonnenmessung  CPitomettie^  sehr 
merkwürdige,  und  praktisch  nützliche  Anwendungen  gemacht» 
die  ich  hier  schon  mit  aufführen  würde »  wenn  ich  nieht  so 
viel'  eigenthüm liehe  Erörterungen  darüber  mit  beizubringen 
hättfey  dals  es  schicklicher  seyn  wird»  späterhin,  etwa  in  «£• 
nem  besondern  Kapitel ,   sie  vonutragen* 

$•45»  An  merk,  2*  Das  Flächen  /  Differential  und  /In- 
tegral, oder  kürzer  gesprochen»  das  Flächen-Integrand» 
habe  ich,  sehr  absichtlioh»  zuerst  behandelt;  und  nächst  ihm 
das  Körper-Jntegrand.  Einige  dieser  Absichten  werdeir 
im  Illten  Kapitel  bemerkbar  werden;  hier  aber  hat  diese  An« 
ordntmg  sogleich  den  Nutzen,  darauf  aufimerksam  zu  ma- 
chen ,  dals  die  nun  folgenden  Integvanden »  als  Längen- In- 
tegranden  zu  betrachten  sind«  Und  Yiriederum  sehr  absieht* 
lieh  werde  ich  dabei  auch  die  geradelinigen  behandeln» 
bibgleich  dieses  f  meines  Wissens »  bisher  nicht  geschehen  ist« 


f^  o  m    Rectificiren. 


A  u  J  g  a  h  e^    Fig«  i8» 

§*  46*  Eine  gerade  Linie  AF  (ihr  Jn- 
fangsfnnct  mag  in  'A'  oder  in  A'  odör  in  'A  lie- 
gend seyn)  ist  durch  eine  Gleichung  sbwi- 
sehen  orthogonalen  Coordinaten  'A'P  rz  x 
tind  FM  TZ  y  gegeben;  maji  soll  durch'Diffe- 
rential-  und  Integral-Methode  ihre  Länge 
finden« 

A  u  f  l  ö  SU  n  g^ 
§»47-     Die    verlangte  Läng^  heiCse  X,    so  ist 
ihr  'dX  —  MM'  r:  rC'dx^  +'dy«)zrr(i+c-3~J\'dx} 

dy^N 

also  ihr  genaues  'Differential  dX  ir  r(i  +  'TU  J  •  ^ 
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Ist  nun  *A'  E  rr  a  und  E  F  —  b  gegeben ,  so  ist 
y  =  |x.  alsog  =  |.  folglich  dX=r(i  +  ~).dx, 

also  fdX  =:  r(i  +  — \x,  nndX  =  r(i  +  — \x-t-Cr 

i)  Ist  ^A'F  die  gegebne  Linie,  so  bat  in  'A'»  al- 
so mit  X  ir  o,  auch  die  Länge  X  ihren  Anfang 
rr  o ;  ist  daher  die  Constante  C  n:  o .  und  demnach 
vollständig 

X  —  (i-l j^x  rr  T(i-J-(tang«)^).x— x^-sec«; 

also  für  x  —  a  auch  ^A'F  n  a.sec«* 

§ 

q)  Ist  A'F  die  gegebne  Linie,  so  ist  auch  ihre 
Länge  X  erst  mit  gegebnem  x  ~  ^A'B',  welches  zz  e 
heifsen   mag,  ihren  Anfang  nehmend;  daher 

das  allgemeine  X  rz  rCi-j J.x  -f  C 

ein  oz=r(i+^).e  +C  ist, 

bb\ 

folglich  C  zr— t*(i^ V  e  verlangen,   und   dem« 

aa  ^F 

nach    die   gesuchte    Länge    X  z::  x  •  sec  « —  e.secoe 

~  (x— •e}.6eca  seyn  mufs. 

3)  Ist  ^AF  die  gegebne  Linie,  so  ist  auch  ihre 
Länge  X  in  'A,  also  WB= — e  gesetzt,  mit  x~— e 
ihren  Anfang  nehmend,  daher 

das  allgemeine  X  n  T(i  -] j  ♦  x  -f-  C 

aa^ 

ein  o  n-ir(i -j ^  ♦  e  +  C  ist , 

aa^/ 

folglich  C  —  +  fCi-J ),♦  e  verlangen,  und  dem- 

aa^ 

nach    die    gesuchte   Länge    X  ~  x«  sec  «  -f-  e.  secm 
—  (x  4"  c)  •  sec  «  seyn  mufs* 
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Lekrsahz^     (Fig.  ig.) 

$•  48*  Auch  für  jede  krumme  Linie 
X  r=,BM,  durch  Gleichung  zwischen  recht- 
-winkligen  Coordinaten  x  und  y  gegeben« 
ist  ihr  LSngen-Differentiai 

.  dX  rr  r(dx»  +  dy»)  =  H  +  ^y  dx. 

B  ß  w  ÖS.!  s» 

$.  4g*  Das  Curvenelement  MM'  mag  concav  oder 
convexy  und  so  stark  oder  so  schwach  gekrümmt 
seyn,  als  es  will:  so  mufs  es  (Diff. R.XX  §  2.)  ei- 
nen Kreisbogen  geben,  der  in  jedem  seiner  Elemente  , 
mit  dem  Curvenelemente  einerlei  Krümmung  hat« 
Von  dem  Kreiselemente  aber  ist  es  schon  in  Diff.  R.  IX. 
§•  17,.  strenge  erwiesf^n,  dafs  dieses  Bogeneiement 
und  dessen  Sehne  im  Verhältnisse  der  Gleichheit  ver- 
schwinden« im  Verschwinden  einander  völlig  gleich 
-werdend  sind.  Die  Sehne  aber  ist  die  Hypotenuse 
der  beiden  Katheten  dx  und  dy» 

Zusatz. 

dv 
§.  50.     Da  (Diff. R.  XIV.  J  iß)  ^rrtangyist,  wenn 

q>   den   Winkel    z\irischen    den    Katheten   MN  r=  dx 
und  der  Hypotenuse  MM'  bedeutet:  so  hat  man  auch 

dX  zz  T(i  + tätig q)^).  dx  —  sec9).dx. 

Bei   der    geraden    Linie   $.  47.»   war  q>  ein   con* 

•  tanter  Winkel »    daher  das    Integral  X  zz  sec«.  dx 

leicht  gefunden    war*     Bei    krummen   Linien  ist   die 

sec  9>    mit    tang  q>    oder    dem    Differentialquotienten 

dv  dv  ^ 

-i  zr  p  und  dessen  -—-;  —  P*»  eine  so  veränderliche 

dx         ^  dx-*         * 

Gröfse,     dars    man    genöthigt  wird,     die    Function 

4 


t 
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(i-|-pp)i  in  eine  Reihe  aufzulösen,  um  doch  ihcihvei- 
6e  die  Glieder  integriren,  und  das  Integral  Nähe- 
rungsweise angeben  zvl  liönnen. 

Die  Cylsloide,  von  der  wir  handeln  wollen,  wo  wir 
sie  gebrauchen  werden,  macht  eine  merkwürdige  Aus- 
nahme. Dagegen  selbst  auch  für  die  Parabel  (welche 
•ich  so  genau  quadriren  und  kubiren  liefs)  das  Län- 
gen •Integrand  schwierig  zu  behandeln  ist.  Vega, 
dem  als  Artilleristen  die  Sache  wichtig  schien ,  hat 
durch  Methoden,  die  ich  hier  noch  nicht  begründet 
habe,  gefunden,  dafs  das  Integrand  als  eine  Di£fe- 
renz  «wischen  einem  algebraischen  genauen,  und  ei- 
nem logarithmisch  genauen  Integral  bestimmt  wer« 
den  kann. 

Ueberhaupt  aber  wird  es  für  uns  genügen»  ir« 
gend  eine  dergleichen  annähernde Rectiiicalioa  durchs 
geführt  ^zu  sehen. 

Aufgabe. 
§•  51.     Die  Kreislinie   zu   rectificiren. 

A'U  f  l  ö  s  u  n  g,      Fig.   7, 

§•  52.     Nach  der  Kreisgleichung  yy  ~  aa  —  xx, 

^y  X         ,       dy^         x^       ^  .     ^-_ 

ist   —•—  —  -,   also  :r--  —  -7.     Den  mit  CP  —  x 

dx  y  dx^         y* 

veränderlichen  Bogen  AM  —  X  genannt,  haben  wir 
dX  =  (1  +^y^  dx  ZZ  Ql^—y  dx=a^  (a^-^x^p  dx. 

Da  sich  nun  nach  der  binomischen  Reihe  (ver- 
glichen §,  21,,   wo  sie  auf  n  rr  -] schon     ange- 

wandt  ist)  für  n  ~ ergeben  mafs 
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unser  dX  aber  ~  a^  (a^  — x^)  ^  dx  istl  so  haben  wir 
dX_..(^-dx  +  _-dx  +  _-dx  +  ^^^  dx 

'    «4.6.8  a^  '  '^ 

~a.3a^^  2.4.5  a5    04.6-7  a'    2.4.6.8.9  a*^ 

Da  es  schon  gesagt  ist,  dafs  X  !=:  AM  seyn  aoll» 
dieser  ßqgen  aber  in  A ,  also  für  x  n  0  seinen  An- 
fang nimmt:  so  mufs  auch  der  eben  gefundene 
veränderliche  Theil  des  fdX  den  ganzen  Bogen 
X  zr  AM  darstellend  sejn;  der  also  selbst  auch  für 
X  n  a ,  also  als  der 

Quadrant  AM  -  a  f— 4.i|^+il^  +  ''^i'^     +....) 

durch    diese    con ver gen te  Reihe   angegeben  wird» 
Noch    stärker    aber   convergirend  ergibt  sich  die  Rei- 

he  für  X  ~  —  *    also  für  den 

2 

Sextant  rz  a  ( Ir-   -;r--T  H 7-z — r  H ri f 

\2    •    2.3«i^*        ö4.5»2'     '    24^6.7.2^ 

H "^T^. o   +  ••♦*   -wodurch  nun 

als  6facher  Sextant  die 

Peripherie  =  c.  (3  +  i-  +  2^^  +  £^ 


fl*      '     4.5.  fl*      '      4.6,7.  2» 

^  4.6.8.9.8'°  ^••••• 
iind  die  Zahl  der  Parentbeee  zz  *  genannt, 

4  • 
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die  Peripherie  ~  sa.  «;  ZZ  sa.  3, 141  5926...    kann 
gefunden  werden  : 

auch  logBrigg  x  r=  o.^t^gQ'jQGg. .  ^ 

und    log  nat     «  =::  1»  14478988584  •••  ^^ch  ergibt. 

Ouadrirung     einiger    gekrümmten    Ober- 
flächen. 

5.  53.  Wenn  die  ebne  Figur  BDIVIP  (Fig.  12.) 
um  BP  als  Axe/gedreht  wird,  so  niufs  der  dadurch 
bescbriebne  AxenkÖrper  aufier  seinen  ebnen  und 
kreisförmigen  Grundflächen  eine  gekrümmte  Ober- 
fläche erhalten»  deren  Krümmungen 

1)  der  Abscissenrichtung  gemäfs  si^h  erstreckend» 
allenthalben  in  den  Krümmungen  dea  Bogena» 
DM  bestehen  y  aber  dabei 

2)  der  Ordinatendrehung  gemäfs  in  den  Krüm» 
mungen  der  Kreislinien  Siry  bestehen. 

^Lehrsatz»  ^ 

$•  54«  Heifse  X  die  Fläcbengrö  fse.  die- 
ser zweifach    gekrümroten    Oberfläche,    to 

mufs  ihr  Differential  dX  n  2^y  (i-f- —^V  dx 
aeyn» 

"Beweis. 

S*  55»  Von  dem  werdenden  Bogen differential 
MM'  wissen  wir  schon  (0*  43.) ,  dafs  es  mit  seiner 
Sehne  rC^^^+'^Y'')  ™  Verhälinisse  der  Gleichheit 
verschwinden»    also    das   genaue    Bogendifferendal 

—  r(dx^  +  dy2)  z:  0+^V  d^c  geben  mufs. 

Durch  die  Sehne  MM'  aber  würde  die  ge- 
krümmte  Oberfläche    des   'dX»    als  Oberfläche  einea 
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abgestumpften  Kegels »    dessen  *dX  mit  *dx  immerfort 

kleiner  und  kleiner  werdend  gedacht, 

immerfort  ^  avy.MM' 

und  immerfort  <C1  2T(y-|-*dy).  MM'    seyn;     daher 

sie  mit  'dx  iz  dx  zz  o,  und  somit  auch  *dyz::dyrzo 

geworden,  das  genaue  Diirerential 

dy'\i 
dX  ~  2  ir  y  (i  -f-  -—  y  dx    geben  muCs« 

Zusatz. 

$•  56«  Wenn  in  der.  umgedrehten  ebnen  Figur 
BDMP,  die  DM  keine  krumme,  sondern  gerade  Linie 
wäre:  so  würde  die  in  $«  53.  unter  1)  erwähnte 
Krümmung  wegfallen,  und  schon  ohne  den  Satz 
von  der  Gleichheit  zwischen  verschwindendem  Bogen  . 
und     Sehne  ,       durch     $.    55*     erwiesen     beyn ,     das 

dX  n  Äiry(i4-T~  J     dx    daa    genaue    Differential 
der  gekrümmten  Oberfläche  X  ist. 

Folgerung^ 

$.  57.     In  beiden  Fällen  mufs  daher 

fdX  zr  Ox  fy  (4-4---^   r  dx,   den  mit  x  und  y  ver- 

'   dx-'y 

änderlichen    Theil   des  Integrales  X  -f-  C    ausmachen, 

dessen   constantes  Glied  durch  die  Anfangsgränse.  des 

X '  zu  bestimmen  ist« 

Oberfläche    der  Kugel, 

$.  58.      In  der  Kugel  (Fig.  7^  sey  AP  rr  x,  also 

nach    ihrer     Ordinatengleichung    yy  zz  aa  —  xx    der 

dy  X 

Difierentialquoticnt  ~  ~  -^  —  ,    und    demnach    die 
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geXrümmte  Oberfläche  des  Kugelstüclies  SBBMS)^, 
durch  X  benannt  y         .  l 

dX  =  fiir}r(i-|-!^ydx  =  fiiry(^lii~ydx  — 2iradx 

also  f  dX  ~  a  r  a .  X  -f-  (Const  rr)  o  ;  dafs  also  die 
hruTnme  Oberfläche  des  Kugelstücltes  dieser  cjlindri- 
sehen  Seitenfläche  gleich  ist;  auch  für  x  n:  A  die 
Oberfläche  der  Halbl^ugel,  der  Seitenfläche  des  Cylin- 
ders  gleich  ist,  welcher  mit  der  Halbkugel  einerlei 
Grundfläche  ir.aa  und  einerlei  Höhe  a  hat.  ^ 

$  59*  AnraerK.  Ich  Kann  den  Raum  nicht  daran  "v^en- 
dcn,  auch  von  den  Huf  •  förmigen  Körpern  und  ihrei^  Ober- 
fiSchen  zu  handeln »  oder  auch  nur  mehre  Beispiele  fftr  den 
unmittelbaren  und  mittelbaren  Gebrauch  dea  obigen^dX  auf* 
sufahron. 


Drittes    Capitel. 

Integrale   als   Suimnen   der  dimensorischcn  End" 

grunzen  betrachtete 

§.  1.  In  DifF.R.  VI.  g.  Q.  ist  es  schon  bemerkt 
worden,  dafs  dort  nur  lauter  scilche  Beispiele  aufge- 
führt  waren  9   in  welchen    die   Differentialquotienten 

j—  zr  y,  allemal  die  dem  veränderlichen  x  zu- 
dx  "^ 

gehörigen  Endgränzen  nicht  nur  ausmach- 
ten, sondern  auch  diese  y  in  allen  Endpunclen 
eines  von  seinem  constanten  Anfangspuncte  an  stetig 
wachsenden  x  gedacht,  sämmtlich  einander  gleich 
bleibend  waren,  und  demnach,  da  überdies  nur 
von   rechtwinkligen   Coordinaten  x^  und   y    die   Rede  . 
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war ,  durch  jedes  einzele  y  auch'  die  allgemcfne  Orö- 
f«e  (ler  sämmtlichen  zweiten  F]  ächen  -  Di  ni  eu- 
sioneU«  echon  vollständig  angegeben  wurde;  da- 
her die  Qaadrirbng  dieser  rechtwinkligen  Flächen* 
räume  auch  ohne  Infinitesimal -Methode  schon  völlig 
bekannt  i«t. 

J.  2.  Beide  diese  Eigenschaften  der  y  nSmlich 
sind  den  y  eines  jeden  Rechteckes  X  ~  xy  zugehö- 
rig, auch  wenn  dessen  Grund  dimension  x  und  H  Ö- 
hendimension    y,    noch    von     einander    unabhängig 

'  dX 

veränderlich  £:cdacht  werden,  und  daher  - —  n  y  ail- 

^  dx  ' 

geraeiii  den  DifFerentialquotienten  ausmacht. 

§.  3.  In  einem  nicht  rechtwinkligen  Parallelo- 
gramme X  (Fig.  16)  ist  die  Ordinate  v  ebenfalls  eine 
dem  veränderlichen  x  zugehörige  EndgrSnze  des  X, 
die  auch  in  allen  E^ndpnncien  des  x  sich  gleich  blei- 
bend vorgefunden  wird.  Abei  für  zwei  einander 
d  i  m  ensori  sehe  Endgränzen  der  Fläche  X  vkann 
man  diese  x  und  v  nicht  gelten  lassen »  weil  sie 
nicht  einander  normal  sind.  (M.  s»  Vorerin- 
nerung VI.) 

§.  3.  Im  rechtwinkligen  Dreiecke  ABD  (Fig.  17.) 
sind  für  dessen  mit  x  veränderlichen  Anfangstheil 
X,  die  X  und  y  zwei  einander  normale,    also  dimen« 

eorische  Endgränzen,  obgleich  die  y  ~  -r^^x  zz  —  x 

einander  gleichbleibend  nicht  sind,  sondern  mit 
X,  veränderlich  sich  ergeben  müssen. 

§.  5.  Eben  so  verhält  es  sich  mit  den  x  und  y 
im  parabolischen  Dreiecke  (Fig.  19.) •  dessen  Ordina- 
len y,  nach  der  Gleichung  yy  zz  bx ,  als  y  ZU  b»  x^» 
immerfort  mit  x  sich  ändern  müssen,  dabei  aber  dem 
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X  normale,    alio  dimentoritcji^  Eodgränaen  aller- 
dingt  aoamachen« 

$.  6.  Aach  im  schief  winkligen  Dreiecke 
(Fig.  19.),  dessen  Ordinalen  v«  weder  einander  gleich 
b1«fibend,  noch  den  Abfcisten  x  normal  sind«  ist  es 
gleichwohl  gewifa  9  dafs  die  Flächengröfse  X,  durch 
die  vpllstä  ndige  Summe  aller  längs  x  möglichen, 
und,  mit  stetig  gewachsenem  x«  nach  und  nach  als 
End^ränzen  des  stetig  gewachsenen  X  vorhanden 
gewesenen  v,  auf  dis  völligste  bestimmt  werden  mufs, 

$•  7*  Da  man  aber  bei  geforderter  Quadri« 
Tung  des  X  verlangt,  dafs  dessen  Flächengröfse 
durch  Quadrate,  oder  doch  durch  andere  Recht- 
ecke« angegeben  werde;  auch  diese  zum  allgemein- 
sten Maafse  der  Flachen  eben  defshalb  am  schicklich- 
sten sind,  weil  bei  ihnen  die  Flächengröfse  durch 
Bwei  einander  normale  Richtungen,  also  rein  dtmen- 
aorisch  bestimmt  wird;  so  müssen  nun  für  das  schief* 
winklige  Dreieck  X 

entweder  1)  die  x  als  erste  Grunddimensionen  an- 
genommen, dann  v.sincc,  als  die  Gröfse  der  im 
V  nur  vorhandenen  H  ö  h  e  n  dimension ,  also  als  di- 
mensorische  Endgränze  gebraucht  werden ;  oder 
es  mufs  2)  die  x.sin«,  als  erste  Grunddimension 
angenommen ,  dann  die  ganze  v,  als  eine  der 
x.sin«  zugehörige,  rein  dimensorische  Endgränze 
benutzt  werden, 

$•  8*  Wo  man  die  Wahl  noch  frei  hat,  welches 
freilich  nicht  immer  der  Fall  ist,  da  wird  der  ersten 
Vorstellung  der  Vorzug  gebühren.  Ihr  gemäGs  also 
angenommen,  dafs  die  erste  Dimension,  die  Grund- 
dimension  des  zu  quadrirenden  X,    der  urbelegten  x 

dX  ^  ' 

parallel  seyn  soll:  so  mufs  dann  jedes  j-  die,  dem  x 
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sugehSrige  dimenforische  EndgrSnze»  in  einer  dem 
X  normalen  Lage  angeben* 

Hat  man  nun,  z.  B.  in  dem  parabolischen  Drei- 
ecke (5.5,)  die  dimensorische  Endgrähse  y  ~  b^  x' ; 
bei  dem  geradelinigen  Dreiecke  (§.  4O  ^i^  dimen9ori. 

ecbe  Endgränze  7  rr  -  x  ;   bei   dem  tchiefwinkligen 

(0*  ?•)  ^19  dimensorische  Endgränze  y  r=  x  sin  «  ge- 
funden: to  kann  man  die  verlangte  Quadratur 
des  X    dadurch  zu  finden  suchen«    dafa  man 

für  die  Gleichung  X  ZZ  n.xy  die  Zahl  n 

anzugeben  sucht« 

§•  9«  Dabei  kann  nun  zuvörderst  die  Frage  auf- 
geworfen werden,  ob  vielleicht  n  eine  constante, 
vom  X  und  y  unabhängige  Zahl  sey! 

Da  in  diesem  Falle  dX  ri  n  (ydx-j-xdy), 

folglich  n  —  — T"  seyn  müfste:  so  wird  in  die- 

'  y  dx 

X  dy   ., 
•em  Falle  auch  — -~    irgend    eine    constante»    von    x 

und  y  unabhängige  Zahl  ausmachen  müssen. 

$.   10.      Für    die    Parabel  yyribx,    hat    man 

sy  dy  ~  b  dx ,  also'  -r*  n  —  •     also 
■^    '  dx        sy 

X  dy         xb  yy        i        ,  1  9  , 

-  ~^  — rz  -^^  —  - ;  also  n  —  — r-r  ~  -•  «n^ 

y  dx        y.2y        üyy        2  1  + 1      3 

somit  das  parabolische  Dreieck  ~  ~xy  gefunden. 

3 

Für     das    rechtwinklige    Dreieck    hatten     wir 

b  ,       dy         b        .       X  dy         ab, 

y  ~  —  X ,  alöo  'r-ZZ.--%  also  —  -r-  ZI  t- .  —  1:1  1  , 
^         a  dx        a  y  dx        b     a 


• 


» \ 
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aho  n  r:  — 1 —  rr  — •;   und  tomit  das  rcchtwinUiere 

Dreieck  n  —  xy   gefanden. 

Für  das  schiefwinklige  haben  wir 

X  ~  nxy  ~  nx.x  sina,  übrieens  wiederum  »  m  — • 

s 

also  das  schiefwinklige  Dreieck  rr  —  x.v  sin  a. 

$*   11.      Wollte     man     auch    bei     dem    Kreise 
yy  !i:  aa  ~»  XX»  nach  einem  cönstanten  n  fragen:    so 

..  ,     .  u  5^  ^y *        ^  _       ^^       1  i_ 

wurde  sich  — .-r-  —  — •  —  —  —  ~  — t     also    auch 

y   dx       y        y  yy 

w  as  """  XX 

n  ~  — ^ —  ::z t  nicht  constant.  sondern 

yy  —  XX.  /    aa— — 2XX 

mit  X  verän^jierlich  ergeben. 

Mufs  nun  aber  im  geforderten  X  ~  n.xy  auch 
n  veränderlich  vorausgesetzt  werden:  so  hat  man 

dX  m  nydx  -|-  pxdy  -}-  yxdn, 

das  ist   y  =  "y  +  "^  di  "^  ^^  d^  • 

1  _         I  X  dy  dn 

also     1  ~  n  -+-  «  —  j  -  +  X  -T-  » 

'         y  dx    *        dx 

also    n  I  (i  -\ 1— I  —  1  —  X  rr-.  Diese 

'    y  dxy  dx 

Gleichung  und  die  daraus  folgende 

I       X    dy  1  d  lo^n  j-     r- 

1  4-    —  -r-    = .  ,  ,    durften    die  Fra- 

'      y    dx  n         d  log  x 

ge  veranlassen,    ob    sich  vielleicht  durch  algebraische 

und   logarithmische  Fnnctionirung   zusammen  genom» 

men    der  Kreis   genau  quadriren  lasse!     Oder  ob  sich 

etwa  ein  einzeler  Werthfall  des  x  angeben  lasse,    bei 

welchem   die   sämmtlichen    Functionirungen ,    welche 

der   aufgefundene  Ausdruck  des  ii   verlangt,    einander 

dergestalt   aufhebend  wären ,    dafs   vermittelet  dieses 
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Werth falle'S  eich  sogar  ein  Constantes  n  als  Factor  des 
veränderlichen  x  ergebe !  Bei  Quadrirang  der  Ku- 
geloberfläche wird  sich  (§.  21.)  ein  Beispiel  dafür  in 
der  Hürze  darstellen  lassen.  Ueber  solche  Unt^rsa- 
chungen  weitläuftig  zu  werden,  würde  dem  Zwecke 
dieses  Lehrbuches  nicht  angemeiisen  seyn» 

Auch  will  ich  hier  keinen  Raum  daran  wenden, 
um  zu  zeigen,  wie  man  durch  den  Ausdruck  des  n 
in  §«  9.  alle  die  Curven  finden  könne,  deren  X  sich 
durch  ein  konstantes  n  als  zu  n.  xy  angeben  lasse. 

0.  12.  In  jedem  körperlichen  Intcgranden 
fdX  n  f)Cdx  würde  nach  unsern  obigen  Darstellun* 
gen,  durch  );•  als  eine  Function  des  x,  ^ine  ebne  Fi* 
gür  bestimmt  B^jn  ^  welche  auch  fernerhin,  wie  in 
unsern  obigien  Beispielen,  II.  §«  4,  «auf  eine  Kreisflä« 
che  -ryy  eingeschränkt  bleiben  mag,  deren  Halbmes- 
ser y  durch  eine  zwifcben  x  und  y  gegebne  Glei- 
chung als  eine  Funciion  dies  x  bestimmt  wird. 

Wenn  nun    x,    folglich   auch  *dx,  der   Ebne  xyy 

normal  ist:    so  ist  -j—  =  n-yy  die  dem  x  zugehörige 

clx  -> 

dimensorische  Endgränze. 

Sind  aber  x  und  iryy  unter  einem  spitzen  Win» 
kel  a  gegen  einander  geneigt,  wie  bei  dem  schiefen 
Kegel,   II.  £•  4:  so  kann  man  benutzen 

entweder     1)  dafs  iryy  sin  «    die  dem  x  zugehöi;ige 
dimensorischc  Endgränze  des  X, 

•    oder  auch     2)  dafs  «-yy  die  diem  xsina  zugehörige 
^Endgränze  des  X  ist. 

Im   letzten    Falle   muFs    man  sich  statt  des  DilFe- 

X 

rentiales    dx   das   Differential    sin «.  dz  angelegt  ,    also 

dX 
auch r-     als     den    DiiFerentialquotienteu    vor- 

8in  a.  dx  * 

stellen. 


I 

t 
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5«,  13.  Wenn  -wir  aach  hier  die  Frage  auf  wer- 
fen* welche  körperliche  Integraiulen  fxyydx  als 
fdX  rr.n.-ryyx  mit  conatantem  n  eich  ergeben  müs- 
sen: 80  folgt  aas  der  Voraussetzung  eines  constanteu 
D»  dafs  dX  zr  n(iryydx  +  arxydy), 

also   ^  =  n  (»77  +  a*xy  ^^ 

das  ist  »yy  =  n  (*77  +  «»«7  5^) . 

alsa    i~n(l-) -pj  seyn  müsse. 

Ffir    den    parabolischen    Afterkegel   (IL   §•  4pO 

.      ^7  _   ^      .1.^  ^  —       *      _   1 
"^  dx       ay*  \         1  +  1        a 

$.  14.    Im  LSngen-Integrand 
^   X  =  r(dx«  +dy*)^  =  f  (i  +  ^)  durfte  es  schwie- 
rig scheinen 9   auch  hier  zu  behaupten,   dafs  der  Dif- 

dX  '  dy^N* 

ferentialquotient— 2:(i  +  j^J*,  als  eine  dem  ver- 
änderlichen X  zugehörige  dimensorische  Endgränze 
zu  betrachten  sey;  wenn  wir  nicht  zuvörderst  schon 
in  der  Vorerinnerung  VI«  es  dargethan  hätten» 
wi^  €in  Product  aus  zwei  Factoren  als  eine  Gröfse 
mit  zwei  arithmetischen  Dimensionen  zu  betrachten 
sey;  und  im  vorigen  Kapitel  nicht  nur  statt  der  ge- 
wöhnlichen Ausdrücke  Bogen- Differential  und  B  o- 
g;en  •  Integral,  treffender  und  allgemeiner  richtigt* 
L ä n g e n •  Integrand  gebraucht,  sondern  auch  an  der 
geraden  Linie  AF  im  dortigen  $.  4.  es  vor  Aogen  ge- 
legt hätten,  wie  auch  für  eine  solche  gerade  Linie, 
durch  eine  Gleichung  zwischen  orthogonalen  Coordi- 
naten  x  und  y  gegeben,  ihre  Länge  durch  Differen- 
tial-   und  Integral  -  Methode  als  :=:  x.  sec«,    aUo   als 
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ein  Froduct   aus  der' Länge  x  und  der   Zahl   tec  « 
gefunden  wird. 

jj.  15.  Wenn  nun  überhaupt  eine  krumme  Linie 
AF,  durch  eine  Gleichung  zwischen  rechtwinkligen 
Coordinaten  x  und  y  gegeben  ist,  und  vermittelst 
der  Infinitesimal -Methode  rectificirt  werden  soll:  so 
verlangt  man  ihre  LSnge  X  als  ein  ~  n.x»  als  ein 
n  t  maliges  x  zu  finden.  (Der  Kürze  wegen  voraus-^ 
gesetzt,  dafs  die  X  mit  x  zr  o  ihren  Anfang  nehmen 
\oIle.  Sollte  dagegen  ihr  Anfang  einem  x  ~  +  c  zu« 
ebören,  so  würde  man  X~nx-j-C~nxipnc 
zu  finden  haben.)  ^ 

Für  die  gerade  Linie  AF,  haben  wir  ihre  Län. 
ge  X  =  seca.Xi  woraus  erhellet,  dafs  wir  im  ge- 
suchten X  ~  n.x  das  constant#  n  ~  sec«,  dem  bei 
ibr    Constanten    Winkel    a    zu   verdanken    haben. 

(11.  §.  470 

Bei   einer    krummen    Linie    AF    würden    wir 

dv 
dagegen   —  n  tang  9   mit  veränderlichem  Winkel  9 

haben,   also 

rdXrif(i  +  5^J^dx  — fCi  +  tangy^)^dxr:f8ec9).dx; 

welches   als    ZZ  n  a    im   Allgemeinen   nur  durch  ein 
mit  X  veränderliches  n  kann  angegeben  werden. 

§.  16.  Bei  der  Cyklotde,  deren  Rectificirung 
durch  trigonometrische  Integrirung  am  bequemsten 
zu  finden ,  und  deshalb  bis  dahin  verschoben  ist, 
wird  sich  ein  solches  veränderliches  n  ergeben,  wel- 
ches für  einige  Wer th fälle  der  veränderlichen  Gröfse 
eine  constante  Zahl  ausmacht. 

5.  17.  Für  diejenigen  gekrümmten  Ober- 
flächen,  welche   im  vorigen  Kapitel  von  jj.  53.  an 
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nur  behandelt  sind ,   war  dX  rr  a  x  y  (i  -j-  -^  y  dx 

die  allgemeine  Differential  form ;  daher 

auch    f—  ZZ  £2wj  (i-^-r^j      8cyn   müfste,    und 

somit  wiederum  das  gesuchte  Integral  als  eine  Sum- 
me der  sämmtlichen  längs  x  möglichen  dimenso- 
rischen  Endgränzen  zu  denken  wäre«  Denn  ob- 
gleich nicht  zu  läugnen  ist,  dafs  jeder  Kreis  2 xy  au 
sich  schon  eine  mit  x  veränderliche  Endgränze  des 
X  ausmacht:  so  würde  doch  die  Ebne  dieser  Kreis- 
linie    nicht    dem   *dx  n  dx  rr  o»    sondern   nur  dem 

(x  +;t^  J     dx  ~  secy,  dx  normal  seyn.    Oder  wenn 

man  lieber  dem  x^emäfs  die  Grunddimension  an- 
i^immt,  so  mnfs  dann  Svy.sec^)  die  durch  2x7 
vorhandene,  dem  x»  und  daher  auch  dem  dx  nor« 
male 9  dimensorische  Endgröfse  angebend  seyn* 

§.  i8*  Indem  wir  nun  die  y  und  x  als  von  ein- 
ander abhängig  veränderlich«  und  namentlich  y  als 
Function  d^s  x  gegeben  fordern:    so  werden  wir  das 

Integrand    fdX  rr  firfy  (1 -|-  J^J     ^^  »      *'^    ^'" 

ri  2Tyx.n  anzugeben  wissen»  wenn  wir  die  Zahl 
n  zu  finden  vermögen. 

§.  19»  Stellen  wir  hier  wiederum  die  Frage 
auP^  ob  vielleicht  Xrzn.siryx  vermittelst  eines 
Constanten  n  könne  angegeben  werden:  so  ist  ge« 
wifsy  dafs  bei  consiantem  n 

-7—  ~  n.2ir(y-|-x-p  j  würde  ttyn  müssen. 

I^a  nun  ^  =r  fliry  (xAr~J   seyn  mufs  (g,  17.), 
so  mufs  n  (1  -f  ^  gij  =  (i  +  —f   seyn. 
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§.  20,  Aach  hier  wollen  -wir  wiederum  diese 
Befttimoiung  dta  n  nui*  auf  einen  einzelen  vorgegeb- 
nen Fall,  auf  die  in  II.  §.  58.  bereit«  gefundene 
.Oberfläche  der  Kugel   anwenden. 

Dafür,    wie    dort,    die    Ordinalen gleichung 

77  n  f a  ' —  XX  gebraucht,  haben  wir  -j-  zi t 

also  n  (i 1  n  (i  +  —  ) 

yyy  -  yr> 

.  yy  —  XX'^  a        ,  __        ay 

das   ist ,    n  ^ ZZ  —  ,  also  n  n —  ;    und 

yy  y  yy  — x<    , 

so  wird  hiemit  die  Frag^,  ob  in  der  Gleichung 
X  n:  n.Siryx,  auf  die  Kugeloberfläche  angewandt, 
ein  const^ntes  n  Statt  flnde,  freilich  verneinend  be- 
antwortet,  so  lange  von  diesem  n  verlangt  wird, 
dafs  es  bei  jedem  Wertbe  des  x  einerlei  constante 
Zahl  sejn  solle. 

§.  2i.    Bedenlten  wir  aber,  dafs  für  yna  gesetzt, 

das  ihm  zugehörige  x  ~  o  ist:    so  erhellet  sogleich,  / 

aa  ' 

dafs  wir  allerdings  ein  n  rü  — t  also  n  ~  i  würden 

a  a 

gefunden     haben .     weiin     wir     nicht    nach    einem    ' 

X  t=:  n«Siry,x,  sondern  nach  einem   X  ZT  n,2Ta.x 

■ 

gefragt  hätten;  welches  nun  das  in  §.  ii.  versproche« 
ne  Beispiel  ist. 

£s  folgen  noch  einige 

Anmerkungen    über    die   Snmmirung   der 
dimensörischen  Endgänzen. 

§.  S2.     Da   jede  dem  veränderlichen  x  zugehörige 
Endgränze  der  Function  X  durch  den  genauen  DifFe- 

rentialquotienten  j~  :=:  p   bestimmt  wird ,    solch  ein 
genauer  Differentialquotient  aber  ein  —  n:  p  ist,  und 
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vdn  dieser  Gröfse,  als  einer  dimensorischen 
EndgrXnse«  lA  geometrisch  aiifchanlicher  Sprache  von 
unt  gefordert  wird»  dafs  aie  dem  dx  nprinal  $eyt 
60  dürfte  unt  die  Frage  entgegnet  werden  »  ob  man 
auch  von  einer  Linie  dx  rz  o  geworden  *  noch  sagen 
könne 9  daFs  sie  der  Gröfse  p  (sie  mag  darch  eine 
Linie  oder  ebne  Fläche  dargestellt  gedacht  werden) 
noch  il  or  m a  1  gerichtet  sey  l 

Aber  da  man  für  das  werdende  Differential 
'dX  ZZ  'p  *dx  es  gerne  zugesteht »  dafs  "dx^  to  lange 
es  noch  irgend  einige  lineare  GrÖfse  an  sich  hat, 
auch  so  gut 9  wie  x  selbst,  dem  'p  normal  gerichtet 
bleiben  mnfs:  so  würde  eben  dasselbe  auch,  für 
•dx  ~  dx  IZ  o  und  'p  rz  p  geworden,  nach  dem 
Gesetze  der  Stetigkeit  schon  zu  behaupten  seyn« 

Ueberdiefs  aber  mafs  man  die  Richtung  eines 
Punctes,  welcher  eine  gerade  Linie  beschreibt,  von 
der  beschriebenen  Linie  selbst  #  gleichsam  als  Ursach- 
theil und  WirKnngstheil  (um  in  der  Kürze  mich  aua- 
zudrücken)  zu  unterscheiden  wissen. 

$•  23*  Obgleich  nach  unsereib  obigen  Darstel- 
lung die  Bestimmung  ^er  dimensorischen ,  norma* 
len  Richtung  einige  Aufmerksamkeit  erforderte :  so 
braucht  uns  doch  dieses  für  die  calculatorische  An- 
Wendung  keine  Sorge  zu  machen.  Denn  wenn  wir 
aus    dem    werdenden    Differential  'dX  rr  'p*dx,    auf 

den  werdenden  Differentialquotienten  rr—  ^  *ft  und 

aus  demselben,  durch  *dx  ~  dx  ^  o  geworden,  auf 

den  genauen  Quotienten  — -  IT  p,  also  auf  das  genaue 

Differential  dX  ZT  p.  dx  geschlossen  haben:  so  müs- 
sen ja  die  beiden  GrÖfsen  p  und  dx  einander  facto* 
r  i  r  t  ,  das  ist,  einander  ariihmetrsch  dimenso- 
risch  seytu 
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^«  fl4«  Durch  eine  Gleichung  »wischen  den 
rechtwinkligen  Coordinaten  AP  rr  x  und  PM  ZZ  y^ 
ßey  die  Cnrve  LDMR  (Fig.  sp.)  bestimmt »  und 
X  r^  BDMP  eine  ebne  FJftche,  welche  in  der  Ordi* 
nate  BD  ihre  constante  AnfangsgrMnze»  in  der  Ordi- 
nate FM,  ihre  mit  AP  z=  x  veränderliche «  ebenfalle 
dimensorische  EndgränKe  hat:  so  würde,  ihre  verSn» 

derliche  Grunddimension  BP  ZZ  BA«-)*  A^^^^^H*^* 

— .  a-l-x   x^ 
in  ^—•'—  sertheilt  gedacht,  diese  Fläche  X  $elbst 

ein  Aggregat  aus ^ — •  lo  Flichentheilen  ausmachen«  . 

von   denen  jeder  einzeln  genommen,   wiederum  ein 

Aggregat  aus  einem  rechtwinkligen  FaralldogfKmma 

Ay 
yAx  und  Dreiecke  =^.  Ax  ausmacht»  dessen  m  voA 

m  .  ->    . 

der  Zahl  fi  desto  weniger  verschieden  seyn  wirdr  |e 
weniger  die  krumme  Seite  des  Dreiecke^  von  einer 
geradeiinigen  Hypotenuse   der   beiden   Katheten   ^x 

und  A7  abweichend  ist;  die  Belegung  /^x  rr  — *  ge- 
nommen, und  Ay  die  dadurch  bewirkte  Belegung 
der  Function  y  bedeutend  (vergl.  DiflF.A  Itl«  $•  aö.)» 
auch  Aggregate  oder  algebraische  Sumikienhiec 
genannt*  weil  einige  von  den  y^  und  ebepi  so  auch 
von  den  Aj  t  bejaht ,  und  andere  vemeiiit  gerichtet 
aeyn  können. 

$•  üS*     Wenn  daher 

i...(io)  1         Ä         5  (lo) 

6  (7>|    =  y  +   7  +  y  +•••+  7 
t (lö)        1  »         S  (to) 

\m  y        m        m         m    '  m 

i...(io) 
himlich    ®  (y)     die    algebraische    Summe   der 

(lO)  IZ  '^    '  q' — »  10,  längs  —  a+x  «i"  einam 

5 
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i*..(io) 
der  folgenden  y.  «nd  e(^)  die  .IgebreUehe  S.«. 

me  der  (lo)  anf  einander  folgenden  =^  bedeutet :   8o 

baben  wir 

a.#(io)         i...(io) 

die  FlÄcbe  X  =  (c  (y)  +  ©  (^))*  Ax 

i^........(io) 

1 (loo) 

eben  ao  X  rr  6  Tfr)  +  (— )Y*^  haben,  wenn 

wir  A3t  —  '—  genommen  bitten« 

Sben  ao  daher  auch  X  r:  ©  ^(y)  +  (^)\~  . 

wenn  Ax  rr  *dx  rr  —  gefordert  wird,   also  OC  ei- 

OC 

na  immerfort  grölaer  und  gröfser  werdende  Zahl  be« 
deutet* 

%.  ^*  Da  jede  dieser  *dx  eine  stetige  Linie  ist, 
die  in  dem  Jedesmaligen  Endpuncte  des  stetig  von 
dem  xrra  an  wachsenden x  ihre Anfangsgränze hat:  ao 
mufs  sie  auch  bis  zu  dieser  ihrer  jedesmaligen  An« 
fangsgränze  hin  abnehmend  gedacht,  und  zu  ihrer 
Anfangsgränze  selbst  geworden,  können  gefordert 
werden.  Und  diese  Förderung,  dafs  'dx  n  dx  zr  o 
geworden^  bis  zum  einzigen  Functe  verkleinert  ge* 
dacht  werde,  ist  schlechterdings  nöthig,  wenn  die 
Methode  der  Differential-  und  Integralrechnung  der 
Euklidiach  •  geometrischen  Strenge  und  Wahrheit 
völlig  adiquat  geworden  aeyn  aolK     Denn  so  ausge- 
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nacht  wahr  es  auch  iftt  data  in  4em  Recbtcrcke 
y«'dx,  dessen  Breite  *dx  ala  eine  )ineär^  Gröfae,  «la. 

irgend  ein  noch  äo  Ueinea  r-tel  d^r  untren  Einheit 

n 

1  =  ^^  9  als  irgend  ein  —  I    angegeben  »    durch   je- 

dea  -^  ^  o  ML  grofa  angegeben'  aej^i  würde  t  für  je- 
des *dXt  welchea  nicht  mel^r  aus  einer  unendlich 
grofsen  Anzahl  von  Cnncten  bestände;  so  mufs  .doth 
der   geometrischen     S|:renge    wegen     hier    gefordert 

x° 

werden,   dafa  das  Rechteck  v/dx  als   y.dxziy« — # 

OO 

SU  einer  Linie  y  geworden,  also  die  amnerfort  ab« 
nehmende  Breite  Mx  dea  Rechteckes  y.*dx,  bis  za 
eine^  einzigen  Functe  eingeschwundan  sejrn  söIU 

$«  47»    Obgleich  nun  schön,  in   dea  *dx  arith* 

x^         I    ' 
Bse^iaehem  Ausdrucke  =•-—=•—»  di^  OC  ioiiäi 

oc      oc 

I 

immerfort  gröfser  und  gröFser  werdepdet  also  iiitf 
mala  erreichbare,  unendliche  Zahl  .  bedeutend  aey« 
mitfai    so  mufs   doch-  oO    ein  Yollgrofs  dieser  unan* 

I 

geblichen  Zahlen  OC  bedeutend  seyn,  wenn  dx  ~  ;;--- 


einen  einzelen  Punct  der  linearen  Einheit  I  ='x^ 
auadrückend  seyn  soll«  Dergleichen  Ausdrücke  aber 
müssen  wir  haben ,  wenn  wir  unsere  Infinitesimal- 
rechnung auf 'geometrischea  Qaädriren»  Cubiren 
ütid^ R^ctificiren  iinwendto  wollen,  also  Linien  toii 
Puncten  auch  arithmetiach  an teracheidbar 
müssen  auszudrücken  wissen. 

§•    88*  .  So    gewifs    es    nun  auch   ist ,    data  im 

dxs  —  n:  —  n  einem  Puncte»  indem  die  x^  Zizl 

irgend  eine  beliebige  endliche  lineire  Einheit  ausma- 

5  * 
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cheii  toll»  die  OO  ^It  di«  TollgrorBe  Zahl  ibrei^  Ponct# 
eine  nnendliebe»  uilerreichbare  ^Zahl  tejn  mors:  ao 
iae  ea  doch  eben  ao    geWU«»  dafa  nnn  in  der  Linie 

•—  a  -)-  X  die  Anaahl  ihrer  Pancie  ZZ  J   ■     •  OO 

seyn  nrnfs;  alao  anch  die  Ansahl  aller  der  unendlich 
▼ielen ,  linga  der  Linia  «»^  a  -f-  ^  mögltcben  j »  durch 
(00)  angedeutet, 

abaniaOa  (oo)  ZT  ~  *:  '    ^  •  CO   «ejn  mnfs. 
Daher  wir  nun  in  TÖUigater  Strenge  haben»  dafa 

i.-(O0)     i...(oo)         i...iCoo) 
aia.FUcha  X  =  (6(y)  +6^).dx  =  6.(7).^ 
aajii  muCa» 

Dara  ich  in  dem  leuten  Auadrucke  die  aimmtli^ 

dy 
chtn   -^  gteadeau  weggelasaen  habe,  wird  una  ketir 


Bedenken  veruraachen ,  da  wir  nach  Diff.  TL  IL  $•  fiS^ 
allgeniein  uberaeugt  aind»  dafa  mit  jeder  Urbelegung 
*dx  ~  dx  rr  o  geworden»  auch  jede  dadurch  be« 
"wirkte  Functionabelegung  'dj  zz  dj  zz  o  gewor« 
dan  aeyn  mu(a* 

Alle  übrigen  Bedenklicbkeiten »  welche  gegen  die 
Sache  aelbat»  oder  gegen  meinen  arithmetitchen  Aua« 
druck  deraelben»  mir  entgegnet  werden  könntet^ 
dürften  durch  die  nunmehr  noch  folgenden  firöffta^ 
Tungea  gehoben  aeyn« 

i...(O0) 
$»  ao.    Wo  man^  rr    ,  ^Vf  also  y  «Is  ^^^  »i^^ 

bre  Gr5(ae  der  aSmmtUcben»  längs  der  GrunAinie 
-—  a  4~  ^    vorhandenen    £udgränaen    7    anaugeben 
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t  da  wärde  man  auch  S  (y)  rr  (00)«  f 
-i-  a  4-  X  , 

die  nscha  X  =  Zlfdlf  ,o0.y.^  =  (— a  +  x).^» 


ab  dieses  Rechteck,  anzugeben  wissen« 

Für  die  gerade  Linie  DM  (Fig.  ai,)  sej  AP  rr  x 
und  das  x  r=  AB  ~  a,  also  BFn  — a-f-x:  so  würde 
von  allen  längs  BP  möglichen  y  die  erste  y  r=  BD« 
die  letate  y  =  (— )  PM  n  —  (+)  MP.  und  von  allen 
Ungs   BF  zr—  a  -f-  X   vorhandenen  y,    die   mittlere' 

r.  ^r       '         Bö        MP        BD— MP 
uroise  y  ZU  — —  —  — —  ZZ      ■  seyn ;    daher 

'  a  0  a  -^    • 

hier  die  Fläche  X  =  (— a+x).y  =  BP^5£zilü[? 
aeyn  mufs« 

In  diesem  Beispiele  ist  die  mittlere  OrOts«  y  «  und 
vermittelst  derselben  die  Flächengröfse  X,  als  Recht- 
eck ,  schon  durch  .  Elementargeometrie  anschaulich 
erweisbar« 

$.  30«    Für  die  parabolische  Fläche  X  n  BDMP 

(Fig.  4«)  gibt  es  auch  ein  genau  angebliches  mittlerea 

a 
y  *r  -  (PM— -BD)»  welches  aber  als  solches  nngieicfa 

.chwiUer.  .1.  a«  vorige  j  =  5E-Ji2    b«  d« 

geradelinigen  Fliehe,  su  finden  seyn  würde.  Bei 
den  allermeisten  krummlinigen  Flächen  sind  diese  y 
nicht  von  einer  solchen  Gröfset  'dafsman  vermittelst 
irgend  eines  endlichen  Theiles  einer  endlichen  Li« 
neareinheit  sie  genau  zu  messen  Und  ansugeben  ver* 
diiöchte«  Solche  genaue  Messung  würde  ja  schon  im 
Allgemeinen,  bei  allen  Werthen  4cs  x  und  j* 
mehr  vorhanden  seyn,  wenn  j  Z1T^7%  iUo 
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noch  algebraistb  fanctionirt  wSre.  Dessen  ungeach- 
tet alH^r  itt  ea  geometritcb«  als  mittlere  Proportionale, 
vermittelst  der  endlichen  Linien  x  und  y,  ganz  ge- 
nau angeblich,  und  zwar  eben  defshalb  genau  angeb« 
Hab,  weil  in  und  mit  solchen  Linien  x  und  y, 
auch     das    Verbiltnifs'  der     vollgrofsen     Zahlen 

{-♦00  ^nd  -^  ,  oo  gegeben  ist,  welche  die  unendli* 

che  Menge  der  in  diesen  Linien  enthaltenen  Punet« 
angeben  würden»  wenn  ea  möglich  wäre,  unendlich 
grofse  Zahlen  wirklich  anzugeben*  Wäre  y  eine 
logarithmische  oder  trigonometrische  Function ,  so 
liefse  sich  ebenfalls  durch  geometrische  Constructio- 
nen  es  darthun,  wie  sie  geometrisch  genau  sich  er- 
geben mübten.  Mag  ,nun  aber  auch  y  eine  andere 
transcendehte  6r5fse  seyn,  die  man  anders,  als  durch 
convergente  Reihen  näherungsweise  auszudrücken 
nicht  vermag:  so  ist  doch  gerade  durch  diese  unend- 
liche Annäherung  es  gewifs,  dafs  jedes  solches  y  eine 
geometrisch  genau  bestimmte  Linie  seyn  mnfs;  weil 
es  der  Geometrie  ja  nicht  an  Puncten  fehlt,  wohl 
aber  der  Arithmetik  an  der  Zahl  oOt    um  den  Punct 

aU  — *    für   irgend  eine   endliche   lineare  Einheit   I 

00 

wirklich  anzugeben. 


_ » 


§.  51.  Der  Punct  (der  Euklidische,  in  Bezie- 
hung auf  die  Linie  definirt)  ist  das  untbeilbare 
Element  der  Linie;  aber  keines weges  ein  geometri* 
aches  Nichts  der  Linie,  sondern  ein  Etwas,  Wie 
könnte  sonst  von  dem  Puncte  B,  wenn  er  sich  auf 
dem  kürzesten  Wege  bis  P  bewegt,  die  gerade  Linie 
bP  bescbrieben  seyn! 

Da  nun  dx  die  zum  Puncte  dx  gewordene  Bete* 
gung  *dx  bedeutet,  womit  z,  B«  in  Fig.  so.  nach 
$.  64.  die  Abacisse  x  vom  x  rr  AB  ±:  a  an ,  bis  zum 
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X  n  AP  biiit  während  ihres  ganzen  stetigen  Wtcti* 
sens  längs  dieser  Linie  BP  ZZ  —  a  -f-  x,  belogt  xtf, 
denken  ist:  so  nbufs  die  unzählbare  IMeng^  .ajler  die<- 
ser  Puncto  dx«  in  dem  Aggrega,te  .  .   ^  ■ 

12  S  (00) 

der    dx  +  dx  +  dx  +  ••♦••  +  ^«    bes^ehea»      , 

-wenn  (OÖ)  die  unaufzählbare  Menge  der  JBndgränsen 

bedeutet,  welche  dem  x«  längs  BP  rr  — r  a  ^  x   sUh 

tig  wachsend,  nach  und  nach  sukommen  könnten. 

$.  3^  Unzählbar  aber,  das  beifst,  zu  grofs.  um 
durch  irgend  eine  angebliche  Zahl  aufgezählt  zu 
Werden,  roufs  die  Menge  der  Fnncte  in  der,  als  Li- 
nie angeblichen  BP  nicht  nur,  sondern  auch  in  jeder 
als  Linie  angeblichen  Linear  «Einheit  I  schon  seyn  ; 
wenn  der  Punct  das  unthellbare  Element  der 
Linie  Bejn  soll. 

S*  33*  Denn  wenn  man  annehmen  wollte,  dafii 
es  irgend  eine  noch  so  kleine  Linie  gebe,  welche 
aus  einer  endlichen,  angeblichen  Zahl  von  Puilcten 
bestände:  so  müfste  man  i^ugeben,  daü  fuch  ftwei 
Fnncte  aneinander  gelegt»  schon  eine  Lini^  aus- 
machen» 

An  solche  Linie  AB  ZZ  8  Puncten ,  denke  man 
sich  eine  zweite  Linie  BD  rr  6  Puncten ,  so  gelegt, 
dafs  dadurch  die  ^rade  Linie  AD  ~  8  Puncten  erhaU 
ten  werde.  Mit  deren  Hälfte  AC  ZZ  4  Puncten ,  um 
C  einen  Halbkreis  beschrieben,  und  bis  an  diesen 
aus  B  die  normale  B£  errichtet , 

müFste    AB  :  B£  =  B£  :  BD   in  Linien 

und        2  :     X   n     x':      6    in  Zahlen  seyn; 

folglich  XX  n  2«  6  n:  12,  und  daher  x  ZZ  T'is. 

Da  die  Linie  B£ ,  im  Puncte  B  anfangend  jge- 
dacht,  auch  im  Puncte  £  ihr  ganz  genau  bestimmtes 
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£fide  hat:  to  muri  tie  eine  gpeometriseh  gans  ge- 
nau beatfinnite  Oröfse  autmachen«  Da  nun  aber 
x  ZI  S  genoninien,  eine  su  kleine  Anzahl  von  Ponk* 
ten,  und  x  ~  4  angenommen,  ichon  eine  su  grofae 
Anaahl  von  Puncten  ausmachen  wiarde ,  um  die  Li* 
nie  BB  naeh  Fnncten  su  measen:  eo  mnfa  diese  Li« 
nie  B£  aua  5  Puncten«  und  noch  T heilen  des  Funk- 
tea  beetehen»  von  welchen  sich  bekanntlich  erweiten 
lafatt  daC»  aie  unendlich  kleine  Theile  eeyn 
miibten;  wiVe  also  hieroii  erwiesen  t  dafs  der  hier 
angenommene  Funct  ( die  Hälfte  der  kleinsten »  aus 
a  Puncten  bestehenden  Linie)^  ins  Unendliche  theil« 
bar  noch  mufste  gefordert  werden ! 

i*  S4*  I^  Baumgartena  Metaphysik  findet 
man  als  Definition  der  Linie:  series  punctorumf 
punetU  dUtantibus  interpositorum  ^  eontinua^  est 
lin^a.  Und  da  er  hinsufugt:  extttuio  lineae  ex  nu». 
mero  punctorum^  guibus  coiutat ^  determinatur: 
ao  mag  man  Recht  haben,  wenn  man  bebanptet, 
dafs  hier  Series  (Reihe  oder  Folge) ,  aus  einer  wirk- 
lich aufsählbaren  Menge  von  Puncten  bestehend,  von 
ahm  verstanden  $ey. 

Dann  bat  man  auch  volles  Recht  su  folgern,  dafs 
Bwei  Banmgarlensche  Pancte  aneinander  gelegt,  schon 
eine  kleinste  Linie  ausmachen,  also  der  Funct  die« 
aea  berühmten  Philosophen  gans  ^snau  die  Hälfte 
seiner  kleinsten  Linie  seyn  mufs. 

Obgleich  es  nun  noch  eine  dritte  Definition  des 
Punctea»  als  Linien  »Elementes»  nicht  geben  kann: 
so  will  ich  mir  doch,  die  sämmtlichen  mathemati- 
schen Puncto  in  Euklidische  und  Baumgar- 
lepsche  absutbeilen,  def^halb  nicht  erlauben,  weil 
mir  aus  meiner  Jugend  her  der  Name  dieses  damals 
aebr  verehrten  Fbilosdphen  ausgeseichnet  achtungs- 
werih   geblieben  ist,    und   ich  ja  eben  so  richtig  in 
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Ettitlidiscfae«  und  Nicht  -  Eoklidifcfae  Puncte  abtheilen 
>ann;  indem  der  Euklidiache  Punct  das  uniheil- 
b  a"r  e  ,  und  jeder  Nicht«  Euklidiache  Punct  einen, 
aufsählbaren  Theii  der  Linie  auamacht;  (aUo  auch' 
die  kleinste  Linie  allemal  aus  awei  solchen  Punk- 
ten aneinander  gelegt »  bestehen  mufs.) 

i*  35«  Jede  Linie  .der  Mathematiker  mufa  als  Li* 
nie  gegeben  seyn;  und  möchte  diese  noch  so*  klein 
gegeben  seyn :  so  würde  man  über  ihre  Gröfse  durch 
Funcie  ausgedrückt«  für  jede  Linie  einzeln  genom* 
men,  etwas  anderes  nicht  zu  sagen  wissen,  als  dafs 
sie  aus  einer  unzählbaren  Menge «  aus  einer  unend- 
lich grofsen  Anzahl  von  Puncten  bestehe.  Um  indes* 
aen  statt  des  verneinenden  Ausdruckes  einen  bejahen- 
den zu  gebrauchen t  würde  ich  sie  eine  ewige  Zahl 
genannt  haben,  wenn  nicht  der  Ausd^ruck,  voll* 
grof«,  als  allgemeiner  und  selbsutändiger,  sich  mir 
empfohlen  hätte;  indem  die  Ewigkeit  selbst»  ein 
Vollgrofs  der  Zeit  ist.     . 

§.  36.  Eine  Ewigkeit  der  Existenz  wird  der 
Gottheit  wenigstens ,  auch  a  parte  ante ,  nicht  blofs 
a  partt  post ,  jene  erstere  also  in  jedem  gegenwärti- 
gen Zeitpuncte  schon  ala  w^irklich  verlaufen  zuge« 
standen  "*")•  Da  man  an  diese  beiden  Ewigkeiten, 
die  wir  im  Teutscben  kurz  und  gut  durch  Vor- 
ewigkeit und  Nachewigkeit  unterscheiden  können. 


«i"^i" 


*]|  Den  Mathemstikom  des  Auslandes  dfirfta  diese  Requisi- 
tion allerdings  etwas  grell  ertcheineB.  Teuttche^  Mather 
maiiker  aber  werden  es  'wissen,,  wie  überKräfdg  wir 
Ibrdern  mfliten,  wenn  untere  neueren  Natnr  -  Philoso- 
phen unt  etwas  sagestehen  sollen.  Dafs  lediglich  eine 
Administration  bns  sagettanden  wird»  vertteht  «ich 
von  selbst,  weil  selb^terworbenes  Eigenthum  nur  bei 
ihnen  su  suchen  iat;  womit  sich  übrigens  sehr  gut 
TertrSgt,  dafs  der  eine  den  Besitsthum  des  andern  für 
ein  sehr  fehlerhaftes  Hirngespinst  erkUrt, 
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schon  gewöhnt  i«t:  so  hoffe  ich  in  der  Kurze  rer« 
fitändlich.sa  werden,  wenn  ich  BBge,  dafs  von  zwei 
parallelen  Linien«  eine  jede  derselben  sowol  vor- 
ewigy  als  nach  ewig  mnfs  gefordert  werden,  nnd 
ehen  darin  das  ihnen  zukommende  Vollgrofs  be- 
stehen mufs. 

§.  37.  Wenn  wijr  dagegen  eine  trigonometrische 
Tangente,  A. fang 9),  vor  Augen  nehmen:  so  ist  es  in 
dem  Begriff'e  derselben  schon  begründet,  dafs  sie  in 
dem  Anfangspuncte  des  Bogens  A,(p  ihren  bestimm- 
ten Anfang  habe;  daher  denn  selbst  auch  bei  einem 
unendlich  grofsen  Halbmesser  U,  die  U.tanggo^, 
dieses  Tangen ten-Vollgrofs  für  den  Halbmes- 
ser  IT ,  mehr*  als  eine  nachewige ,  einseitig  ewige  Li- 
nie nicht  wurde  ausmachen  können, 

$•  38.  Sey  nun  aber  A  irgend  einen  endlichen 
Halbmesser,  ui^d  B  einen  gröfseren  dergleichen  be-^ 
deutend:  so  ist  es  gewifs,  dafs  von  den  beiden  voll- 
grofsen  Tangenten,  A.tanggo^  und  B.tang90°,  der 
zweite  länger  als  der  erste  seyn  mufs,  und  zwar  immerfort 
mehr  und  mehr,  je  gröfser  B  gegen  A  gegeben  wäre« 
Denn  vollgrofs  wird  von  uns  (nach  Vorerinner» 
VII  $•  5.)  eine  Gröfse  genannt,  die  allen  ihr  mög- 
lichen (ihrem  Begriffe  angemessenen)  Wachsthum 
vollendet  hat;  wie  es  bei  dem  Wachsen  jeder  trigo- 
nometrischen Tangente  des  Bogens  (p  geschehen  sejn 
mufs,  sobald  der  Bogen  9  zum  Quadranten  gewor- 
den ist»  Denn  sobald  der  Bogen  9  über  den  Qua- 
dranten hinaus  sich  vergröfsert,  so  mufs  ja  dessen 
Tangente  nach  der  geometrischen  Scala  der  trigono- 
metrischen Tangenten  sich  Wieder  verkleinern  *). 


*^   Nach   der  geometrischen  Scala,    'wie  ich   ans  dem 
Begriffe  der  Drehung    in  meinen  Neuen  Erörte- 
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$•  39«     Möchte  A  noch  eo  Mein  gegeheti  seyn^ 

ff     ' 
•o  ist  A.  fang  90^  n  A.tang^,    da»   dem    Halbmea- 

4 
ler  A    ««'gehörige    Tangenten- Vollgrofa,    wei- 
chet   durch    ein    stetig    wachsendea   A .  tang  (^  abge« 
reicht    seyn    muCs^    wenn    der    Bogen-  ^     bis   afiftm- 

9)  n  -T  =  9Q  Gradbogen   hin   stetig  wachsend  gefor- 

dertf  nnd  stetij;  wachsend  gewesen  ist« 

Dabei  rnnfs  ntint  das  immerfort  noch  wachsende 
A.  tang^zr  A«(OC)  geschrieben,  die  immerfort  wach- 
aende  Zahl  (OC)»  mit  9>  z:  90  Gradbogen  geworden» 


rung^en  fib  er  Plus  und  Minna  ete.  S«it695e€c.»  sia 
•ntchaulich  erwiesen  habe »  um  durch  diese  einleuch- 
tend scbicKUohe  8cala,  mit  Hülfe  der  algebraisch  noth. 
wendigen  und  hier  geforderten  bejahten  trigonome« 
trischen  Einheit,  euch  die  empirisch  entstandene t  ge- 
iröhnliche  Tangenren-8cala,  als  richtig  sntreiFend,  ivil- 
senschaftlich  rechtfertigen  zu  können.  Wer  sich  dage- 
gen unmittelbar  der  gewöhnlichen  trigonometrischen 
Seala  hier  überlassen,  und  so  geradtsu  es  zugestehen 
will»   dafs    die  A  log  ({)»    indem    der  Bogen  (p  bis  zum 

^  ==  ^  Gradbogen   hin ,    und    über    denselben  hinaus» 

e 

stetig  wachsend  gewesen  ist»  aus  —  J^  qq  plötzlich 
,in  ~  —  00  übergegangen  «eyn  müsse!—  Wer  so  et- 
was zuzugeben  für  sysiheroatisch  nöthig  hält»  wird  aU 
Jerdings"  sehr  wohl  thun»  über  das  Tangenten-VoUgrofs» 
Atang90^,  lediglich  sagen  zu  vtroUen^dafs  sich  ein  Weite* 
res  nicht  darüber  aussprechen  lasse»  als  dafs  es  eine  un* 
angebliehe  Gröfse  sey.  Nach  meiner  Neuen  Theo- 
rie des  Gröfsten  und  Kleinsten»  d4sren  in 
IDiffer.  K.  XVir.  erwähnt  ist»  Kann  ich  hier  noch  in 
der  Kürze  hiuzufügeii,  dafs  A  tangflp^  nach  der  geome- 
trischen Scala  ein  zweiseitige*  Maximum»  nach 
dem  gewöhnlichen  Gebrauche  der  algebraischen  Scala 
aber«  ein  einseitiges  Maximum  ist* 
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illen  ihr  mSglicbeii  Wtchttbiim  abgereleht  haben,  al- 
fo  %nm  Vollgroff  der  Tarigent^naabl  gevror« 
den  »eyn»  welchei  wir  darcfa  (öO)  andeuten  wol- 
len; und  von  welchem  wir  e«  deatlicb  werden  dar- 
zulegen Witten »  wie  es  zu  einem  anderen«  au  Bieter 
Erörterung  uns  notbwendigen  Vollgroft  00  ^ich  ver- 
baUjBnd  tey. 

f«.  40.  Da  e«  dem  Begriffe  einer  jeden  geitoein 
arithmetischen  Zahl  gemsra  itt,  dafs  tie  mit  ihrer 
Einheit»  alt  dem  allgemeinen  Zahlelemente  ihren  An- 
fang nimmt:  to  wird  dat  Vollgroft  einer  jeden  sol- 
chen Zahl  (um  mich  kqrz  auszudrücken)  nur  eine 
nachewige  Zahl  teyn  müssen»  welche  freilich  durch 
keine»  noch  so  weit  fortgeteute  Aufzählung  jemalt 
abgereicht  werden  kann  '*')• 

$.  41.  Wenn  aber  diete  verlangte  EvHgkeit» 
dietet  Vollgroft  jeder  Zahl  durch  00  von  unt  ange* 
deutet  wird:    to  haben  wir- dann»  I  irgend  eine  li- 


*^  Dia  algebraiscli  «Titlunetitche  Maasleiter  ist  allerdings 
vor^  and  nach  ewig 

-OOt....-4»-3,-2»-i»o,  +  i»+e,  +  3,+4 +  oQ 

und  flAttfo  bei  der  eriren  arithmetischen  Operation»  dem 
Numeriren«  dem  arithmetischen  Abmessen»  aU  solche 
angelegt  werden«  .  j^  Man  s.  meine  Algebraische 
Anflösnng  eto. ,  Freyberg  1808«^  Bei  den  nach- 
folgenden arithmetischen  Operationen  aber  mnfs  sie» 
wegen  der  Yerbindupg  mit  der  gemeinen  Arithmetik» 
gleichsam  i^  ihre  bejahte»  und  ihre  verneinte  Ewig- 
keit aertheiU  gedacht  werden.  Und  da  hiemit  in  dem 
verneinten  Theile,  dessen  Ende  zum  Anfang  gemacht 
inrird  :  so  entsteht  dadurch  das  plötzlich  scheinende  Ue- 
berspringen  i|^  der  Atang9oS  einmal  dieselbe  als  letzte 
Tangente  der  spiuen»  und  einmal,  als  erste  Tangente  der 
stumpfen  Winkel  gedacht. 


/ 
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I 
neäre  Einheit  bedentend«  — -    aU    emen    tithmetiv 


ftchen  Ausdruck  des  Euklidischen  Panctes  ge- 
wonnen ;  indefs  dagegen  — »  der  beständig  wachsen- 
den Zahl  OC  ungeachtet«  immerfort  noch  eine  Linie« 
obgleich  eine  immerfort  kleinere  und  kleinere  Linie« 
oder  doch  noch  mehre  Euklidische  Puncte  aneinan- 
der liegend«  bedeutend  seyn  nufs« 

$,  43.     lodern  wir  dann  schreiben  können«   dals 

jede  Linie  A  a1?  —  yl    betrachtet«    eine  y  malige 

A 
Linie!  ist:    so   haben  wir  auch«  dafs  --•  qq    die 

1 

A 

r-  mal   ewige  Anzahl  der  Puncte  bedeuten  nhnfs«  aus 

;        -  TD  n 

welchen  die  Linie  A «  und  eben  so  y  •  00  die  y  mal 

ewige  Anzahl  der  Puncte  seyn  mufs«  aus  welchen 
die  Linie  B  bestehend  gedacht  werden  mufsi  in  bei* 
den  Ausdrücken,  die  OO  eine  und  eben  dieselbe 
ewige  Zahl  bedeutend«  weil  sie  ja  die  ewige  Anzahl 
der  Puncte  in  der«  zum  gemeinschaftlichen  Maafssu* 
be  angenommenen  iineärtn  Einheit  I«  bedeutend 
sejn  soll. 

$•  43.  Uebet  die  Gröfse  der  Einheit  I  braucht 
ein  weiteres  nicht  bestimmt  zu  seyn«  als  dafs  sie 
eine  endliche  zur  Einheit  gewählte  oder  gegebne 
Linie  seyn  mufs,  um  die  Verhältnisse  mehrer  endli# 
chen  Linien  arithmetisch  auszudrücken,  indem  näm- 
lich bei  der  Messung  zweier  Linien  einerlei  lineare 
Einheit  allemal  vorausgesetzt  %vird  :  so  weifs  man« 
dafs  die  ewige  Anzahl  der  Puncte  in  A«  zu  der  ewi- 
gen Anzahl  der  Puncte  in  B« 

A  1     B  T 

^^rOO-TZ-rOO^-rr:»  folglich  — A:B  seyn  mufs. 
1  00  A  00 
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$•  44«     Wenn  ^a»  VerMUniff  zweier  Linien  A 

A  B 

nnd  B  durch  zwei  Zahlen  n  r=  t-  Q^d  m  n  7    an- 

I    ^  I 

geblich  aeyn  soll :  ao  mala  die  eine  Linie  A  einen 
iliquoten ,  nten  Theil  haben ,  welcher  irgend  einem 
aliqnolen  tnten  Theile  der  andern  Linie  B  an  Länge 
▼ttllig  gleich  ist,  und  daher  zur  gemeintchaftlichen 
Unelren  Einheit  I  kann  angenommen  werden*  Ab^r 
aelbst  aoch  fiir  ao  manche  aolche  Linie,  welche  in 
dem  Calcul  ala  einzeln  gesucht  oder  gegeben  er« 
acheint  a  z«  B.  für  die  obige  Linie  B£  in  $.  33»  wel- 
che fhr  den  Calcul  ala  dne  x.  I  :::  (T*id).  I  betrach- 
tet wird,  kann  es  nun  einmal,  wegen  des  wesent« 
lieben  Unterschiedes  zwischen  diskreter  Zahlgröfse 
nnd  stetiger  Lipiengröfse,  irgend  einen  aliquoten 
Theii  einer  lineflren  Einheit  I  nich^  geben,  durch 
welchen  man  die  Linie  B£  genau  zu  messen  ver- 
möchte. 

♦  •    - 

$«  45«  Da  ^a  gleich wol  für  uns,  die  wir  ein 
ungleich  besser  klassificirtes  Zahlensystem,  als  die  alten 
Griechen  und  Römer  besitzen,  ein  unbestrittenea  Ba* 
dürfnifa,  eine  bewundernswürdige  Hülfe  geworden 
ist,  die  Abgleichungen ,  namentlich  für  die  stetigen 
Dimensionen  der  Geometrie,  und  für  die  stetigen 
ZeitverlSufe  iu  der  Mechanik,  durch  caiculatorische 
Ausdrücke  nach  Möglichkeit  abzureichen,  auch  wo 
dergleichen  ganz  genau  nicht  möglich  ist,  doch  durch 
irgend  ein  arithmetisches  Zeichen,  die  verlangte  Ab* 
reicbung  anzudeuten;  und  wir  eben  defshalb  selbst 
auch  schon  in  der  niedern  Mathematik  z«  B.  durch 
das  Zeichen  T  im  obigen  BE  n  x»  I  —  (rift).  h 
die  geforderte  Abreichung,  ob  sie  gleich  genau  nicht 
möglich  ist,  doch  anzudeuten  uns  erlauben  müssen; 
warum  sollen  wir  Bedenken  tragen ,  es  einzugeste- 
hen,   dai's  der  höhere  Calcul,  z,  B«   auf  die  stetigen 


%  

dinunsorischtr  Endgränzen.  jg 

i 

Linien  der  Geometrie  angewandt^  wenn  er  strenge« 
und  seiner  wesentlitben  Absicht  gemsr»  sich  ansdrfl- 
eisen  soll »  eine  Abmessung  der  £aklidiscben  Linien 
durch  Euklidische. Functe  fordern  mub;  auch  in  ifot 
calculatorischen  Mechanik »  wenn  sie  neben  der  cal« 
culatorischen  Statik  mit  Consequenz  und  Sti'enge  be* 
stehen  soll ,  jeder  Zeitverlauf  in  der  Mechanik  durch 
dessen  statischen  Anfang,  als  sein  untbeilbare« 
Element  (Augenblick»  oder  besser  noch  Zeitpunet 
genannt),  als  calcnlatorisch  gemessen  gefördert,  mnCi 
ausgedrückt  wenden  können« 

§.  46*  Stetige  Groben  so  ktassificirt  zn  denkeii« 
dafs  sie  durch  ein  diskretes  Zahlsystem  abgereicfit 
werden  können ,  setzt  eine  äufserst  unvollkommene 
Classificirung  voraus «  das  ist  nicht  tu  ISugnen«  Ab6r 
die  meisten  Classificirungen«  deren  man  sich  znt  Sy* 
stematisirung  der  Wissenschaften  bedient«  sind  ja  so 
unvollkommen«  dafs  man  der  wahren  Einsicht  fh 
die  Wissenschaft  dadurch  schSdlich  werden  wurde« 
wenn  man  die  Mängel  ihrer  Classifierirung  nicht  an- 
erkennen wollte «  sobald  sie  sich  entdecken  lassen«   ' 

.  Wir  indessen  können   uns  versichert  halten»  der 

ganten  Unvollhommenheit  in  unserm  -r--  «   als  catcula- 


torischem  Ausdrucke  des  Euklidischen  Functes«  durch«- 
9US  uns  bewufst  zu  seyn«  da  wir  (tir  alle  lineare 
Einheiten  I  nur  einerlei  Zeichen  00  «ben  defshäfb 
zu  schreiben  verlangen«  weil  wir  für  keiiie  dieser 
endlichen  Einheiten  etwas  mehres  von  diesem  «Zei* 
eben  zu  sagen  uns  anmafsen  wollen«  als  dafs  es  je- 
desmal  irgend  eine  von  den  unendlich  vielen«  unauf- 
slhlbar  grofsen«  ewigen  Zahlen  bedeuten  solle* 

§»  47«     Eben  defsbalb,  weil  wir  uns  dieser  un- 
endlichen Unbestimmtheit  des  OO  in  der  calculatori- 
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•chen  Gleichung  —  :::  ei  n  e m  Puncte«  völlig  bevriirst 

sind :  8o   werden  wir  vermöge  derselben   >•  B,   das 

oben   $.  39*  ichon    bestelle   YerUltnife,^  dab  jedes 

A 
Tangenten  •  VoUgrofs  A  •  tan^  90^  rr  |-  OO  •  A     seyn 

mufs,  mit  völliger  Bündigkeit  und  Oeutlichkeit,  nnd 
sugleicb  mit  völliger  Anschaulichkeit  der  Quadrirung 
A .  fang 90^  .  A  cos  90^  zz  AA,  wirklich  darstellen  kön- 
nen; wie  folget. 

$•  48«  ^^  die  Reebteche  Atang^.  Acos  ^, 
so    lange    noch     der     Bogen    9)     dem     Quadranten 

^  rr  90  Gradbogen  (also  der  Winkel  9  dem  rechten 

4- 

Winkel   =::  go.  Gradwinkel)    sich    nlhemd    gedacht 

wird,  immerfort  IT  A«  OC  •  A  --    seyn  mässen:    so 

OC 

mufs    es  wegen   der  gleichzeitigen  Gleichheit   dieser 

beiden     immerfort     gröber    werdenden    Zsblen   oC 

(Vorerinner«  VII.  j$,  ia)t  und  wegen  der  stetig  mögl^- 

chen  Vergröfserung  des  9,  bis  cum  9=^90  Grad  hin,  al« 

lerdings     sogleich    als    deutlich    erwiesen    anerkannt 

werden,  dafs  auch 

A  •  tang  90°  •  A  cos  90^  rr  A  A  geblieben  seyn  mufs» 

Eben  so  gewifs  aber  ist  es,  dafs  durch  diese 
Scbltisse  nur  die  Fläche  ngröfse  des  A.tang  90^.  A  cos  90^ 
genau  gefunden  ist;  die  daraus  folgende  lineare 
Gröfse  aber, 

.  -»  A  •  A  A  •  A A  . 

A.tanggoo  =  j-^^  =r  ^  =  -  =  A.oo 

durch  den  Ausdruck  A»00  viel  zu  wenig  bestimmt 
wird,  als  dafs  er  uns  eine  deutliche  Anschauung  ge* 
währen  könnte ,  warum  die  unendlich  lange  Tangen- 
teiilinie  A.pQ,  welche  als  solche  irgend  einige 
Breite  schlechterdings  nicht  haben  mufs ,  gerade  gana; 


1 

Jtimmsoriseker  Enägränzen,  ^  ^  gl 

gen9U  hinreichend  geblieben  sey,   um  der  Gleichung 
CZ  AA  fernerhin  Genüge  zu  ihun? 

%.  49»  Ich  selbst  würde  auF  diese  Frage  ehe- 
mals erwiedert  haben«  dafs  man  auf  eine  ungereim- 
te -Frage  keine  Antwort  zu  geben  brauche«  *^achdem 
Seh  aber  durch  mein  Stadium  der  höheren  Mecbanikt 
und  namentlich  durch  den  dabei  mir  aufgefandenei^ 
schärfen  Begriff  von  Geschwindiglieit«  es  eingesehen^ 
hatte«  wie  mari  vermittelät  der  Infinitesimalrechnung 
mit  Vblliger  Schärfe  nur  dann  ^u  schliefsen  vermöge, 
W^nn  man  die  Differentialen  der  vollkommenen  Ver- 
schwindang  tler  stetigen  Gröfsen«  nicht  aber  der  un- 
voWvoramenen  Verschwindung  diskreter  Zahlgr^fsen 
kintertvoifen  gefordert  habe:  so  war  mir  nun  durch 
mein  ""dx  rz  dx  r::  t)  geworden ,  und  durch  die  ge- 
nau« Bestimmung«  daTs«  x°  «ine  der  Gröfse  x  gleiche 
artige  Einhalt  andeutend»  Jede  Urbelegung 
X'"*  1  x^ 

dx  ~  rir-  ~  i^T"  ««yu  mtisse,  auch  — -  als  der  c^I« 

OC        OC  OD 

culatorische  Ausdruck  des  Punctes»  des  untheilbareQ 
Elementes  der  Linie  x»  gewonnf*n«  und  dadurch  die 
deutliche  Beantwortung  solcher  Fragen  in  die  Hände 
gegeben Y  bei  welchen  man  dlb  Lehren  der  Euklidi- 
sche« Geometrie  auch  caiculatorisch  strenge  V|ml^ 
«nsudeuten  wissen.  i 

$•  50.     Wenn  wir  mit  diesem  Bedürfnisse  dem 

«onst  gewtSbnlichen  Aasdruck  A « cos  90^  rr  rr  •  ^^^ 

gleichen:  so  erhellet  sogleich«  dafs  er  nicht  genau 
genug  ist;  weil  ja  für  eipen  unendlich  grofsen  Halb- 
messer A  rr  U»  der  Cosinus  *— -  noch  eine  endliche 

OC 
Linie  sejn  würde! 

Schlechterdings    müssen    wir    hier  der   ^uklidi* 
sehen  Geometrie  gemäfs  fordern»  dafs  der  A.cosgo^ 

6 


/ 
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bis  auf  einen  einzigen  Euklidischen  Punct  einge- 
schwunden seyn  mufd,  der  Halbmesser  A  mag  noch 
eo  Klein,  oder  noch  so  grofs,  selbst  auch  unendlich 
grofsy  und  unendliche  Mal  unendlich  grofs  seyn» 

Dieses  festgehalten «    und  die  Bedeutung    des  OO 

dahin  bestimmt,  dafs  durch  —  ein  einziger»    einzeU 

ner  Euklidischer  Func^t  angedeutet  werde»  die  endli- 
che lineare  Einheit  mag  sejn»  welche  sie  will»  dann 
haben  wir  die  calcula torischen  Ausdrücke »  dafs 

.  o  A      1  1 

.  A     OO        OO 

••  »T  «  U  1  1  . 

und    U.  cosQO®  ^=  f?  •  —  =  —    w^ 

^  U     OO        OO 

§.  5i.     Wenn   wir  nun  ferner  bedenken»   dafs 

.  A  I 

jede    Linie    A  =  —  bo  •  —     oeyn    mufs^    nämlich 

1  OO 

~  •  00  die  Anzahl  der  Puncte  in  der   Linie  A   seyn 

mufs»  und  wir  dann  ans  der 

-Proportion    A.  cosgo®  :  A  rr  A  :  A  tanggo® 

A  A 

auf    A.  tanggo^  —  r ;;    geschlossen    ha- 

^'^  Acosgo"^    ° 

ben :  so  witsen  wir  dann  auch 

dafs    A.tanggo^  rz ~— ^.  OO  öeynmuf«, 

A 

also   —.00  9   *ls   die  Anzahl  der  in  Atanggo^  enthaU 

tenen  Linien  A»  gerade  ctben  dieselbe  seyn  mufs» 
welche  auch  die  Anzahl  der  Puncte  in  dem  Halb- 
messer A  ausmacht.    Ob  nun  gleich  diese  Anzahl  eine 

A  . 

—  mal  ewige»  und  allemal  unerreichbare,  unangebliche 

Zahl  ist:  so  ist  uns  doch  dessen  ungeachtet  vollkom- 
men einleuchtend  geworden»  dafe  z»  ß»  in  einer  ver« 


dimensovi\cher  Rndgrän^en* 
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ticalen  Tangente  A.tanggo^  gerade  so  viele  Linien 
A  enthalten  seyn  müssen ,  dafs  sie  ganz  genau  hin- 
reichend sind,  um  in  jedem  Puncte  eines  horizonta- 
len Halbmessers  A,  eine  von  jenen  unzählbaren  vie- 
len A  ,  nornval  gerichtet  angelegt  zu  denken ;  durch 
solche  Anlegung  aber  die  s^mmtlichen  A  in  der  Tan- 
gente,  nicht  nur  ihrer  Anzahl  nach,  sondern  auch 
ihrer  Richtung  nach,  auf  das  genaueste  verbraucht 
sind,  und  der  Flächenraum  des  Ausdruckes  A.A 
auf  das  völligste,  vollkommen  stetig  damit  ausgefüllt 
aeyn  mufs«  .     . 

§,  52*  Der  Punct  ist  das  untheilbare  Element 
der  Linie,  die  Linie  ist  das  untheilbare^£lement-der 
Fläche,  die  Fläche  ist  das  untheilbare  Element  des 
sogenannten  geometrischen  Körpers ;  und  so  ist  es 
sehr  leicht  einzusehen ,  dafs  man  fernerhin  jedes  Ur-^ 
und  jed^s  Folge- Differential  zur  calculatorischen  Null 
geworden  haben  mufs,  wenn  rtian  auch  bei  Integri- 
rung  körperlicher  Räume  mit  strenger  Bündigkeit 
geschlossen  haben,  will*  Wer  diese  völlige  Strenge 
durch  geometrische  Anschaulichkeit  der  Function  von 
zwei  und  drei  Dimensionen  kennen  gelernt  hat,  Wird 
sicherlich  davon  nicht  nachlassen  wollen,  wo,  er  bei 
Functionen  von  noch  mehren  (ganz  oder  gebrochen 
aufgezählten)  Dimensionen  ebenfalls  die  Differen- 
tial- und  Integral -Methode  zu  benutzen  hat;  daher 
ich  nicht  für  nöthig  halte,  davon  Gebrauch  zu  ma«* 
chen ,  dafs  wir  auch  jede  von  den  drei  geometri- 
schen Dimensionen  uns  intensiv  vergröfsert,  die  Li- 
nie zur  Fläche,  die  Fläche  zum  Körper  erhoben  uns 
vorstellen  können.  Allerdings  auch  den  Punct  zur 
Linie  erhoben;  und  alles  dieses  mit  Beibehaltung 
des   Urelementes,   des  Euklidischen   Punctes,     Dieses 

m 

zugestanden,  würde  selbst  auch  X  ~  xa  durch  geo<« 
metrische  Anschaulichkeit  sich  abreichen  lassen »  weil 

6  * 
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'  I- 

ja  da»  einzele  xn  ,  ale  eine  itetige  Gröfset   durch 

ein«  Linie  dargleslelh  welrdeh  könntiff. 

Aber  wieit  elfitfehnt,  auf  solche  alltn  mühsama 
Darsteltuti'geh  2eit  'und  tianm  kier  verwenden  .  zu 
-wollen«  habe  ich  vieVm'ehr,  selbst  auch  eiAfe  umständ- 
liche Darstellung  des  Kör^erlrchen  IntegVirens  nicht 
einmal  Für  n^thi|;  gehaheii,  nachdedä  ich  die  Integri- 
rung  der  JPläche  vollständig  erörtert  hatte, 

$.  53«     Man  pflegt  gewöhnlich  ad  erinVileri),.dars 
^ie  Vorslelltingy    als  t>b  das  InWgVal  teiVie  Summe  der 
Differentiale  ausmache,  niir  Für  einige,  liicht  für  alle 
Fälle  zutVeiSUhd  sey;  daher  min  sich  an  die  vichti- 
gere  Definittoh   halten  müsae^   dafs  das  IntegVa)  einea 
Differehltiäfea  in  'einer  sohcWii  Funttioit  bestehen  müa- 
aet  welche  differenaiirt,   das  vorgegebne  biffereiitial 
geben  würde.     Ich  hahe  dieae  Definition  die  calcü- 
latorirche  gekannt.     Was   die    dim'eVi'soriache 
betrifft  f  so  Würde  aiev  wen'n  hian  die  Differentialtete 
völlig  rz  o  werden  zu  lassen,  sich  nicht  entschliettien 
will»   wirklich  Inur  in  denen  Fällen  völlig  zutreibend 
bleiben,   in   welchen    sie  audh  Tür  endliche  iDifferen- 
tiale   richtig  wäre;    s«  B.   hei  der  Qnadrirüng   eihea 
Rechteckes,   hei  der  KubirUng  eines   rechtwinkligen 
Parallelepipedi ,    auc'h    eines   Cylioddrs    und    Kegels, 
wenn   man  die  Kreislinie  hinreichend   rectificirt  ge* 
fordert  hat;  kurz  in  allen  solchen  Fällen,  in  welchen 
man  durch  die  Euklidische  Geometrie,. ohne  alle  Dif- 
ferential*  und  Integral- Methode,    zu  quadriren   und 
BU  knbiren  achon  vermag. 

$•   54*     Wenn  man  aber  die  Diffdrentialien  auf 
das    völligste    sich    hat    vernullen    lassen,    so    dafs 

2"  m  —  —7,    in  völligster  Strenge  eine  dimensori- 

•cbe  Endgrinze  dea  X  (alao  fy\U  X  eine  Fläche  ist, 

j 


I 
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7  eine  Linie«  falls  X  ein  Körper  ist*  y  eine  Fläche) 
ausmacht;  dann  oiufs  es  auch  aafs  völligste  ond  gans 
allgemein  Aeine  Eichtigiceit  bähen»  dafs  das  Integrand 
f  dX  in  einem  Aggregate  (eio^r  algeÜraiscbea  Suoim«) 
'  unendlich    vieler  stetig  an   einandelr   liegenden  £n(t- 

dX 
gränzen   —  zz  y  bestehen  mors»     Und  yrex  sich  die 

Mühe^  g^gcbeo  hat«  die  sänimtlichen  Qarstellungea 
und  'ErÖrtermigen  dieses  Kapitels«  bis  hieher,  mit 
der  gehQri(gf:|i  Achtsaiiibcit  a»«  dprcblesen,  der  wird 
nun  ai^ch  die  folgenden  kurs  gefafsteo  Resultate  der« 
selben  riclitig  u|id  deutlich  finden» 

§•  55-     ^)  Jedes  X  +  G  ist  =  6  ^  =   «  7  • 

Indem  Q  y  das  Aggregat;  der  simmtlichen  di- 
mefisprischen  Endgränsefi  in  4er  gesuchten  Function 
X  4~  C   bedeutet«   und   d^h^r  (x^^ine»  der  stetigen 


x° 


(irplse  X  gleichartige  Einheit«  und  —     ein    einzelea 

untheilbares  Clement     dieser     Einheit     bedeutend) 

diirph  (Qp)  entweder 

—  a  +  x  x°        ,      X  x°       ,     -j-a  +  x  x^ 

--_J — QQ.  — ,  oder  -ttOO-  — #  pder  ^ — 5^ — OC»-— » 

also  die  unendlich  grofse  Anzahl  der  sämmtlichea 
iinthejlbaren  Elemente  entweder  in  der 
GrÖfse  —  a-f-x,  oder  in  der  Xt  oder  in  der  -j-a  +  x  »be- 
deutet^ je  nachdem  die  gesi:^chte  Function  X  -f-  C 
mit  X  —  a ,  oder  mit  x  n:  o «  oder  mit  x  n  —  a 
ihren  Anfang  nehmend  seyn  soll« 

S«  56«    Auch  ist  es  eben  so  richtig 

1.  .(00)    i...(oo) 

^^)  dafs  jedes  X-f  C  =  @  dX  =  Gydx  sejn  maCi« 
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Um  i^jBLvon  in  der  Kürze ,  and  anschaulich  zn 
überzeugen,  will  ich  benutzen,  dafs  man  jede  ate* 
tige  Gröfse  Xy  als  solche,  dnrch  eine  stetige  Linie 
daygest^lh  fordern  kann.  Dann  liegt  es  vor  Augen, 
dafsi  urisev  Functionsdifferential  dX  rr  ydbc,  aus  ei- 
nem yÜx  dadurch  gefolgert  wird,  dafs  wir  die  Linie 
dx  immerfort  kleiner  und  kleiner  werdend  nicht  nur, 
sondern  dabei  auch  bis  zu  einem  einzigen  Functe 
dx  einschwindend  gefordert  haben;  also,  Falls  y  ei- 
ne Linie  war,   auch    aus    den   Parallelogrammen  y  lix 

ein  Parallelogramm  .y.dx  ~  y. —  ,    das   heifst,     eii> 

« 

Parallelogramm,  dessen  Breite  nur  noch  in  einem 
einzigen  Euklidischen  Puncte  besteht,  also  eine  Li- 
i^ie  y  gewoMen  seyn  inufs; 

auch  Falls  y    eine   ebne   Fläche  war,    aus   dem 

Prisma  y/dx  ein  Prisma  y.dx  ~  y.  —  $    das    heifst« 

ein  l'risma,  dessen  Dicke  bis  auf  einen  einzigen  £uf 
klidischen  Punct  eingeschwuhden  ist,  also  eine  Flä- 
che y -geworden  seyn  mufs. 

pbgleich   es   uns    nun    eben    dadi^h   wiederuni 

gewif«    ge\Vorden    ist,    dafs  (CX))    als    die   Anzahl   der 

aämmtlichen   ydx  in  dem  verlangten  X  4~  C«   gerade 

eben   dieselbe    unendlich    grofse    Anzahl    seyn   mufs, 

welche  die  Anzahl  der  sämmtlicben  untheilbaren  £le«* 

xo  .       ' 

mente,  jedes  n  — ,   entweder  in  der 

OO 

stetigen  Gröfse  — a-j-x,  oder  o  +  x,  der  -f-a+x 
enthalten  seyn  mufs :  so  würde  uns  doch  dieses  die 
Gröfse  X  -j-  C  durch  endliche  gleichartige  Gröfsen 
(z»  B.  eine  FlächeX-j-^  durch  Quadrate,  die 
körperliche  Raumgröfse  X  -}-  C  durch  Würfel) 
anzugeben,  nur  verhelfen  können,  wenn  wir  die 
mittlere  Gröfse  der  sämmtlicben  y  anzugeben  wüfS' 
ten;  wie  z.  B,  die  j  in  $•  s^,  und  0,  30, 
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$•   57*     Unglekh    öfter    kann    es    uns   gelingen» 

nachdens  wir  -p-  =  y  IT  3E    erhalten,     nämlich    die 

dx  "^ 

dimensorische  Endgränze  y  als   eine  Function  des  x 

^usgedriicltt   haben »    vermöge    der   dritten  Gleichung» 

dafs  nämlich 

3)  auch  jedes  X  +  C  n  fydx-j-C  zz  fSdx  +  C 

seyn  mufs»  aus  der  Form  des  Dif ferentiales  dcäx, 
auf  die  Form  des  X  zu  schllefsen;  wobei  ein  treues 
Gedächtnifs  den  Verstand  vertreten  kann,  wie  eß 
aus  so  manchem  Lehrbuche  der  Differential-  und  In^ 
tegralrechnung  am  Tage  liegt;  des  so  genannten  Fun- 
ctionen -  Calculs  zu  geschweigen« 

$*  58*    I^er  grofse  Euler,  dessen  Namen  wir  alle 
mit  Dank    und  Ehrerbietung  zu  nennen  haben »    be« 
safs   vielleicht    das    treueste    und   zuverlässigste    For« 
mölngedfichtnils    unter   allen,    die    als    Erfinder   und 
Bahnbrecher  in  der  höhern  Analyse  aufgetreten  sind; 
und   mit    seinem   vielumfassenden  Verstände  war  zxl* 
gleich    die    aufrichtigste    Wahrheitsliebe    verbunden. 
Dennoch   scheint  es  fast,   als  ob  er  die  wichtige  Ue- 
berzeugung,     dafs    das    wahre    Functionsdifferentialt 
wie    es   für   treffende  Anlegung    des  hohem  CalcuU 
auf  die   Geometrie,    und   auf  die  Wissenschaften  der 
angewandten  Mathematik,  noth wendig  ist,   auch  cal- 
culatorisch  strenge  und  genau  nur  dui:ch  ein  dx :::  dx  z=  6 
geworden,  zu  finden  6ey ^  mehr  durch  calculatorische 
Erfahrung  und  Ueberschauung ,    als  durch  einen  völ- 
lig scharfen  und  bestimmten  Begriff  des  dx  ZZ  o  sich 
erlangt  habe;^  denn  bei  seinen  Anlagen  des    Calcula 
auf  angewandte  Mathematik,  fehlt  es  ja  oft  an  einem 
deutlichen  Begriffe  der  sächlichen  Infinitesimale. 

S«  59*  .  Da  es  in  einem  Lehrbuche  der  Diffe- 
rentialrechnung für  Anfänger,  hauptsächlich  darauf 
ankommt,   den   calculatorischen  Mechanismus  für  die 


\ 


\ 
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Auffindung  des  Func(iontdifferentia)s  vermittelst  des 
Ürdifferentiales  bündig  zu  erweisen,  und  ipikn  dsbei 
Ineines  Erschtens  sehr  gat  and  rathtam  festsetzen 
kann«   dafs   dX  H^  ydx  das  v5Hig  genaue  Functions- 

£fferentia1  heifsen  soll,  wenn  y   ir  y    der    genaue 

Differentialquotient  ist;  dieser  aber  offenbar  seinen 
genau  bestimmten  Werth  erbäh,  wenn  man  in  dem 
dafür  sich  ergebenden  Ausdrucke,  jedies  darin  iibrig 
g^bliebne  dx ,  als  einen  zu  rr  o  gewordenen  Factor 
betrachtet:  so  wäre  auch  mir  in  meinem  Systeme  der 
Differentialrechnung  ein  qaehres  über  dieses  dx  zt  o, 
|;eworden,  zu  sagen  nicht  noth wendig  gewesen»  aU 
dafs  mit  dx  r=:  o,  aUch.dX  rr  o  geworden  seyn  mäS'- 
M,  nhd  daher  der  genaue  Werth  des  Differenlialquo« 

tienten  als  ein  y  n:  7—  r=  -  sn'  betrachten  sey«     In« 

'        dx        o  ^ 

deasen  schien  es  mir  immerhin   nützlich«    weil  ich 

meine  Zuhörer   mehr  zum  Denken  eis  eum  Rechnen 

z«  gewöhnen   suche,  vorläufig  darzulegen,    dafs  ein 

Fl&chendifferential    dX  =  y  dx  r=  y  .  o  ,    als    FUche 

allerdings    zz  o  seyn,    dabei   aber   doch    eine   Linie, 

und  zwar  eine  dem  jedesmaligen  Endpuncte  des  ver« 

Inderlicben  x  zugehörige  Efidgränze  der  verinderlt« 

ehe  Fläche  X  seyn  müsse* 

$.  6o,  Da  es  nun  aber  in  der  Integralrech- 
nung darauf  ankommt,  entweder  aus  den  Endgrän- 
zen  y  auf  die  Fläche  X,  oder  aus  dem  Fläch^'ndiffo« 
Tentiale  dX  z=  y  dx  auf  die  Fläche  X  zu  schUefsen, 
!^li  jenem  Schliefseo  aber  y,  als  Mie  mittlere  Gröfse 
4er  sämmtlichen  y  erforderlich  ist,  die  sich  nur  sel- 
ten geradezu  finden  läfst:  so  mufs  nun  bei  der  zwei» 
ten  Art  zu  schliefsen ,  allerdings  die  Frage  entstehen, 
wie  aus  noch  so  vielem  Flächen- Nichts  ein  endli- 
ches  Flächen  -  Et  was   sich  anschaulich  ergeben 


lii^nn«!  (DenlA  wia  e«  durch  calculatoriachen 
Mechanisniu»  ^efaodea  'W«fde«  \%K  \v^  vorigen 
K»pite)  ge}ehft) 

$.  6t.  Nachdem  nna^bler  f&r  das  weidende  Fli- 
ehen-Differential  SdX  =  ^y  Vlx«  9wei  einander  noroia- 
le  Linien  'y  und  dx  angenommen.  Eaklid«^  Definition 
,  dea  Pnnctea«  anf  das  anschaulichste  überzeugt  hat, 
dab  im  genauen  Flächen  -  Differential  dX  =  7  dx, ' 
das  genaue  Linien -Differential  dx*  9um  umheilbaren 
Elemente  der  Linie  geworden  seyn  mufs;  so  sind 
wir  dadurch  für  jede  andere  stetige  Grobe  x«  aio 
mag  Fltche.  oder  Körper«  oder  Zeitverlauf  u.  s«  w« 
seyn«  ebenfalls  gewifs  geworden»  dafs  ihr  genaues 
Differential  dx  in  dem  untheiibaren  £lementc  der  ste-^ 
tigen  Gröfse  %  bestehen  mnCs, 

$.  68«    So  gewifs  es  nun  aber  ist «  dab  -^     ge» 

,  schrieben  t  und  dessen  Divisor  00 1  eine  unendlich 
grofse,  ewige  Zahl  bedeutend,  einen  so  richtigen 
calcnlatorischen  Ausdruck  des  untheiibaren  x  1  Cle« 
mentea  ausmacht,  als  man  dergleichen  anaugebqa 
vermag«  weil  sich  ja  iiber  die  Gröfse  der.  ewigen 
Zahl  00  nichts  bestimmen  läfstt  eben  so  gewifs  ist 
es«  dafs  wir  für  die  Differential-  und  Integralrech- 
nung unrichtig  und  fehlerhaft  verfahren  würden,  wenn 

X 

Wir  das  Differential  dx  rr  :—  anaet^en  wollten, 

OQ 

•  Denn  in  der  Differentialrechnung  soll  ja  na-» 
mentlich  das  constante  dx,  bei  allen  noch  so  yerin<r 
derlicben  Werthen  des  x,  immerfort  einerlei  bleibend 
seynt    müfste   daher   dem  calcnlatorischen  Ausdruck« 

dx  ~  —  ein  00  aufgebürdet  werden,  welches  dem 
00 

X  umgekehrt   proportional  wäret    wie  es  doch   mit 
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der  (inDiff.  R.VII.  als  noth wendig  erwietenen)  gleich- 
zeitigen Gleichheit  der  OC  »  folglich  auch  der  oOt 
sich  nicht  verträgt. 

In  der  Integralrechnung  aber  mufs  nsan  alle- 
mal in  dem  Ausdrucke  eines  fdX,  aus  welchem  man 
auf  X  schliefsen  will ,  entweder  mehre  OO  schon 
aufgeführt,  oder  doch  neben'  dem  einen  aufgeführ- 
ten, wenigstens  ein  zweites,  dem  ersten  gleichbe- 
deutendes, zur  Hand  haben;  weil  man  ja  aus  einer 
durch  unendlich«  unerreichbar  grofse  Zahlen  aus- 
gedrückten Grjöfse,  nur  vermittelst  anderer,  eben 
60  unerreichbar  grofsen  Zahlen,  auf  ein  endliches  Re- 
aultat  gelangen  kann, 

$,  63.  Daher  ist  es  nun  für  den  gesammten  In- 
finitesimalcalcul  noth  wendig,  anzunehmen,  dafs,^  x^ 
eine   der   stetigen   Gröfse   x    gleichartige   Einheit   be- 


x.° 


deutend,  allemal  dx  n  —  gesetzt,  allemal  dx  durch 

00 


x° 


dieses  —    calculatorisch    ausgedrückt  geachtet ,    und 

00  . 

durch  dieses  untheilbare  Element  der  Ein- 
heit x^  auch  das  untheilbare  Element  der 
Gröfse  x  angegeben  werde. 

Dann   haben  wir  vollkommen  bündig,   dafs  jedes 

X  X^  X 

X  n:  -TT  00  •  —  f  nämlich  —r-  oO   die   unendlich  cro- 
x*^  OD  x'^  ^ 

fse  Anzahl  der  untheilbaren  Elemente  im  x  bedeu- 
tend, eben  defshalb  seyn  mufs,  weil  ja  dieses  oO  al- 
lemal die  unendlich  grofse  Anzahl  der  untheilbaren 
Elemente  in  der  Einheit  x°  bedeuten  soll ,  die  ange- 
nommene Einheit  x°  mag  so  grofs  oder  so  klein  seyn; 
als  sie  will.  Dafs  sie  nicht  für  alle,  sondern  nur 
für  sehr  wenige,  unendlich  wenige,  von  den  sämmt- 
lichen  einzelen  Werthen  des  steligen  x,  ein  aliquoter 
Theil    wurde   seyn  können,     thut  unsern    Schlüssen 
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\  • 

keinen  Eintrag;    weil  wir  ja  bei  allen  diesen  Scblüs* 

x° 
een  vermittelst  des  calculatorischen  Ausdruckes    —  , 

OO 

auch   calculatorisch    durch    dieses  <einzele  untheilbare 
Elenient  s^u  pressen  verlangen, 

jj.  64*  Wie  nun  aber,  wenn  x  keine  stetige 
Gröfse  ist?  Ich  erwiede/e,  dafs  für  diskrete  GröFsen» 
an  und  für  sich  betrachtet,  kein  Infinitesimal «Calcul 
brauchte  erfunden  zu  werden^  Wenn  man  aber  der- 
gleichen  diskrete,  das  beifjtt,  durch  die  unvollkom- 
mene Rlassification  eines  Zahlsystemes  uns  zugezählte 
Gröfsen,  mit  stetigen  GrÖfsen  zu  verbinden  hat;  so 
ist  es  einleuchtend  9  dafs  man  gerade  nur  den  feine« 
ren  Maafsstab  der  stetigen  Gröfsen  für  beide  gebraucht 
fordern  mufs.  Und  selbst  auch,  wenn  man  Hesültate 
aus  lautei^  diskreten  Gröfsen,  vermittelst  der  kürzeren, 
weniger  n^übsdigen,  und  .eben  defshalb  zuverlässige« 
ren,  leichter  durcbschaubaren  Methode  des  Infinitesi- 
mal-Calculs,  zu  finden  wünscht:  so  mufs  man  die 
diskreten  Gröfsen  zur  stetigen  Vollkommenheit  zu 
erheben,  und  dann  die  diskreten  Resultate  nachher 
abzusondern  suchen.  £ine  Benutzung;  dieses  Gedan* 
kens  wird  in  einem  der  letzten  Kapitell,  die  Sunj^- 
mirung  der  Reihen  betreffend,  vorkommen. 
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Viertes  C^pitel^ 

Einige  togarithmische  und  trigonometrische  Fun^ 
^tionen   vennitteUt   des  algebraischen  Integrirensi 

in  Reil^en  auszudrücken. 

§,  I,    D«  d  1^1  (1  +  x)  =  — -i-  =  -4—  •  ^  "*< 

und   — j —  ~  t  —  X  +  X*  —  X*  4-  — etw« 

durch  algebraische  Diviftion«  od^f  auch  alt  (i-}rx)~' 
ducch  die  fii|ioixiialreihe  gefunden  wird ;   «o  hj|i  man 

auch  dlp|(i-^x)i:^|di^--xdx-fj^'dj^  — x^dx^-  — ..• 

x*'        X^  X* 

*  ^  T 

P4    nan.  für    den    einaelen    Weribfall    x  rr  o 
|0 j  (1 -f- o)  =  (0|)  I  r: P  w^f  to  mafs  apch  (JrzQ  aeyn, 

Pemnach  lpg(t:f  3^)  ;=:  )?  —  ^"f  |^—  j-+  — «m^ 
Eben  fQ    IpgU— x)  zz^x-.  1,—  —  —  ^ p,... 


■ff  *  "T 


•  «  •  •'  f 


folglich     IP9  1^  =:3|x-j-|!+  |1+  ^-1  + 

aus    welcher     Reihe    aich    (m,  «^  piff,  JV,  X.   §•  36.) 
auch  die  folgfmdf  ergibt; 

§«  2.     Piese  ]eta^te  Reibe  gibt  für  jede  bejahte 
Zahl  u  eine  Reihe,    die  von  ihrem  ersten  Anfange  an 
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teliedei'.tonvcrgtnt  i«t>  ifilt  jede  bejahltt  Zahl  «. 
also  für  jede  ZabI,  Welche  teinen  Inögliclit^n  Log»« 
rithttien  haben  kann. 

In  deüf  VoTletanph  Reihe  für  (09(1— x)  kann  x, 
höchsienn  tr:  1  seyn«  wenn  der  LogdrUhme  nicht 
unmöglich  wenden  BoH, 

logd  — X)  =  1090  =  —  1  —  -  —  1^— ~  —  .... 

alfld  ein  ve^ndhtes  Unendliches^  l)ekn  Mrir  apäterhin 
bei  Summiriitig  dieaer  Reihe»  in  einem  der  letzten 
Kapitel,  noch  eine  kkierKwürdige  Beitiminüng  hinza- 
fügen  Werden. 

Wo  tes  um  beqnem«  Berethnüng  einzeleir  Loga- 
rithmen^  odet  sogar  hinreichend  vollständigelr  Lnga- 
Tithmientafeln  tu  thttn  ist.  Wird  man  noch  mancher- 
lei andere  Reihen  in  Gebrauch  zu  nehmen  haben. 
Für  uns  aber  dürfte  nur  die  Folgende  noch  %U  beach- 
ten nöthig  seyn;  fn  welcher  statt  der  i  im  obigen 
log(i-|-x)  eine  alll^meiilete  Zahl  «  gesetzt  ist. 

-i.     *t^     I     ^,^i.dx     l.dx    ixdx    x^dx    x^dx 
4.3.  Da  diCa  +  x)üi:' =ä- — -^.^^.^  ^^ — . 7-+-... 

X        X*  X*         ^* 

also  rdl(a+x)  — --• — r+' — «-^ — tH — ...4-C, 
^       ^       ^     «a*    3«»    4a*   '  * 

für  xrro  aber  Io0  a  n:  o—  o  -f-  o  —  o  ....  +  C  ist; 


X*     .     x^  X* 


80  mnfs  rea(«+x)  =  log  »+a""5F  +  5;^~4j4+-  »^^  »• 

Dies^  Reihe  ist  nun  Sehr  con vergebt,  wenn  •  viel* 
mal  gröfser  als  x  ist. 

Bedürfen  wir   z.  B*   des  (0910003,   welchen  die 
Tafeln    nicht     mehr     angeben ,    so     benutzen    wir» 


94    Cap.iy.  Logar.  und  trigonometü  Eanetionen 
dab  (og  (ioooo-f-3) 

lOOOO         fi.lOOOO*     '     10000^ 

~         I         -4^0,0003'— 0,000000045+0^000000000009 

%eyn  mafs^ 

wodurch  also  10310003=9,210640325  gefunden  wird, 
§*  4*    Eben  80  kann 

^  a         sa-^         3  a*        4  a** 

■ 

benutzt  werden,  um  z.  B.  (009993  als  log (10000  —  3) 

'Zz  9.21034037  -^ ^^—  -^  — - — i ^—3  — 

^  10000  S?.  10000*  lOGOO"* 

zz         $  — 0,0003 —  0,0000000045  —  ...•♦♦• 

ZZ  9,21004032  •«,.  zu  finden« 

$.  5*    Da  d  arc  tang  x  rr  — ; dx , 

^  °  i+xx 

also  auch  rrdx  — x^dx-|-x*dx — x^dx-^ — ...ist, 

apmufs  arctangx±:rdx — fx^dx-l-fx'^dx  —  fx^dx  -j- 

_  x3        X»        x^   ,  X    n  ' 

=  x— — +  ^ — -1 ...  +  Cseym 

Dieses  ist  nun  die  in  Diff,  R,  XIIL  §.  11.  schon 
vorläufig  erwähnte  Methode;  unter  allen^die  kürzeste, 
um  die  Länge  des^  Bogens  für  die  gegebne  Tangen- 
tenlänge X  zu  finden.  Soll  dabei  nur  von  Bogenlän- 
gen die  Rede  *eyn,  welche  mit  x  iz  o  ihren  Anfang 
nehmen,  so  ist  die  Constante  C  =r  o. 

§.  6.     Dafs  diese  Reihe  für  jede  Tangente  x  grö- 
fser  als  1  gegeben,    divergent,    und  daher  zur  unmit- 
telbaren Berechnung  aller  Bogen  im  ersten  Quadran» 
/  ten,    die   gröfser   als  45  Grad  sind,    unbrauchbar  ist, 

liegt  vor  Augen,     Mehr  darüber   habe  ich  schon  in 
der  Differentialrechnung,  a,  a«  O.  f«  12  —  §•  i8f  ^^i* 
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gebracht,  und  noch  Mehres"  in  einem  Aufsatze  über 
ein  Memoire  des  Hm,  Poinsot,  Isis  1325.  Heft  IV« 
Seite  394. 

dx  — * 

•    §,7,    Da  daroinxrr  ■   ,  _^     =(1— XX)  ^^x 

ist  (Diff.R.Ö.«5.). 

also  arcsinx  rr  f(i  —  xx)  ^  dx  seynmufjj; 
und  wir  dieses  Int^grand  vermittelst  des  Binomial- 
theoremes»  durch  lauter  solche  Glieder  auszudrücken 
wissen«  welche  einzeln  algebraisch  integrirbar.  sind: 
so  kann  auch  auf  völlig  ähnliche  Weise»  wie  vorhin 
für  die  gegebne  Tangentenlänge,  eine  Reihe  gefun-. 
den  werden,  nach  welcher  man  die  Bogenlänge  be- 
rechnen kann«  welche  einer  gegebnen  Sinuslänge 
zugehört. 

Aber  auf  solche  Reihen  yiele  Zeit  zu  verwenden, 
ist  uns  nicht  nothig,  so  rathsam  es  übrigens  war, 
diese  Methode  aus  dem  hier  angegebnen  Gesichts- 
pancte  dem  Anfänger  hier  vorzutragen« 


96.  ^ 


Vünftes    Capilel. 

Welche  (ä  +bx")P  x"  Ax  {1.  §.35-)  ^ch  rmnrN 
telst  der  nlgehraischen  Integrirungsregtl  f X^'dXC: 

-^  +  C  gtnnu  integrinn  laisen^ 

$.  1.  Wetin  tti  rr  m  ^—  1  gegeben  ist,  w  liat 
man  lediglith  der  in  t«  5«  S7*  Bcfaön  erwtihnteii  Hälfe 
eines  constanlen  Factors ,  hier  des  nb  nöthig^  um 
einzusehen ,   da(s 

f(a-f.bx°)Px»»-»J[x  ftU  r=  -^  r(a+bx*)P*  nbx«»-»  dt 

der  algebraischen  zweiten  Inregrirung^regel  (I.  %.  fti.) 

unterworfen ,  rfch  !z:  ^-^  .  , "  +  C  tergeben 

nb  !>*{"* 

murs  bei  jedem  p«  Und  obgleich,  falls  {>  ~  «—  t 
gegeben  Mräre,  dieses  vermittelst  der  algebraischen 
Integrirungsregel  gefundene 

=  —  .  ■  — i- ^  —  -r  Tod  Ca  4-bxn)  Beyn  wurde  tT* 

nb    .         o  nb      ^  ^     *         "^      "^ 

$«  fit.)*  aIbo  meistens  nur  näberungsweJse  angeblich 
wSre:  so  kann  doch  dieses  vetmitlelsr  der  schon  be« 
rechneten  logarithmiscben  Tafeln  mit  aller  irgend  er- 
forderlichen Genauigkeit  so  leicht  geschehen,  dafs 
man  auch  in  diesem  Falle  das  Integral  für  genau 
schon  gefunden  anerkennt* 

$•  fi.  Nun  kann  die  Frage  entstehen,  t>b  nicht 
bei  einigen,  anders  als  m  n  n  -^  i  gegebenen  m 
und  ii  9  gleichwohl  durch  die  Mitwirkung  einiger  p, 
das  vorgegebene  Integrand  ebenfalU  der  algebraischen 
Integrirungsregel   unterworfen  seyn  könne !     Um  die- 
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8e  p  za    finden,    naüssen   wir  bedenken,    daTs 
II)  jede0  f(a  +  bxn)P.  x«  dx       ^ 

auch  —  —  —  f(ax-«+b)P  —  (nax™+«p  dx), 

also  der  Form    fX?  •  dX  unterworfen , 

:i  j  1.  »    (ax-«+b)p+*    .     _  ^ 

und  daher  —  -r-  -t-»^-^ r-^ h  C    •eyn    rnufa» 

iSa  P  +  * 

wenn  na  +  np  — — n-— 1^  alao  m-^i-|-(p  +  0  Jf*  — <>• 
also  m  =z  —  (p  -}*  ^)  ^  *^  1*:  gegeben  ist»  und  aonat 
nicht« 

«§»  3«  Nur  unter  diesen  beiden  Bedingungen, 
dafs  entweder  I)  m — n — i  oder  II)m  — —  (p+i)n— i 
gegeben  aey »  kann  ein  vorgegebenes  Integrand 
r(a-f-bx°}P.x°^  dx  der  algebraischen  Integrirungsregel 
fXPdX  mit  einem  Male  unterworfen,  und  so  geradezu 
genau  integrirt  werden.  Denn  obgleich  auch  bei  ge* 
gebnem  p  r:  o    das  Integral  allemal    gans    genaa 

~  f  i.x«*dx  rr  — —  +  C  seyn  mala:  ao  liegt  doch 

eben  dadurch  audi  vor  Augen ,  dafa  bei  p  rr  t  dai 
Integral  allemal    ür  fax»  dx  -f-  f bx"*+»  dx 

~  — -—  -i- seyn  mnfa;  und  to  wird  ea  doch» 

.m  +  i       n  +  m+.i 

80  lanrga  man  (a-j-bx'^)^  als  einen,  dem  (a-{-bx*^)P 
sugeh5rigen  Fall  mit  gebundener  Stammgrölbe  betrach- 
tet, immerhin  der  gleichfolgenden  Reihenentwicke- 
lung unterworfen  bleiben. 

§.  4.    Wenn  nämlich  p    ir^nd  eine  bejahte  gan« 
se  Zahl  ist:  so   erhalten  wir  tiach  der  bekannten  Bx- 

nomialreihe  * 

-"■•■« 

(a-fbx«)P  =  aP  -f  paP-»  bx«  +  Mzh  aP-^b^  x*» 


• 
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III)   also  r(a+bx«)P  x«dx 
z:faPx"dx+fp.aP-*bx«+»dx  +  f2^— .aP-*b2x«»+»dx 

.  fP«P-''P7°-  ar-»b»x»°+»dx4-.... 
^        ».«.3  ^ 

aP.x"»+»    ,  p.ftP-«bx»+""'^   ,  p.p^i  aP-«  b» .  x*"+"+' 

*""    m -}- 1    '     n -j-.m  +'i  i^ß       sn 4-001  +  1 

"  •  1.2.5  3n  +  «»+> 
nicht  nur  bei  jedem  pt  in  den  einzelen  Gliedern 
durch  die  Regel  I»  $•  is,  genau  sntegrirt,  sondern  es 
nkufs  auch  diese  Reihe  mit  ihrem  (r — i)ten  Gliede 
schon  beendigt  seyn^  wenn  r  ~  p  geworden  ist, 
und  daher  schon  das  nächstfolgende  Glied 

l.fl r.r  +  i  m+m+i  ^ 

des  Factors  p  —  r  ~  o,  wegfallend  seyn  mufs» 

-"  ff 

Mag  immerhin  in  irgend  einem  Gliede  der  ver- 

x° 
Mnderliche  Factor  sich  als  —  ergeben,  und  daher  statt 

dessen  (OQ  x  anzusetzen  seyn :  so  wird*  gleichwohl 
das  Integral  genau  genannt,  weil  es  in  einer  be- 
stimmten Anzahl  integrirter  Glieder  besteht.  Denn 
obgleich  (09  x ,  für  die  allermeisten  Werthe  des  x» 
anders,  als  näherungsweise,  am  bequemsten  also 
durch  convergirende  unendliche  Reihen,  nicht  zu  fin- 
den ist:  so  werden  doch  diese  als  schon  berechnet 
in  den  Tafeln  durch  eine  einzige  Zahl  mit  Decimal- 
brüchcn  hinreichend  genau  angegeben» 

§•  5*  Wenn  nun  aber  ein  vorgegebenes 
(a -f  bx")P x""  dx ,  unmittelbar  nicht  nach  I)  oder  II), 
und  vermittelst  der  Binomialreihe  nach  III)  genau 
integrabel  deshalb  nicht  ist,  weil  p  keine  ganze  be- 
jahte Zahl  ausmacht:   so  entsteht  die  Frage,    ob  es 
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trielleicht  nicht  für  einige  n»  p  nnd  m  noch  ab«> 
brechende  fteihen  geben  möchte;  und  Welche  n  und 
ond  p  und  tn  daftu  erfordert  werden !  Allemal  wird» 
wo  dieses  noch  ungewils  ist,  das  vorgegebene  Inte* 
grand  det  Form  fXPd£  dergestalt  unterworfen  seyn» 
dafs  d£  ein  !=:  ^dX, 'nSmlich  nicht  etwa  durch  einen 
cönstanten  IPactot^  aondetn  durch  einen  mitJC  veiän* 
derlicben  Factor,  vom  dX  verschieden  ist« 

§«  6.    tn  dieser  Hinsicht  wollen  wir  zuvärdent 

täle  Fötm   (a  -f-  bx)P  x  dx    vornehmen^      Ihre  Integri« 

tung    ist    der   Fnndamentalregel    nicht   unterworfen^ 

weil  der  freie  Factor  ^xdx  vom  b.i.dx»  dem  Diffe^ 

tential  der  Stammgröfse,   nicht  blofs  wegen  des  con^ 

fitantön  Fa^tdrd   b    (Welcher    sich   leicht   fortschafFen 

liefse),  sondern  auch  durch  den  veränderlichen  Factor 

X  verschieden   ist.      Der  gan^e  Atistofs  ist  gehoben» 

Wenn  kUan  Statt  dieses  Sufsern  X    das  Ihm  gleichgüU 

a  1  - bx        a 
tige  '—V—'  -"  r  schreibt.    Denn  dadurch  wird 

(a  -^  bx)P  X  du  s:  (a  +  bx)P .  Q^  ^  0  ^^^ 

!::  i  (a  -j-bx)^'  djt  _  i  (a  ^  hx)P  dx , 

wird  also  dieses  Integral  als  ein  sweigliedrigea 
ganÄ  genau  in  seinem  verändettichen  Theile  erhal- 
ten; dem  eich  iibrigens  ein  constantes  Glied  allemal^ 
aollte  es  auch  rr  d  seyn,  hinzufügen  muÜ,  ob  wir 
gleich  das  jedesmalige  Anmerken  demselben  von  nUn 
an  ersparen  wollen^ 

$,  f.     Ans   Wieset   letzten  .fiarstetlüng    erheilel» 
aafs  ein   Differential  der  Form  (a4-bx)Pxdx  eigeni» 

7* 
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lieh  ein  Aggregat  ans  swei  Autdrficken 

^  (a-|-bx)P+«dx  und  —  -  (a  +  t>«)^  dx   ansmacbr« 

und  sehr  natürlich  gerade  in  diese  beiden  Theile 
wiederum  serlegt  werden  moTs,  um  sein  Integral 
Termittelst  der  Fundamentalregel  genau  angeben  zu 
können« 

$.  8«  Eben  daraus  ist  nun  schon  absunehmen» 
dafs*  dem  Ausdrucke 

(a-|-bx)P  x»dx  noch  mebre  solche  Theile 
i^gehören  müssen«  in  welche  man  denselben. genau 
^.erlegen  mufs»  um   ihn  genau  integriren  su  können» 

Denn  da  x  n  — -r b        b  (*  +  ''^ — •)    **^* 

so   mufs 

X«  =  ^  ^(a+bx)« - ma (a+bx)«» + 2£2:1: j^a  (a+bx)»« •.. ) 

also  der  vorgegebene  Ausdruck  (a4-bx)Px"^dx  auch 
2z  -L  ^(a-f  bx)P+«  —  ma  (a  +  bx)P+«-» 

-^211:!lü±a*Ca+bx)P+»-*,.,..^  dx. 

also  f(€-^bx)P  X»  dx  n 
1   A^+bx)P+«»+>    m.a(a+bx)rh»  m.m^t.  ^  Ca4-bx)P+"-» 

m.m-t»...4m-r.    ^    (a+bx)p-^»-'f  _ 
1  .fl«..r.r-fi.  p-|-m  —  r^ 

also  kurs  vor  diesem  rien  Gliede  schon  beendigt 
seyn;  falls  m  -^  r  =r  o»  also  m  irgend  ^ine 
ganise  bejahte  Zahl  r  ist« 

S«  9»  Oehen  wir  nun  endlich  an  das  allgemein- 
ste (a  +  bx»)Px"  dx,  welches  wir  der  Kürze  we- 
gen =:  TPd3B  schreiben  wollen:  so  bemerken  wir  so* 
gleich,  dafs  der  Stammgröfsc  Differential  dT  =r  n.bx^^-'  dx 


genau  zu  Uitegriran  sind^  101 

den  veränderlichen  Factor  x"~~'  schon  ,  enthält »  und 
wir  daher  den  freien  Factor  d3B  m  x»  dx  ,  ala 
n  x™"»+* x«»-»  dx  betrachten,  und  blofa  dem  Factor 
xm-n+i  ^ine  solche  Gestalt  geben  müssen,  daCs  er  mit  ^ 
dem  x""^  in  dem  Differentiale  der  Stammgröbe  aich 
gehörig  vereinigen  kann.    In  dieser  Hinsicht  bedenkt 

man  i/riederum,    dafs  x<*  =  r-  (T  —  a)    iat»      also 
X  rr  -i-  (T— a)ll,    und  daher  x«-a+» 

bu 
D     n 

Käme  vregen  M  r:  ■     '      bedeutend-,  fQlgücb  auch 


1  i.a 


..  ±  M-i.M-.«......M-r. ^^ ^j„_,_, ^ l 


•     -  1.2 


demnach  tv  dS  = 

nb^l  I  1.2 

,  M-i.M-3 »M-r.     — ,^1^        _    1    •   «  ,  j 

1  •  *  ••••••  r  .  j  ' 

Da  nun  nbx*^~^dx  =  d  (a-f-t^I"^)  n  dT  ist:  so  habe« 
V)    wir  f  (a  +  bx»)P  X«  dx  n 

£bMlp  +  M      i    '  p+M-i   "**     i.a     •  p-f-M— 2 

^M-n^M-a^.M.M-^r  a»TP+^-»_        l 
"■  1  •  a  .•...•  r  p-f*m— r  ^         j 

alio  dieses   Integral  mit  dem  (r«— i)ten  Gliede  schon 
sich    endend,    wenn    im    rien  Gliede    der    Factor 

M  —  T  r:  o,  aUo  M  rr  r»  daa  heifst    ■  T^    irgend 

n 

einer  ganzen  Zahl  r  gleich  ist;  ea  mag  übri« 
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gens  xn  und  n  eliie  ^aii99  oder  gebrochene,  bejahte 
oder  yerneifit^  Zahl^sejrn, 

$•  so«     Auf  diese  Beendigapg  deir  Reihe  hat  nun 
p  gar    keinen    {linflufa ;     "veelches    f  reiliqh    gaiiis    er* 

wünscht  seyn  »ag,  wo  — -^—     eine    ganze    bejahta 

Zahl  ist  9  und  demnach  bei  jedem  p  dai  obige  Inte« 
gral  genau  liefert.    Wenn  aber  — ^!^  eine  verneinte 

oder  doeh  nur  eine  gebrochene  bejahte  Zahl  ist»  und 
daher  die  Reihe  III ,  ina  Unendliche  fortlaufend  ajjn 
würde ;  ao  wird  maq  die  Frage  ^qf werfen  ^  ob  es 
nicht  eine  anderweitige  Reihe  geben  möchte«  welche 
bei  einigen  aoJchen  m  xaiA  n  durch  den  CinfluTs  ei-' 
iiiger  p  sich  ebenfalls  beendigen  müfate? 

In  dieser  Hineicht  werden  yvir  wlederuna«  wie 
schon  oben  in  $•  ü,  die  p  ins  Spiel  zu  ziehen  Sil'' 
chen,  durch  die  Betrachtung,  dafis  jedes 

f(a-|-hx«)vx»adx  auch  z=  f(b+'ax~n)Px™-H>p  dj^  ist; 

wodurch  wir  statt  des  Jlriterii  UlX-i  zlZ  t     für   IV, 

n 

nunmehr  das  Kriterium  — X    PX  .  ^  r   gewinnen , 

nämlich  nunmehr  wissen,  dafs  jedes  f  (a  +  bx'O^'x^dx 
duch     dann     genau     integrabel    seyn    mufs  ,     wenn 

li—  -«1^  r ,  also  •! — sr — r  -j-s-  p  ^  — ^  X  9  also 


II  n 


M  -]-  p  einer  verneinten  ganzen  Zahl 
gleich  ist;  auch  die  dafür  gehörig  integrirte  Reihe 
fius  der  vorigen  IV.  sicTi  ergeben  mufs,  wenn  wir 
statt    ihrer   T  ZT  a  -f-  bx*»    bedeutend,     allenthalben 

T  ~  \)  -Y  ^^'^  bedeutend ,  auch 
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•  I  * 

statt  ihrer     a;    ^ ;      n  und  M  rz  »^  t"  .    bedeutend. 

n 

allenthalben  b:    a; '  -n  und  u  r:    i  'Xi   PT,.  bedeä- 

—  n 
tend  schreiben ;  wodurch  wir  nun 

V)              f(a  +  bx*)Px«dx  zz 
' '    uS — ; —-.*>•—. —  +— ' —  b" r-  —^ ♦•♦.•♦.*. 

'     ^  /x— i,A>— e fji—r. ^^  T\-^f^-r  _       ■ 

^  t.ß r  p+/4-r    ^        I* 

als  eine  Heihe  erhalten »    welche  durch  irgend  einen 
r  ten    Factor    /^^  —  r  zz  o    wegfallend   werden   maU, 

wenn  /a  ~  -f-  r^  also  — * ^^ — ' —  ~  +  r ,     alao 

Um 

tnA~i    ,  i      i_  -r  na -4- 1     , 

— ' —  +  p  n  —  ff  das  heust f   wenn     ■■  '■■■    +  p 

irgend     einer  / verneinten      ganzen     Zahl 

gleich  ist. 

•  ^ 

§,    )|«     Nachdem  ich  hiermit  diese  fünf   schon 

längst   bekannten  genauen  Integrirungen   zum  Besten 

der   Anfänger  so  vorgetragen  habe,   dafs  sie  auch  das 

Verfahren  zur   Auffindung  motivirt  fehen:    so    wird 

ihnen   auch  der    nunmehr  folgende  kürzere  Vortrag 

verständlich  aeyn. 

Kurzer   f^oftrag  des  Bisherigen. 


1 


J.  13.    Jedes  f(a-f"bx«0^x"»dx,  dessen  mirn  — i 
gegeben   ist,   kann  sogleich  durch   die  Regel  f^PdX 

—  genau  mteerirt  werden,  denn  ea  nt  ja 

f  (a4-bx")p  x»-^»  dx  n; 

1  C'A-A-  bx^'iP'*'* 

-r  f(a  +  bx")P  hbV'-^  dx  ZI  ^—r? — r^T"« 
nb    ^     '        ^  »•h(p-f-«) 
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§•  J9»-  Da  Uerin  ntmentlich  auch  n  |ede  con- 
•taote  Grofte  teyn  kann:  ao  ist  et  nur  ein  einzelner 
Fall  dteraalben  Iiuegrirungt  wenn  wir  auch    ' 

f  (ax-^ + b)P .  X-»-»  dx  n 

—na    "^      .  ^  '  «♦(?  +  >) 

hutetzea. 

Da  nun  femer  jedes  (a  +  bx»)P  zz  (ax*^  -|"  ^)^  ^"^ » 
lind  umgekehrt  jedes  (ax"«  -|-  b)P  n:  (a  +  hx^)v  x~»p 
bleibt)  s'o  mufs  auch 

fCa+bx»)Px«  dx  zr  rCax-»4.b)P  x"^p  dx  bleiben, 

mnfs    daher ,     w«nn    n-f-nprr  —  n— -i,     folg« 
lieh  m  r=  — *  ^p-j-i)  n  —  t  ist,  allerdings  auch 

'        '  -na       p 4-1 

-na      p+i 

{•14..    Der  Kürze  wegen  die  eine  Stammgrölse 

(T^uncus)  a  +  bx>^  durch  T  und  die  andere  ax'~^  +  b 

durch  T  geschrieben,  wissen  wir   also,    dafs  genau 

•Tp+* 
integrabel  nicht  nur  I)  f  TP  x»  dx  zz    ,        ,     ^  seyn 

xnufs,  wenn  m  r:  n  —  1  gegeben  ist, 

sondern  auch  II)        f2^x»dx  rr  aeya 

^  — na  y-ht       ^ 

iEQuIa»  wenn  m  =  -»-(p4-i)n  —  i  gegeben  ist» 

§♦  15,  Durch  n)  liegen  nun  viele  XTPx*»  dx  ge- 
nau integrirt:  vor  Augen,  die  durch  I)  nicht  sogleich 
integrabel  acheinen;  und  umgekehrt«  Auch  kann 
m~n— 1,  u*  zugleich  m  — — n(p-j-i)  —  irr — n  — 1 
nur  seyn,  wenn  n  ~  o  oder  p  ~  o  ist;  daher  nur 
unter    dieser  Bedingung  das  vorgegebene  {TP  ^^  dx 
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»/ 
nach    beiden    Formeln    angleiche  geradesa   iniegrabel 

aeyn  kann* 

§,  16,  Wenn  aber  ein  vorgegebenea  r(a4-63t'*)Px"*  dx 
weder  durch  I)  noch  durch  II)  unmittelbar  integrabel 
iit,  auch  nicht  etwa  einei  von  den  logarithmischen 
oder  trigonometrieeben  Integralen  auamacht»  die  wir 
in  späteren  Hapiteln  aufgeführt  aeben  werden:  ao 
mufa  man  es  in  eine  aolche  Reihe  aufzulösen  auchen» 
deren  Glieder  einzeln  integrirbar  sind,  und  dieaet 
wird  durch  die  Binomialreibe  am  besten  geleistet» 

Denn  da  sie  una  (a+bx")P  rr 
aP + p»aP-«  bx»+ ?^^5^  aP*-^  b«  x»a + E^2^2^*aP-8  b'xs» +... 

gibt:  so  haben  wir  aufh  (a4-bx»)Px"  dx  rz 

aP  X«  dx + paP-»  bx«-««  dx + P'^"^-  aP-^  b*  x^n+m  dx  + 

;.,^P-P^^ P-^^-^^'aP-'b^xHH^  dx  +  .., 

*  1.3 r  * 

Indem  wir  nun  jedes  Glied-  dieser  Keihe  so- 
gleich durch  die  erste  algebraische  Integrirungsregel 
zu  integriren  wissen;  so  erhalten  wir 

0       f(a4-hx")Px»dx  z: 

m4~^  n+m+i   '     i«d  3n+m*M    ' 

*  l,d«M«..r  rn+m+4    * 

Auch  kann  man  bei  Entwickelung  der  Reihe, 
bx^^  als  das  erste,  und  a  Als  das  zweite  Glied  der 
Stammgröfse  ansetzen ;.  wodurch^  wir 

])       f(a-^-bxn)Px«dx  = 
bP. hi^.abP-i -^ — —  +Ei-i:a»bP-« r-T-+-* 

m+iip+i    1  m+n(p-i)4-i      i ,  2  in+n(p-a)+i 

f..  ^  y^    ■>  '        ■        a»  bP-* 7 — r--  +  ♦••   erhalten» 

1 . 2 r  m+n(p-r)+i 
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$«  17*  Wollte  man  autt  (a-(-bx")P  auch  das  ihm 
gleichbleibende  (ax'""+b)x«P  der  Entwickeluog  nn* 
terwerfen;    fo  v^ürde  man   doch  kejne  neue  Reihe, 

eondern  gerade  die  beiden  acbon  gefundenen  0  und  }) 
-wieder  erhalten« 

Diese  Reihen  aber  beide  vor  Augen  feu  babeut 
ist  rathsam,  weil  bald  die  eine,  bald  die  andere 
durch  ihre  Divergenz  unbrauchbar  unri,  falls  die 
Reihen  ohne  Ende  fortgehend  bleiben* 

In  so  ferne  bei  allen  %u  integrirenden  Reihen  ge- 
wünscht wird,  dafs  sie,  wo  möglich,  abbrechen  und 
dadurch  das  Integral  genau  geben  möchten;  so  ist 
dieses  bei  der  einen  hier  gefundenen,  wie  bei  der 
andern  nur  der  Fall,  wenn  in  irgend  einem  rien 
GHede  der  Factor  p.  ^—  ir  zr  o  atch  ergibt»  also  das 
gegebene  p  irgend  eine  ganze  Zahl  r  ist,  und  es  wird 
Jll)  dann  auch  die  eine  Reihe  der  andern  rücfcwäru  ge* 
schrieben  völlig  gleich  seyn. 

§.  18.  Mag  aber  p  gegeben  seyn,  wie  es  will» 
auch  in  einem  als  Hülfsfactor  angenommenen  x^ 
der  Expqnent  h  seyn,  was  er  will;  allemal  mufs 
fTPx«dx  =  fTPx^x»-hdx  bleiben*  Indem  nun, 
wie    bisher ,    T  rz  ^  ^  bx^    bedeuten    soll ,    so    hat 

man  x  =        ^^lu   '  »  folglich  x^  -  K-—^.      Der 
Kürze  wegen  —  ZZ  H  geschrieben,    haben   wir  also 

b^l  i  1.2  i.fi.3  J 

und  daher  f  (a-}-bx»)Px™dx 

—  r^  f |tp+H-- 5 iTP+H.»+^^^a^TP+ö-«^+ ...1  x^  dx. 
b^  (  X  i.«  I 


s 


f 
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Der  Kurze  wegen  r-« .  — — -^^ — -  —  R  ge- 

scb rieben,  ist  Rf(a+tx«)P+K-'.x»-J»^  dx  das  allge- 
meine rte  Glied  in  dieser  Reihe,  ihr  erstes  Glied  alt 
ein  vorangehendes»  für  x  ZZ  q  gehöriges»  nicht  mit 
gezählt« 

Um   nun  zu  erfahren,   f&r  welche  m  und  n  und 
p   das  Integrand  vermittelst  dieier  Reibe  sich   genau 
ergebe»    müssen   wir  zuvörderst  fragen,    wie  die  ^ 
Hülfsgröfse  h    zu   nehmen   sey ^    damit    man  jedes 
Glied  der  Reihe  einzeln   dem  algebraisch  inte- 

crirbaren  fX^dX  rr  -— ; —  unterworfen  sehe,    wo  N 

^  n+i  ' 

jede    constante  Gröfse  seyn  kann»     Indem  durch   die 

h 
hiermit  gefundenen  zuläfslichen  h  auch  H  ~  —    ge- 
funden ist;  so  ist  dann  leicht  zu  sehen»  bei  welchen 
n»  m  und  p  sich  ein  H  —  r  ~  o   ergeben   müsse» 
und  somit  die  Reihe  sich  endigend  sey» 

$•  19*  Die  gefragte  Integrabilität  des  allgemeinen^ 
rten  Gliedes  findet  nur  statt,  wenn  m  —  hrrn  —  i» 
also  die  Hülfsgröfse  h  ±:  m  -j^  i  <»—  n  angenommen» 

folglich  H  (zz  ^)  —  SLi^^  ^x  —  U-^x   ist. 

» 

Da  wir  dann  für  diese  Reibe  das   rte  Glied  ~ 

1       M-i.M-2 M-r,     Tp+m-t 

—  ""jnrH-^ — *^ Tvf haben;    so  ist 

nbb*f  i.2«,*,r  p  +  M-jr 

IV)  die  ganze  Reihe  f(a4-bx«)Px"  dx  r: 
1      (Xp+^       M — %     Tp+m-1 
nb^  ip  +  M  1  p  +  M-i 

M-^i.M— 2.    j,  Tp+m- » 

in  ibrexp   rten  Gliede  schon   sich   vernullend,    weiin 
dessen  Factor  M  —  r  :;^  o  »ich  ergibt;  weichet  för 
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irgend     ein     rtea    Glinl     eintreten     mufs ,      vrenn 

M  n  — ^^  irgend  einer  ganzen  bejahten  Zahl  gleich 

([legeben  itt« 

Zam   Beispiel    fCa-fhx«)-*  x^-*  dx ,    welche« 

M  r:  SJL?  rr  —  n  ö  hatte,  wird  durch  die  Reihe  IV 
n  n 

obgleich  ali  =  ~  I^JL+i!^  _  a  ro«(a+bx»)l  ge- 
fanden* 

§,  so*  Obgleich  die  IntegrabifitSt  eines  rien  Gliedes  luch, 
nach  einem  frühern  $.»  schon  Statt  finden  nauGi ,  wenn 

p  -| JlL  ^  j  n  r  ist:  80  ist  doch  sogleich  ein- 
leuchtend« dab  dieses  kein  allgemeines  rtes»  sondern 
nur  ein  einziges,  durch  die  gegebnen  p,  m  und  n 
bestimmtes  Glied  seyn  kann;  also  das  vorgelegte  In« 
tegrand  durchaus  genau  integrirt  hiedurch  nur  i&u 
finden  wäre,  wenn 

m  -)- 1  in  -|-  1 

p  ^ J-    +  1  =  o,  alffo  p  +  —^   ——X    ge. 

geben  wäre.}  wofür  map  dann  auch  die  Hülfsgröfse 
h,  die  hier  von  dem  gegebnen  p,  m,  n  unabhängig 
bleibt,  gehörig  wählen  mü&te,  um  die  ganze  Reihe 
auf  ihr  vorangehendes  Glied  eingeschränkt  zu  sehen; 
welches  auch  schon  als  ein  einzeler  Fall  durch  dip 
folgende  Vte  Reihe  geleistet  wird.  Zweckmäfsig 
wird  diese  s^weite  Integrabilität  auf  folgende  Weise 
benutat. 

§.21.  Da  f(a4-bxö)Px«  dx  rr  f(ax-n+b)P  x«+«Pdx, 

also  auch  ~  f  IV  x^.  x"»^"?""*^  dx  ist ; 

aus  ax-n  4-b  ~  T  aber  x"» rz ,  also  x**  rr  •^: — —- 

ä  a 

folgt I  wenn  H  ~  —  —  bedeutet,  und  demnach 
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auch  xh  ±: 4/2«—  Sh2«<  +  "'^'^'  b^  2««-+.^  ist: 

80  hat  man  f  (a -J- bx")P  x"»  dx  ~         ^  ' 

JL/2'p+H_Mb2>+H--iJ-S*±barP+H^«  —  +  ...... 

a"l  1  *      i.a  I    •      • 

Da  nun  das  allgemeine  rte  Glied  integrabel  ist, 
wenn  m  -+-  np  —  h  ~  —  n  —  1 ,  also  die  Hülfs- 
gröfse  hnm-f"  *  +  (p  +  i)ö  genommen  wird, 
-wodurch  eich 

Hz:;  —  —  rr ' —  — p--i  ~M  — p  —  1, 

n  n  *  * 

und  im  rten  Gliede  dessen 
Factor  f  Tp+h-t  xm+np-h  dx  — 

1    r-^^y_        1        ^     1      /^  X»  nj^+^^ 

-na*  -M-r  ~na(M+r)r'*^^^~na(M+r)\a+bxV    ' 
sich  ergibt:  so  hat  man 
V)    die  ganze  Reihe  r(a -fr  bx»)?  x«  dx  ~ 

H.H  — 1*         b*       r     X™      N»«-^ 


\  «•4««** 


J_  i  *  C     ^"     ^^  _  H         b         V     X"     V 
i,aH  lSI\a+bxV      .      1  •  M  +  i  *  Va  +  bxV 

H.H  — 1.         b^       /^     X"      N^ 
.'  1.2        *m  +  Ä\a+  bx^y 

-H.H-i H~fr-i).     br  jT   x"*  \^^%       1 

"  i.fi.«««r         *  M+r  Va+bxV       — | 

im  rten  Gliede  abbrechend»  wenn   H  m  r  •—  1 ,  das 

.  m  +  i  .  ,      m  +  i    ,  .         j     . 

ist 1—   —  p  ~  r ,    also   -— ^ [-  p    irgend  ei- 
ner verneinten  ganzen  Zahl  gleich  gegeben  ist. 

^.  92*    Hiermit  haben  wir  nun  gefunden ,   dafs: 

I)  wenn  m  rr  ti  — -  1   gegeben  ist»    p  mag  seyn, 
■  1.    was  es  will  » 

II)  wenn  m  -^  np  ~  —  n  —  1   gegeben  ist» 
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III)  wenn  p  rrr  r»  dat  heirst»  p  irgend  einer  bejah- 
ten ganzen  Zahl  t  gleich  gegeben  ut,  m  und 
n  mögen. gegeben  seyn»  wie  aie  wollen, 

IV)  wenn  ■  ■■ '^«  :r:  r  ^geben  iot,  bei  jedem  p^     ^ 

**  • 

V)  wenn       "^    +  p  rr  —  t  gegd)en  Ist» 

In  jedem  dieser  5  Fälle  daa  Integral  r(a-|-bx»)?x»  d^t 
genau  gefunden,  das  heifst,  durch  eine  efidiiche  Zahl 
von     integrirten     Gliedern    l^erAiittelst    der    algebra- 

ischen  Integrirungsregel  fXPdX  ~  --p-«  su'finden  ist* 

Absichtlich  habe  ich  die  Formeln  I)  und  11),  ob^ 
gleich  sie  in  den  Reihen  IV)  und  V)  als  einzelne 
Fälle  für  T  zu  1  wiederum  mit  vorkommen,  dennoch 
vorangeschickt,  weil  wir  ihnen,  indem  sie  für  die - 
in  III)  entwickelte  Binomialreihe  benutzt  werden^ 
die  beiden  Reiben  IV)  und  V)  zu  verdanken  haben* 

Da  es  nun  mehre,  als  die  in  I)  und  II)  aufge> 
führten  beiden  Fälle  nicht  gibt,  in  welchen  d^s  vor- 
gegebene Integrand  der  angeführten  algebraischen  In« 
tegrirungsregel  unterworfen  wäret  so  ist  keine  Mög- 
lichkeit da^  verinittelst  der  in  III)  aufgeführten  Bi« 
tiomialreibe  noch  mehre  als  die  in  IV)  und  V)  auf- 
geführten Fälle  dieser  algebraischen  IntegHrUngsregel 
zu  unterwerfen« 

$»  s5»  Da  es  abet  anfset  der  in  tll)  böfolgteii 
Binomialreihe,  welche  im  rten  Gliede  sich  endigt, 
wenn  p  —  r  gegeben  ist,  faöch  ölrte  zweite  (Vot^f- 
inner«  V«  §.  5,)  gibt,  welche  im  rten  Gliede  sich  en« 
digt,  wenn  p  "  —  f ,  das  heifst,  wenn  p  einef  ver* 
neinten  ganzen  Zahl  gleich  gegeben  ist:  so  wird  man 
die  Frage  auf  werfen,  ob  nicht  vermittelst  dieser 
zweiten  Reihe  noch  mehre  Fälle  der  genauen  Inte« 
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grabilität  dürften  aufgefunden  werden!  AUordingt 
wird  man  diese  Frage  im  Voraus  schon  mit  Nein  be*' 
antworten»  sobald  man  es  sich  deutlich  gemacht  hat» 
dafs  eben  der  Grund,  darch  welchen  man  die  zwei- 
te Binomialreihe  aus  der  ersten  ableiten  kann,  auch 
eben  derjenige  ist»  den  wir  hier  schon  benutzt  ha* 
ben,  indem  wir  durch  (a-j-bx«)?  —  (ax"'"4^b)Px"P 
aus  1)  auf  II)  schlössen:  indessen  ist  es  von  ander- 
weitigem Nutzen»  einen  Gebranch  dieser  zweiten 
Reihe  durchzuführen» 

$»  24.     Die-  erwähnte  aweite  Binomialreihe   ist 

•••  +       1.8. ».»r      'iM^-  +  •••:/ 

im  hergesetzten  rten  Gliede  beendigt»  wenn  das 
nächstfolgende  Glied  den  Factor  p*}-rii:o  gibt»  also 
p  irgend  einer  verneinten  ganzen  Zahl  gleich  gege- 
ben ist»  A  und  B  mögen  seyn  was  sie  wollen. 

Wenn  wir  nun  A  rr  bx«  und  B  rr  a  setzen :  so 
haben  wir  r(bx«4-a)^x™  dx  ri 

f(bx-)p/i  +  P._l_+  .E£t£:._J^__  4-.... 

>     '    l      '1    a  +  bx"^    x.a     (a-J-bx«)"  ' 
^         i»fl...»r         (a+bx-y  ~       f 

|)Pxnp+m+x 

also  das  vorangehende  Glied  n  rbPx«P+™  dx  ZZ — ^ 

°  np  +  m+i 

hiemit  integrirt»  n»  p  und  m  möchten  seyn»  was  sie 
wollen  (I.  J.  12), 

Da  aber  im  allgemeinen  rten  Gliede  dessen  Fak* 
tor  f(a  -}-  bx'*)-'^ x"P"<'«  dx  nur  integrabel  ist»  wenn 
man  np-j^mix—  n  —  1   gegeben  hat»   und  dann 

diesen  Factor  zz  ~r.^— ^^- — t- erhält;    so  ist   der 

nb      ~r-{-i 


•*••• 
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Kürze  wegen  a  -}*  l>x"  ~  T  g^i chrieben ,  die  ganae 
Reihe  f(a  +  bx«)Px"  dx  = 

,    p-p-n p+r-i    •  T--»+»    ,    -  1 

'  i.a.«..r  -r+i     •  | 

mit  ihrem  rten  Gliede  anerdings  beendigt,  wenn 
p  Z=  —  T  gegeben  ist.  'Da  wir  aber,  um  aus  der 
vorhergehenden  Reihe  durch  Integrirung  ihre  einzelea 
Glieder    sa    finden ,     voraussetzen    mufsten ,     dafs 

iip-|-m  rr— n-^i  gegeben»  aleo  p  ~r— — *—  —  i 

gegeben  sey:  «o  kann  aie  in  ihrem  rten  Gliede  ab> 

biechend  nur  seyn«  wenn  —  »  —in  —  r,  al- 

/  » 

\  211    Jim    \ 

SO  — -^—  irgend  einer  ganzen  bejahten  Zahl  gleich 

gegeben  ist;  und  da  wissen  wir  ja  schon  durch  die 
Reihe  IV)  genau  zu  integriren. 

$«  fl5.  Allerdings  werden  die  beiden  Reihen  VI) 
und  IV),  auf  einerlei  Beispiel  angewandt,  etwas  ver« 
echiedene  Integrale  geben,  die  aber  nur  in  Hinsicht 
ihres  constanten  Gliedes  yerschieden  seyn  können ; 
«•  B.  f(a+bxn)-*x3»-»dx  ergibt  sich  durch  VI)  als 

=  SP  {  *^^"-"  1^3  (a+bx«)  +  j^^  +  C  und 
würde  dagegen  als 

—  S^  {*  +  bx«  -  ga  log  (a  -f  bx^)  +  ^  ^ V .  ^  R  durch 
IV)  in  $•  19.  gefunden  werden* 

Beide    Ausdrücke    sind    nur     um    das   constante 

a 
Glied    -r-r   von  einander  abweichend:    und  bei  jeder 
nb*  '  ' 

Anwendung  würde  eich  finden,   dafs  man  beim  6e* 
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brauche     des     zweites     Ausdruckes     die    Gonstante 

a 
K  ~  C r^  zu  nehmen  habe »    wo  bei  dem  6e- 

nb* 

brauche  des  ersten  Ausdruckes  die  Gonstante  G  er 
fordert  wird«  ^ 

%.   fi6.     Um    die   genaue    Integrirung    z«  B»  fiir 

r(5x'*  +  8x')"^x^  dx  zu  versuchen,   hat  man,  nach 

§♦  35>  zu  bedenken»  dafs  dieses  auch  —  r(5+8x')~x*  dx, 
und  hiermit  der  Form  f  (a -f- bx«)P  x™  dx  dergestalt 
unterworfen   ist,    dafs   man  n  =  i,  p  ~  «^  |.    und 

m  z=  2,  also  — ^^  rr  — ,  der  ganzen  Zahl  3   gleich' 

hat,  also  durch  Reihe  III)  das  genaue  Integral    . 

=  ^(1  (5 + 8x)*)  -  6  (5 + 8x)*  +  ^  C5 + 8x)^  in 

seinem  veränderlichen  Theile  findet,  dem- man  noch 
die  Gonstante  C  hinzuzufügen  hat« 

Methode  des  Rational-  maehens^ 

5.  «7..  Um  nn  einer  Function  !&ü  finden,  bei 
welchen  Werthen  einiger  in  ihr  vorkommenden  Grö* 
fsen,  sie  genau  integräbel  seyn  würde,  pflegt'nian  auch 
nach  denjenigen  Werthen  zu  fragen ,  bei  weichest 
816  einer  Solchen  Irrationalität  könnte  ehtledigt  wer^V 
den,  durch  welche  ihre  genaue  Integrabilität  verhin» 
dert  wird«  Wenigstens  würde  auf  die  in  diesem  Ka« 
^itel  behandelte  Frage,  gerade  aus  diesem' Gesichts« 
puncte  4as  sogenannte  Rational^  machen  müssen  an* 
gelegt  "v^erden* 

Allerdings    ist    es    gewifs,    dafs  ein  gegebnes 

(a+bx^)5  »x^dx,  durch  eine  endliche  Anzahl  von 
lauter  integrabelen  Gliedern  sich  inüsse  darstellen  las* 
aen,  sobald  man  in  demselben »  statt  der  gebrochenea 

8 
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Dignitat  ^t  irgend  eine  ganse  bejahte  EfignitSt  an- 
soseuen  wfifste« 

$•  s8«     ^^    ^^^    ^^<    irrationale   Binominm 

9- 

(a-('ba>^)"^    in  ntionalo  Form  zu- bringen ^  pflegt  man 
a-f*bx^  rr  s'  zu  aetzent  Mrodurch 

man  (a-|-bx'^)if  rr  z<i   erbalt,    dessen   q    eme  ganze 

Zahl  aeyn  wird,  wenn  man  von  dem  Brache  p  =r  --^ 

verlangt  hat,  dafs   er  durch  ganze  Zahlen  im  Zähler 
und  Nenner  bereits  ausgedrückt  sey. 

Da  aus  der  Anaetzung  folgt,  dafs  xTzC — ^^  )^> 


i^i 


alao  x~  =  ( — g-^  )"  »^uid  dx  — ^ ^-..-.  gz«-»  df 

nb» 
aey:    so  haben  wir 


(a+bx")8  •x«dx=zq^^!:^.^^l;:f^ — gza-»dz, 

b«  nb» 

atoo  biemit 

0  '        ==    -|+t(»«-«)  '^        »*i+ff-^dz^ 

ab   » 

$•  SQ.  Da  hierin  namentlich  auch  a  und  b,  n 
und  m  jeden  Werth  müssen  haben  können,  folglich 
auch  a  und  b  gegen  einander  vertauscht,  -^-n  statin, 
und  m-{-np  statt  m  gesetzt  werden  kann,  bei  dieser 
Wanderung  aber  die  linke  Seite  der  Gleichung  unver- 
ändert bleibt:  so  haben  wir  auch 

a)  (a+bx«)«x«dxa-2.a    "     (z»-b)    ^  «    ^    zq^^-sd«. 


genüu  zu  integrirtn  sindf  HS 

Demnach  «eben  wir  das  vorgegebne  Integrand 
derjenigen  Irrationalität  •  welche  nach  $•  !•  hier  ine 
Auge  SU  faaaen  war»  entledigt, 

durch    i),  wenn  ■  —  t  eine  bejahte  ganse 

Zahl»  oder  p  ist, 

durch    ß),  wenn  — ^  -f-P  +  i  irgend  eine  ver- 
neinte ganze  Zahl ,  oder  o  ist. 

Und  so  hätten  wir»  durch  dieses  Hational -  ttoa* 
chen»  überhaupt  nur  die  beiden  Kriteria  IV  und  V 
(§•  Q2.)  entdeckt»  und  die  wichtigen  Kriteria  I  und  Dt 
wären  uns  unentdeckt  geblieben!  Sehr  natürlich! 
weil  ja  die  Rationalität  des  Binomiums  nicht  das . 
ausschliefsende  Erfordernifs  der  genauen  Integrabili- 
tat,  sondern  der  vorgegebene  Integrand  mit  einem 
Mahle,  und  geradezu  integrabel  ist  »  bei  jedem, 
m  ~ ,  n  — -  1 ,  die  Dignität  p  mag  eeyn »  welche 
aie  will! 

Selbst  auch  der  treffliche  Mathematiker  Tede* 
siat  hat  in  §»  353,  Seite  fiso  — fiS4  seiner  Le^ons 
iUrifnt.  7«  //.,  nieht  alle  Kriteria  aufgefunden,  und 
gleichwohl  in  §.  357,  Seite  ^36  versichert,  dafs  man 
in  S«  35^  die  Fälle  aufgeführt  finde,  in  welchen 
iich  (a-4'bx^)Px™dx  rational  machen  lasse,  obgleich 
cwei  der  dort  aufgeführten  Fälle  vom  Rational -rnt« 
chen  unabhängig  find* 

Wie  viel  mehr  wird  es  also  tiei  schwierigem 
Integranden  zu  befürchten  seyn^  dafs  man  die  besten 
Integrirungen  verfehlen  könne,  wenn  tnan  lediglich 
auf  das  Rational -machen  achtet!  Bin  ich  femer  mit 
Recht  der  Meinung ,  dafs  man  dabei  das  ^  der  Ir- 
rationalen nicht  allemal  gehörig  beachtet  und  behao* 
delt  hat  (wie  ich  schon  in  Vorerinnerung  I.  geäufsert 
habe)]  nehme  ich  ferner  in  Bedacht »  dafs  dai  Ratio- 

8» 
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nal- machen  gerade  die  schwierigste  unter  alten  Kün- 
sten der  nnbestimniten    Analytik  autmacht,    meinen 
Lehrlingen   aber  schlechterdings  anzurathen   ist,   auf' 
die  reine  Anatysis  nicht  bu  viele  Zeit  zu  verwenden, 
"WO  sie  sich  für  die  ihnen    obliegende    angewandte 
Mathematik  nicht  belohnt :  to  wird  man  es  für  wohl 
überlegt   anerkennen,   dafs  ich  des  Rational •  machens 
nur  selten  fernerhin  erWShnen,  und  dagegen  die  In- 
tegrirungen   unmittelbar  zu  erweiten  suchen  werde» 
Sollten    indessen    andere    Lehren,    deren   Betreibung 
uns  nützlicher  und  nöthiger  ist,    etwas  Raum  dazu 
übrig  lassen :  so  werde  ich  am  £nde  des  Buches  noch 
einiges  darüber  beibringen* 


Sechstes    Capitet. 

Integrale  von  algebraischen  Summen ;  'auch  Pro- 

ducte    aus    mehren    Differentialen ,    und    daraus 

gefolgerte  Reductionsformeln. 

§.  !♦     Unser  Vortrag  der  Integrirungsregeln  fing 
damit  an,    aus   d.ax^  izt  na^— *  dx,    als    einem   ein- 
gliedrigen (monomen)  DiiFerential,    auf  dessen  Inte- 
gaal   HK^   zurück    zu  schli'efsen;    dann   aber   eben   so 
aact   aus   d.aX»—  naX^-»  dX    auf  das   Integral  X» 
zurück  zu  schliefsen,    obgleich  diese  Stammgröfse  X 
schon  aus  vielen  Gliedern,   also  auch  ihr  Öifterential 
dX   schon   aus   vielen   Gliedern   bestehen«    z.  B*   ein 
dX  —  pdx  —  qdx  -[-  rdx  seyn  kann,  und  die  Coef- 
iicienten  p,  q,  r,  constante,    oder  selbst  auch  mit  x 
veränderliche  Gröfsen  seyn  mögen,  wie  sie  wolleta» 
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Dafs  nun  s.  B« 

•  .  wenn  X"--«  dX  —  X"-»  p  dx  —  X"->  q  dx  -j-  X"»-«  r  dx  ist , 

auch  fX>^'dX  — fX'^'pdx— fX««qdx-f  rX«»rdx  eejn 

mufü»  ist  eine  so  einleuchtende  Folge  aus  den  Diffe^ 
renziirungsregeln  einer  solchen  Summe  (DifF.  R.  VI. 
§■  «50»  <iaft  Ich  auch  in  Integr.  R.  I,,  §♦  15.,  wo 
wir  zum  ersten  Mahle  dergleichen  Forderung  zu  he« 
nutzen  hatten ,  lediglich  auf  jene  Diiferenziirungs- 
regel  mich  zu  beziehen^  für  hinreichend  halten 
Konnte» 

§•  9,  Dagegen  ist  es  sehr  rathsam,  diejenige 
Integrirungsregel  9  welche  wir  de^  Behandlung  eine« 
Froductes  aus  zwei  Variabein  «a  verdanken  ha^ 
ben»  sorgfältig  darzustellen. 

P  und  Q  mögen  zwei  veränderliche  Gröfsen 
sejn,  welche  sie  wollen,  auch  von  einander  abhän- 
gig o()er  ganz  unabhängig  gedacht  werden,  in  jedem 
Falle  ist  d.PQ  rr  PdQ  +  QdP;  woraus  wir  aller- 
dings schliefsen  können, 

dafs  jedes  r(P  dQ  -f-  Q  dP)  =  PQ  +  Const  seyn  mufs ; 
und  so  würde  man,  wenn  z,  B.  x  und  y  zwei  ein- 
ander normale  Dimensionen  wären,  ^us  dem  zwei- 
gliedrigen Differential  y  dx  4-  x  dy  zu  schliefsen  wis- 
sen, dafs  das  Integral  f(ydx  +  xdy)  ir  xy-j-C  seyn 
mufs,  nämlich  das  mit  x  und  ipit  y  veränderliche 
Rechteck  xy,  den  veränderlichen  Tbeil  des  Integra- 
les ausmachen  mufs. 

/ 

$•  3*     Indessen  ist   es   nur   selten  der  Fall,    die 
mehrgliedrigen   Differentiale    gerade    so    gegeben    za 

*  erhalten,  dafs  sie  das  vollständige  Differential  eines 
Productes  aus  mehren,  veränderlichen  Grpfsen  aus- 
machen. 

Auch  wenn    P  und  Q    beides   Functionen   von 
einerlei  veränderlicher  Gröfse  x  sind,  worauf  wu 
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uns  absichtlich  hier  einschränken  wollen,  niid  wir 
4u  Integral  TPdQ  sn  finden  verlangten,  dieses  aber 
ein  solches  r(a  +  bx«)Px«  dx  wire,  welches  wir 
durch  die  Hegeln  des  vorigen  Kapitels  nicht  genau 
SU  finden  wiibten,  und  wir  nunmehr,  wie  es  al- 
lerdings gewöhnlich  und  rathsam  ist,  zu  den  obi- 
gen f(PdQ  -j.  QdP)  ir  PQ  unsere  Zuflucht  nehmen: 
$o  erhellet  daraus  zuvörderst,  dafs  fPdQ  allein  ge- 
nommen, nicht  ~  FQ  seyn  kann, 

S,  4»  Wenn  wir  dann  ferner  nach  §•  i  bedenken, 
dafs  jedes  f(PdQ  +  QdP)  zu  fPdQ  +  fQdP, 
also  auch  jedes  fPdQ  +  fQdP  n  PQ. 
folglich  jedes  fPdQ  —  PQ  —  f QdP  seyn  muff*: 
soxfind  wir  hiermit  zu  der  wichtigen  Lehre  ge- 
langt, dafs  wir  FPdQ  genau  zu  integriren  wis- 
sen würden,  falls  uns  IQdP  genau  angeb- 
lich wäre. 

Man  pflegt  alsdann  zu  sagen ,  dafs.  man  das  vor* 
gegebne  fPdQ  auf  ein  anderes  Integral  fQdP  hinge- 
bracht habe;  und  in  derThat  hat  sich  diese  Gleichung 
aU  eines  der  reichhaltigsten  Reductionsmittel  bekannt 
gemacht* 

S«  5.  Wenn  wir  sogleich  das  allgemeine  Inte- 
grand  fXdx,  dessen  X  jede  Function  einer  stetig 
veränderlichen  Gröfse  x  bedeuten  soll,  dieser 

Gleichung  ?)  fPdQ  —  PQ  — fQdP  unterwerfen:  so 
köilnen  wir  1)  fXdx  —  Xx — fxdX  daraus  schliefsen, 
und  somit  versichert  seyn ,  dafs  wir  auch  das  vor- 
gegebne f  X  dx  genau  integrirt  hätten ,  sobald  das 
rückständige  Integrand  fx  dX  genau  integrirt  wäre^ 

Da  sich  nun,  X  mag  eeyn,  welche  Function  es 
will,  ihr  erster  Pifferential^uotient  -r—  allemal  finden 
läf&t:    so   können  wir    das   rüekständige   Iniegrand^ 
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als  ein  fx  j-  dx,  auch  als  ein  f  j-.  xdx,  wiederum 

der  Gleichung  ?)fP.dQz:PQ—  fQdP  unter- 
ivorfen,  und 

dadurch    fi)f^.xdit  =  ^—-f—.d^  andern 

dx  dx  fi  9      ox  ' 

wodurch  ^ 

wir  also  fXdx=xX~  ^.^  +  f  ^,d.^  gefundea 
faätleo,     '  > 

Das  hier  rückständige  Integrand 

,     .  ddX    x«dx       ,  , 

als   i-T — :i-- ,  abermals 

dx  dx      fi 

der  Gleichung  fP.dQrrPQ  —  fQdS  QnterworfeiH 

.,  ^x  r  ^<^X    x^dx        ddX     x«      -x^.ddX 

Wird   uns    3)  f.— _. —  _^  .-__f--^d-----. 

dxdx      a  dxdx  2.3        fi.3   dxdx 

«1-^  TVA   —    Y       X«   dX  ,    x3  ddX        .x»   d^X     - 

also  rXdxrrxX .-z — r— ; f — .-j-y  .  ex. 

d     dx    '  d«3dxdx       2.5    dx^ 

geben  ,^  und  aomit  sum  rten  Male  geben  müsseil 

-^  ,  V       x^dX   .     xM^X         x4    d^X  , 

a    dx  ^    Ä.3  dx*        a,34  dx^  * 

^         x^f^»         d'-»X  _  ^       X»       d'X  - 
37 ^ X  f --—  dx» 

»•a.3«,»r~i»  dx'-*^    i«fi.3t.,«r  dx'f 


•«•* 


]J«  6«  Allerdings  ist ,  es  der  Mühe  werth ,  diese 
Reihe,  welche  schon  Job«  Bernoulli  gefunden  hat, 
uns  dargestellt  zu  haben;  denn  es  ist  durch  sie  ein* 
leuchtend,  dafs  jedes  Integrand  fX  dx,  entweder 
durch  die  ersten  r  Glieder  dieser  Reihe  genau  kann 
gefunden,  oder  dieser  Reihe  gemäfs»  immer  weiter 
and  weiter  fortlaufend  kann  gefunden  werden»  und 
allemal,   was  der  Genauigkeit  fehlt,    in  dem  rück« 

atlndigen    Inte^randen  f -t-—  beste» 

"  i«2.3,...*r«   dx' 

hen  mufs.    Das  erste  wird  bei  jedem  solchen  X  sich 

ergeben,    durch   dessao   fortgesetste  Differenaiirang 


I 

t2Q  vnd  Rtductionsformeln  etc. 

man    eine    Reihe    von    Differentialqnotienten    erhält, 
die  mit  irgend  einem  -^ —  ~  o  sich  endigt. 

Wenn  aber  von  eitlem  vvirklichen  Gebrauche 
dieser  Reihe  die  Rede  seyn  soll:  so  würde  sie  z.  B. 
auf/ das  merHwürdige  Integrand  f(a4'bx")Pdx  ange- 
wandt, die  Differentialquotienten  eines  Xu:  (a-j-bx")P 
SU  finden  verlangen ;  welches  eine  sehr  mühselige 
Arbeit  seyn«  und  für  die  einzelen  Glieder  der  Reihe 
eine  unschickliche  Menge  von  Theilen  herbei  führen 
würde« 

Noch  unschicklicher  dürfte  die  Arbeit  ausfallen» 
wenn  im  vorgegebnen  fX  dx.X  zz  36. P  wäre,  dessen 
SB  und  f  aber  theils  algebraisch,  theils  transcendent,  oder 
auch  verschiedener  Transcendenz  wären»  An  einem 
solchen  X  würden  wir  vielleicht  In  einem  späteren 
Kapitel  es  darzustellen  versuchen  können»  wie  eine 
allgemein  integrirende'  und  reducirende  Reihe,  mit 
Rücksicht  auf  ihre  wirkliche  Brauchbarkeit»  auszu- 
drücken seyn  möchte. 

§.  7»  In  aller  Hinsicht  w^ird  es  nützlich  und 
rathsam  seyn,  es  systematisch  darzulegen»  wie  mau 
dieses  Reductionsmittel  auf  das  im  vorigen  Kapitel 
behandelte  f^a-f-bx"^)?  x™  dx  anzuwenden  hat»  wenn 
dessen  Exponenten  n,  p  und  m  nicht  so  gegeben 
sind ,  dafs  es  durch  eine  von  den  Gleichungen  III» 
IV  und  V  des  vorigen  Kapitels  genau  integrirt  wer- 
den könnte,  also  auch  den  beiden  dortigen  Formeln 
I  und  II  nicht  unterworfen  ist.  Und  möchte  dann 
auch  das  rückständige  Integrand  immer  noch  nicht 
vermittelst   der  algebraischen  Integrirungsregel 

IXj?  dX  ~  -      -  genau    zu    finden   seyn:    so   würde 

man  doch  die  Absicht  einer  leichten  und  hinreichend 
genauen  Berechnung  desselben»  ebenfalls  erreicht  ha« 
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ben ;  falla  es  etwa  als  ein  trigohometriffcfaes »  oder  lo- 
garitbmischesy  od^r  logologarithmiaches,  aus  den  da- 
für berechneten  Tafeln  könnte  abgenommen  lyerden« 


Siebentes   CapiteL 

*  • 

Reductionen  des  f (a  +  bx"*)!? x"*  dx,       .\ 

§.1.     Wird  das 
Integrand  f  (a  +  bx*»)P  x™  dx 

dem    f      P   ♦   dQ    r=    PQ  —  [QdP  (§.  4.) 
erstens  dergestalt  nnterworfen,  dafs  -wir  dQ~x^dx 
haben:  so -wissen  "wir   das   für   die  rechte  Seite  uns 

nötbige  Integral  Q  zz  -^j^  sogleich  anzugeben. 

1 
Da  yrir  nun  übrigens   das  dafür  uns  nöthige  Diffe- 
rential,   dP  —  p  (a  -{-  bx"»)P-» nbx"*-»  dx    allemal 
zu  finden  wissen:  so  haben  wir  das  rückständige  In- 
tegrand fQdP  —  -£~  f(a+bxn)p-»x™+"dx;  also 

I)     f(a-|-bxn)Px«»d>c  — 

i-~      /    —  '"  ,      f(a-f  bx»)P-'»x™'*"  dx* 

m-|-i  m-|-i    ^    1        " 

$.2.    Wenn  wir  dagegen  zweitisns  das  vorge- 
gebne Integrand  als  fx"*,(a-}-hx'*)Pdx 

demfP.  dQ  —=VQ—£QdB 
geradezu  unterwerfen  wollten;  so  würde  es  uns  an 
dem  fdQ  =  Q  fehlen,  dessen  wir  für  die  rechte 
Seite  bedürfen.  Dieses  Bedürfnifs  läfst  sich  bei  die- 
sem Integrand  durch  einen  im  vorletzten  Kapitel 
schon  sogenannten  Hülfsfactor  befriedi|;en.  Denn 
da  das  vorgegebne  Integrand  durch  nb  x^"'^  multipli» 


f  32f  Cap.  VIU  Ridwlimtm  des  f  (•  -f  bx»)P  x»  dx^ 
cibrt  und  dividirt» 

weh  zz  r r- .  (•  +  bx»)P  nb  x«^  dx   Meibt ;     so 

/a-|-bx'*)P+i 
halben  wir  nunmehr  Q  —  ,  t  und  übrigens 


P  + 

dp  rz  — "^  ^  *"     x"»-** ;  also 
nb 

II )    f  (a  4-  bx»)P  X«  dx  rr 

g-;    \     v-^ ^-TT — r-?  r(Ä+bx»)^^ x*-n dx. 

»b(p^+i)      ,         nbCp  +  O  ^^      ^ 

jj«  3.  Möcb^  auch  statt  des  hier  vt>rgegebnea 
Integranden,  uns  ein  anderes  solches  fX3B  dx  vorge- 
legt BejUp  welches  weder  fXdx  noch*'f3ßdx  schon 
integrabel  gäbe:  so  würden  wir  doch,  falls  sich 
durch  irgend  einen  Hülfsfactor  das  eine  fX  dx, 
durch  irgend  einen  v andern  Hülfsfactor  das  andere 
f3Edx  integrabel  machen  liefse,  auch  sowol  di«  er» 
ete,  als  dies  weite  Reduction  bewerkstelligen  hön« 
nen.  Mehr  als  diese  sweierlei  Reductionen  aber 
können  durch  die  Befolgung  dieser  Reductionsglei- 
chung  unmittelbar  nicht  gefunden  werden.         1 

§•  4«  Da  indessen  das  in  II)  rückständige  Inte- 
grand,  den  constanten  Factor  desselben,  der  Kürze 
wegen  durch  —  N  geschrieben ,  auch 

rr  —  N  r(a  +  bx")P.(a4-bxn).x»-ndx 

rr  —  N  a  r(a 4- bx")^  x«»-»  dx  —  N  b  fCa-|-bx«)P  x«  dx, 

hiermit  also  in  zwei  Integranden  zerlegt  ist,  deren 
letzteres  dem  vorgelegten  Integranden  additiv 
ist :  so  haben  wir  nun  auch 

(t+Nb)  f(a  +  bx°)P  X«  dx  = 

7—^', — r^ Na  f(a  +  bx«)P  x«-"  dx. 

nb(p4*0 
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Und  da  i+Nb  —  iH 7 — r— ^  =  -^^-7 — r^h-  wt: 

•o  erhalten  w^r 

III)  f  (a  +  bx»)P  X»  dx  — 

np  -f-  m  -f-  X  np  -^  m  -j- 1  o 

§•  5.  Diese-  III  te  Rednctionsgleichuiig  yrird 
echon  bftafiger  und  bequemer,  lila  die  beiden  ersten» 
zu  gebrauchen  aeyn»  weil  in  dem  rückdtSndigen  In- 
tegrand »  der  eine  von  den  gegebnen  Exponenten 
p»  unverändert  geblieben,  nicht,  wie  in  I  und  II, 
einer  neuen  Abhängigkeit  unterworfen  iat.  In  eol- 
eber  Hinsicht  ist  es  nun  zu  wünschen,  dafs  wir, 
die  Stammgröfse  a  4*  bx" ,  der  kürze  wegen  durch 
T  geschrieben,  das  vorgegebne  Integrand  irFK^'^dx 
auch, auf  fTPx^+^dx,  auch  auf  fx»TP-»  dx  und  auf 
f  ^m  xp+1  dx  noch  zu  reduciren  wüfsten ;  und  gerade 
diese  drei  Reductionen  können  sSmmtlieh  aus  den 
drei  schön  gefundenen  dadurch  gefolgert  werden,  dafa 

jedea   (a-Jrbx«)Px™  dx  auch  ss  (b  4- w^)^  x"H«p  dx 

•  «.  ^^ 

ist. 

§i  6»,  Denn  da  wir  hiedurch  berechtigt  sind,  in 
jedem  schon  gefundenen  Aeductions  •  Ausdrucke  des 
vorgegebnen  Integranden 

statt   dessen    a ,    b ,    n ,    p ,    m 

die  Grdfsen  b,  a,  -n,  p,  m-f-np  ^^  setzen, 
und  p  dabei  unverändert  bleibt:  so  erhalten  wir  zo» 
vdrderst  aus   I) 

dafs  r(a-I-bxn)»x»dx  auch 

m-[-np4-i  m+np+i^    • 

IV)  .1,0  =  ^5±^^^+-Xii-f(H^bx«)P-»x"'dx 
^  m4"''P'h*        m+np+1  "^    ' 
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9eyn  mars ;  denn  der  letzte  pbigQ 

Factor  x»+»>P-"  war  auch  —  x'^^P"'»)  x™  , 

Obgleich  nun  durch  dieselben  Schlüase,  ans  JI 
und  III ,  auch  V^  und  VI  können  gefolgert  werden ; 
60  wollen  wir  doch ,  um  Anfyng^r  mit  mehren  IVIe-: 
tboden  bekannt  zu  machen »  dafür  auf  andere  Weise 
verfahren, 

.  5.  7.  Da  in  I)  der  Exponent  p  jeden  Werth  ha- 
bpn  kann»  so  könneu  wir  ihn  auch  p-}~^  fordern; 
Dann  gibt  diese  FQrmel  j, 

f(a4-bx»)P+»x«d3c 

m  -j^  i  m  -j-  1 

dessen  linke  Seite  nun,  in 

f  (a  4-  bx")P  ax™  dx  -{-  f  (a  +  bx»)P  bx»+°  dx  zerlegt .  das 
letzte  Glied  dem  rückständigen  Integranden  additiv 
gibt;  wodurch  wir  erhalten 

V)  r(a  +  bx«)Px'^dx 

a(m-j-i}  m-|-i  a 

^«  8*    Aus  IV  kann  gefolgert  werden 
f  (a  -]--  bx«)P~»  x^  dx  / 

.  n  — —^ h  "-^ — ^ffa  +  bx")Px™  dx, 

.npa  *  npa  * 

Hierin  p-f-^  ^^^^^  P  geschrieben ,  haben  wir 

VI)  r(a  +  bx)Px«»dx 

_  _  (a+bx")P+^xm+^      m+i+n(p+i)  f.,^^^n^p+,^«dx 
-  n(p  +  i)a      +     n(p+i)a      H^+^^  ^     ^  ^^* 

-    §.   9.     Eine   ungemeine    Erweiterung   kann    für 
diese   VI  Formeln    dadurch  gewonnen  werden ,    dafs* 
man  für  jede  derselben  ihre  eigne  Eegel  rmal  nach 
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einander  wiederholen,  und  tie  dadurch  zu  einer  rfa- 
chen  Umfassung  erheben  kann»  wie  folget« 

[  §.  10.    Da  in  ^.  t,  jedes  fT^x^dx  rr 

-    -.    .  l 

»TPx™^      nbp  •  ■        ^ 

~  — .«_  .^  •—£  f  !>->  x»+»  dK  erwiesen  wt :  so  mufs  e* 

«)auch  rr       *     —    ^    <      ;    M    ■,  , ii--^fTP-^x»+«iidxseyrt} 

^  Im-t-n-j-i    m+n+i  ' 

3)auch  =       f     — .    I    <        f  f        — — p— 

^  I  Lmrrfön  +  i    . 

^25iPr!)rrp-«x»-**>dxl 

m+sn+i  J 

^  M.M+n*,,MM+(r.Ä)n  l   M  +  (r-i)n      M+(r.i)n 

§,  \u    Da  in  §»  ö.  jedes  TT^x^dic  rs 

II 

—  — r-; r  —  t: 7  fTP+'  x^'^  dx  erwiesen  ist  J  so  mufs  e» 

nbCp+i)       ilb(p+i) 

l  — 

»auch  S        f       —      ^     1  lu  Jl . ^N  -jTCTrfr^'^^'^^"''^^^  «^7" > 

^     _   _  i  rTP-+3x^-3A 


—  ^ 

lnb(p+?)    nb(p+sO     ^ 


^  M  — 5n     ^3  -1 

öb(p4-i)  nb(p+i)  nb(p-}^a)    nb(p+i).nb(p+fi)  nb(p4-3)**' 

VIM 
5.     .M.n.M^n*...*M-(r.i)n«     iT^xym-m      M-rn^-  .^  ^^     . 

n»  b»,(p+i).(p+jj) (P+r*-!)«  l    p  -{-  r  p-f  r 
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§.  IS.    Da  in  0.  4«  je^es  fTP  x"  dx  ±z 

ö)aiich  =       I       —      ^      l  , =r2iU=.fTPx««ax 

|(np+M*o)b  np+M-ab 

+1  x^*3>^ 


3)aQCh  =>•*«/        0        _       ,       j^ 


np4M-an 


5^  |ip+M-cm*b 

.      TW-'x»*-«   M-na  TP+»xM-an       .M^^fi.M-sn.      a*   TP+»x»i-3n 
'     (iip+M)b  np+M  b  (np+M-njb   •np+M.np+M-n/b^*(np+M-flD)b 

'      ] 

.&p+M,np+M«ii«*..fiip4nM(r*fi)ii«  *  b^^  \(iip4-M-(r-i)ii}b 

M  —  rn       a  -^^  , 


•••• 


np4-M-(r-a)a  4 
5.  13*    Da  in  §,  6.  jedes  rTPx«»dx  n 

4 

—  :::::Tzrr:'^„^^^^  f  tp-»x«  dx  erwiesen  ist:  «o  mub  « 

1.  —  I  Tp-»x»+«       nCp-Oa   _•         - 

a)auch=       |     +.     ^     J— — +..    ^*;  ^ — (TP^ndxseY 

|n(p-i)+iöfi  D(p-i)+m«fi  ^ 

3)anch:=:      #     +     ^    <       ^        +        1       | -- — - — - 

/  '  n(p-)i)-f-m-f-i  j 

TPx«+»      npa      TP-'x«+«        npa      nCp— i)a     Tp-«x»4* 

yV-3 ^ r —     — ^ ,  +— il — •  ,  \ — ^^—•-7 — ^ — r: 

^    np+m+i   np+m+i  n(pf  i)+m+i   np+m+i  n(p-i)+m+i  n(p.Ä/nnH 

^         .npa>  n(p«i)  a ....» n  (p-  (r>g)).  a         I  Tv-^r-'i)  xm-H 
"*"  .np4-M,  n(p.i)'4-M,..tn(p-(r.Ä))-j-M.  *  ln(p.Crs))+M 

n(p(r>0)a  ^ 


•••• 
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0»  16.  Durch  die  letzten  Gleichungen,  VII  bis 
XII,  liegt  nun  vor  ^Augen,  wie  wir  vermittelst  einer 
endlichen  Anzahl  von  Gliedern  (in  so  fern  alte 
genau) 

jedea  fa-{^bx^)Px°'dx  darzuatellen  wissen« 

wepn  uns,  r  eine  bejahte  ganze  Zahl  bedeutend, 

entweder  f  (a+bx")P*^  x"H^  dx,  oder  r(a+bx")P+'  x™—"»  dx 

(VII  und  VJII) 

oder  f(a+bx")P    x«-»»dx,öderr(a+bx»OP""'x™  dx 

(IX  und  X). 

oder  f  (a+bx»)P    x«+«  dx,  oder  r(a+bx«)P^  x«»  dx 

(XI  und  XII) 

genau  zu  integriren  bekannt  ist. 

0.  17.  Zugleich  aber  ist  es  eben  so  einleuchtend, 
dafs  wir  vermöge  dieser  sechs  Gleichungen  jedes, 
nicht  nur  das  erste,  sondern  auch  jedes  .andere  von 
diesen  sechs  hier  aufgeführten  Integranden ,  durch 
eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern  müssen  darsustel* 
len  wissen, 

we^n  wir  f (a 4* bx°)P  x^  dx  genau  integrirt 
haben* 

Dieser  letztere  Scblufsgang  wird  nicht  nur  für 
unsem  obigen  und  fernere^  Vortrag,  in  welchem  wir 
die  Integrale  des  f(a-|^bx>^)Px°^dx,  als  algebraische 
oder  transcendente  zu  finden  suchen,  meistens  ^m 
nninittelbarsten  anstellig  sich  beweisen;  sondern  wir 
können  auch  denselben  auf  solche  Weise  darlegen, 
dafs  die  Anfinger  dadurch  leichter,  als  auf  irgend 
eine  andere  Weise ,  es  durchsehen  lernen »  wie  die 
sämmtlichen  hieher  gehörigen  Integraltafeln  d^s 
Hrn.  Meier  Hirsch  könnten  berechnet  werden» 

Es  ist  hiebei  hinreichend,  nur  die  ersten  drei 
Gleichungen  wirklich  aufzuführen,  nicht  auch  die 
allgemeine  rte  Gleichung,  wie  es  in  Q.  10  bis  $.  15 

9 
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allerdingf  absichtlich  geschehen  war,  nm  die  allge- 
meine Daretellang  in  $•  t6  geben  sä  f/önnen.  Wenn 
man  dagegen  Tafeln  verfertigen  will«  so  wird  man 
lieber  aus  I»  i  auf  1,8»  dann  anf  1,3»  auf  1,4,  und 
80  weiter  scbliefsen*  Denn  wenn  wir  z.  B,  aua  der 
in  j$.  !•  gefundenen  Reductionsgleichung 

Tpx"^  nnb 

jN   fTP  X™  dx  = i —  —  -s—i —  rTP-»x»+«»dx  , 

^  m-j-i         m  -|- 1 

auf  die  hier  folgende  umgekehrte  Rednctionsglei-^ 
chung  7,<)  geschlossen  haben,  so  brauchen  wir  nur, 
da  p  und  m  in  dieser  Gleichung  jeden  beliebigen 
constanten  Werth  haben  können,  statt  jedes  ihrer  p 
ein  p4~i»  ^^^  ^^^^^  jedes  ihrer  m  ein  m-j-n  zu  fordern» 
um  die  Gleichung  7»^)  >bu  erhalten;  und  eben  so 
brauchen  wir  n^r  in  jener  7f')  atatt  jedes  ihrer  p 
ein  p  —  fi»  und  statt  jedes  ihrer  m  ein  m-^^n  zu  ver- 
langen, um  die  Gleichung  7t  3)  zu  erhalten;  und  so 
weitet« 

7,x)  rTP-»x»-*^  dxrz  —■ ^1:L1  fTPx«  dx 

'*   ^  nbp  nbp 

7,a)  fTP-«x«-*^dx=i~^^ — ^^-.i^izlrrp-iit"4^^ 

''   '  "b(p — i)      iib(p-i) 

7,3)  rTP--3xn^+3adxsi— i^ ^^!i2l2!:i3fTP-flxn»+«ndx 

*■  ^  nb(p— ß)       nb(p-2) 

Und  nun  haben  wir  nur  noch  in  2),  statt  dessen 
rückständigen  Integranden,  den  Ausdruck  desselben 
aus  1)  zu  substituiren;  aus  der  dadurch  gefundenen 
Gleichung  a)  dann  ferner  dessen  rechte  Seite  statt 
des  rückstandigen  Integranden  in  3)  zu  substituiren» 
um  diese  drei  Gleichungen,  wie  im  folgenden  §•  zu 
erhalten« 

$•  lg.  In  Beziehung  auf  die  obigen  Reductio« 
nen  VII  bis  XU,  mögen  die  umgekehrten  hier  fol- 
genden   durch    7  bis   12    aufgezählt,    übrigens 
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T  =  a-^-bx^  und  M  r:  m-f-i  bedeutaid»  femerUn 
der  Kürze  wegen  gebrauclit  werden« 


1)  rTP-»x»Hi  dxtz-^ ^fTPx«dx(AutI&io) 

'  nbp         nbp  '       ^         *•    ^ 

fi)  i  TP'^ x"**^  dx  ~  ■  ■    ■  ■>■ —  —  —'..—. , .,       — 
^  nb(p— i)      nb(p-i)      nbp 


4.J!^.±!L.J!lrTPx«d« 
•^  nb(p-i)  nbp 


g)  rTP'SxM^fSndy*""  ■■■■■■■    ■■■^  ■   ■!  .       ■    ■■■ 

"^^  nb(p — 2)       nb(p-ö)    nb(p — i) 

M+sn  M+n  Tpx»+»    M+ön  M  +  n    M .  -^  ^  , 

^      .'  ..  ,..,  ,1 ,1    I ,  .1        II  ^  ■■!■  ■  t    .  ^  ■     ■'■     ,       ♦  iXx™  dx 

nb(p-ii)  nb(p*i)    n  bp      nb(p-2)  nb(p  2)  n  bp 


8* 

1)  fTp^x«»  dx=2^rpi 2^+ürrpx«ax  (am 

'  M — n  M— n  *^ 

^  r«-^      .   ü        xM-2«Tp+2     nb(p+ö)  xW^nTP+»„  ^ 
^  M — i2n        M— an      M — n 

pbCpfa)    nbCp-x) 
T^    M— an    *     M— n  ^ 

5)  -f  Tp+3xi«*>  dx  =:  ^^r;r-- "J:-^ .  ^i — .  TP  ^ 

*''  M— 3n  M— 3n      M-an 

nb(p+3)   nbCp+a)     xM-n-  ^^ 
^   M— 3n        M— an        M-n 

0 

i)b(b+3)  nbCp+8)  nb(pj-i)„        . 
M-3a  •  M-an  'TTTn     *  *    *" 

9  * 
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9.    (MZZm-^i  bedeutend.) 

1)  fTPx»-«dxr:  tiTi ^ 7|&-2L_ b f Tpx«  dx (Aus 

^  (M-^n)a       (iyi-n)a  ^ 

III  §.  la) 
XP+'x^-«»      np+M-n  ,  Tp+ix^-« 

S)  fTPx«-«ndxr:  Tzr: r .\J    ^    .b^rr r— 

^  (M  — 2n)a       (M-SD^a      (M— D)a 

+  "P  +  .^^".5£±^.bbfTPXindx 

^  (M  — 2n)a    {M-n)a 

X  rm^   -.^  ji  TP+»xM^3tt      np+M-2n      TP+»xM-«n 

^^  (M— 3n)a       (M— 3ii)a     (M  —  20)  a 


-n 


pp4-M>gn  np-J-Mja  , ,  Tp^  xM-« 
"^  (M— 3h)a  •  (M-2n)  a  *       (M— n)  a 

(M>ii^a 


10. 

Tpx^       M4-nD 

1)  fTP-»x»dxr: 1 -i— *  fTPx«dx    (Au8 

^  npa     ■      npa  ^ 

IV  §.  .3) 

,)  f TP-x»  dx  =  -  Zp?  - ^li^fEfi)  .l!iE!l 

^  ii(p-i)a         n(p — i)a       npa 

M+«(p-.i)M+«^fTPx~dx 
n(p — i)a        npa 

5)  rTF-»x-dx=-2p^-MP:l\^22^ 

n(p-2)a        n(p — 2)a    n(p-i)^a 

M^(^  M^n(p-,)  M42^^^^^„  ^^ 
n(p*fi)a   n(p — i)a  npa 


/' 
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11. 

"^  ii(p+i)+M    b       n(p+i)+M    b 

(Aus  V  §.  i4) 

fi)  rTPx"*+»«*dx=-— — — . —  — JL_— . . 

^  n(p+i)+M+n  b     n(p+i)+M+n  bb  n(p+i)+M 

'  n(p+i)+M+»  n(p+i>fM   bb 

^^  n(p+i)+M+2n*b    n(p+i)+M+2n*bb*n(p+i)+M+n 

M  +  an  M  +  n  aa       T^'x» 

+  ii(p+i)+M+an  •  n(p+i)+M+n  *  bbb  *  n(p+i)+M 

M  +  gn  M  +  n  M       /'^^fjy^m^ 

ii(p+i)4-M+2n  *  n(p+i)+M+n*n(p-n)+M  *  bbb 


12- 

O  fTP+'xPdxz:  ''^'^^■^  "^P"^^^  .afTPx^dg 
^  M+ii(p+i)  '  M+n(p+i) 

(Aus  VI  §,  15) 

S)  fTP+«X«»dxZ:5s^ 7 r  +  ,,^V       N'^'iTf TT^^ 

^  M4-n(p4-s)  '  M+n(p+«)       M+n(p+i) 

n(p-|-g)    _n(P±0.,afTPx»dx 
^^  M+n(p-(4)  *  M+n(p+i)* 

3;  1 1      X    ax  _  M+„(p+j)  -r  M+n(p+3)  *  M+n  (p+a) 

I      « (p+3)         n(p+a)  TP^xM 

"T  M+n(p+3)  •  M+n(p-|-8) '      M+n(p+i) 

,    n(pi^    n^+^   il(p+0         jTPx«dx, 
^M+d(p+3)  M-Ha(p+>)  M-«-n(p-i-i) 
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Anwendung  auf  des  Herrn  Meier  Hirsch 

Int  e  gr  alt  af  ein. 

$•  19.    Um  8«  B»  dio  naduteheode  Tafel, 
f  TpT  =  f  ^  (die  StammgrSEie  Tna-J-bx*  bedeutend) 

T^  — 5St"+"m    T 

und  fo  weiter,  welches  Tafel  XIIL,  S.  46,  bei  Hrn« 
Hirsch  ist,  zu  berechnen,  ist  die  von  uns  Seite  132 
unter  10«    aufgeführte   Tafel    geeignet,   indem    hier 

f     ,  ■   y,  also  f(a-|*bx»)Px«dx,  für  den  Fall  nn«, 

p  ~  —  1  und  m  rr  o ,  als  genau  integrirt  schon  ge« 
fanden  vorausgesetzt  wird*  Wir  brauchen  nur  in 
jener  Tafel  10*  jedes  n,  p  und  m  derselben,  auf  die« 
se  Werthe  2,  — 1  und  o  einzuschränken:  so  werden 
wir   durch    die  Gleichungen   lOi  x)  und  lOsO  ^^^  ^^^ 

tegrale  i^  und  f «  richtig  wie  oben  gefunden  ha« 

ben ,  und  durch   die   Gleichung   10«  3)  würden   wir 

dx 
eben  so  auch  t^  vollkommen  richtig  erhalten* 

Allerdings  würde  für  ferneren  Fortgang  zu  r=^ 

dx 
i;^  u,  8.  w.  die  fernere  Darstellung  jener  Tafel  10* 


und  auch  ihre  Anwendung  auf  einzele  Fälle,  etwas 
mühsaii)  ausfallen*  Beides  kann  man  sich  erleichtern, 
wenn  man  für  jede  von  den  obigen  Tafeln  7)  bia 
1.2)  das  Gesetz  des  Fortganges  in  ihren  Coefficienten 
bcaond^rs  darxus teilen  aucht;  welches  aber  nur  der 
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Mühe  Werth  ist  9  Falls  man   selbst   auch  wieder  sol- 
che Tafeln  neu  berechnen  wollte^ 

§•  fio.    Ein  anderes  Beispiel  sei  die  Tafel  XX.  bei 
Hirsch  S,  54. 

d  dl  *'*^  Trra  +  bx*.  wie  vor« 

f-;j7  zr  fr-T-TTa     f  ^^"  bedeutend,    aber   hier 


T   —     a  +  bx- 


diese  beiden  ersten  Inte- 


und  f —  m  f r-  i  granden«  als  für  eich  schon 

^(^+ox)^  integrirt,  vorausgesetzt. 

-  dx  jL^      b  -dx 

x»T~ax      a     T* 

^  dx  1    |]^  f^^ 

x^T  fiax^       a     xT 

-  3x^_ 1      ,     b        b^    dx 

x^T  ~      sax»  "^  a^x  "*"  a^     T 

-.  dx  1      ,       b       ^  b^  p  dx 

Diese   Tafel  wird  nun  allerdings    durch  unsere 

9te  zu  finden  seyn«     Aber  wenn  wir  sie  blofa  auf 

dx 
das  zweite  obige  Integral  f-Tj%  anwenden,  so  werden 

wir  nur  fx^T»  fx'T,  u.  s.  w«  dadurch  finden.    -Uni 

dx  dx 

die  dazwischen  noch  fehlenden  £-^7=^,  f— tts  »•  ••  W. 

x*T       x'*T 

zu  finden,  mufs  dieselbe  gte  Tafel  auch  auf  das  erste 

Integral  f  7s-  angewandt  w^den;  daher  ich  hier  auch 

dx 
dieses  f-^,    zur  Belehrung  der  Anfänger  mit  aufge« 

führt  habe;  welches  Herr  M.  Hirsch  stillach weigend 
vorausgesetzt  hat,  ^ 

0.  81.    Die  Integrirungen ,  welche  hier  als  schoi^ 
gefunden  vorausgeaetzt  werden. 
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und  f-^ — r-?  — -x=-.^loais rrr»"§-i9»'*"" 

a  — bx»       «rab    Va-xTb    ^^    ^ 

überdies  auch  f    ,   f\  ,,  =— ito9^^''"^^'''^'nS.ao, 

x(a  +  bx*)  a    '         x 

wird  man  in  den  nächsten  beiden  Kapiteln  erwiesen 
finden;  and  überhaupt  werde  ich  darauf  denken,  dafs 
man  in  diesem  Lehrbache  alle  .Integrale  erwiesen  fin- 
de, welche  von  Hm/ Hirsch  in  solchen  Tafeln  vor- 
ausgesetzt werden,  deren  wir  für  die  uns  bevorste- 
hende Praxis  irgend  nachzuschlagen  nöthig  haben 
dürften. 


Achtes  Capitel. 

Einige  f(a -|.  bx")^»"  dx  als  Kreisbogen  gefiin- 
den,  und  die  daneben  tiöihigen  als  Logarithmen 

aufgeführte 

£.1.    Zom  Beispiel»    daa  so  einfach  scheinende 

Integrand  f(i— xx)  'dx,  wurde  eich  durch  irgend 
eine  von  den  bisher  behandelten  algebraischen  Inte- 
grirungsregeln  •  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Glie- 
dern nicht  genau  finden  lassen.  Da  wir  aber  aus 
Diff.R.  IX.  §.  25.  S.  157.  wissen  (das  dortige  x  hier 
vorläufig  durch  p  geschrieben) 

dafs  f(^— )c)p)  ^  dp  zr  aresin  je  ist:   so  wissen  wir 

auch,  dafs  jede  Function  X,  dessen  dX  ~  (i — TtT^ä^  ist, 
allemal  ein  X  =  arc  sin  je  -)-  C  seyn  mufs,  dessen  C 
eine  Bogenlänge  ausmacht,  welche  durch  irgend  ei« 
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n^n    gegebnen    oder    gewählten    Anfangspnnct.  der 
gesuchten  Bogenlänge  X  bestimmt  wird« 

$•  s«  Soll  X  gerade  diejenige  Bogenlänge  seyn, 
welche  mit  der  Sinuslinge  p  ihren  Anfang  nimmt^ 
also  für  i:  n  o,  selbst  auch  ein  X  rr  o  ist:  so  kön- 
nen wir  aus  dem  einzelen  Werthfalle  pZZo  schliefsen, 

dafs  o  ~  aresin  o  -j-  C  ~  o  -(-  C,  also  auch  C  — o 

seyn  mufs;  falls  wir  nicht  etwa  durch  den  Zusam- 
menhang zu  bedenken  genöthigt  sind,  dafs  eigentlich 
im  Allgemeinen ,  arc  sin  o  Zl  '^  nv.i  ist ,  so  dafs  n 
nicht  nur  =z  o,  sondern  auch  jede  ganze  bejahte 
oder  verneinte  Zahl  seyn  kann,  tr.t  die  Bogenlänge 
des  Halbkreises  mit  dem  Halbmesser  i  beschrieben, 
bedeutend.  Da  wir  aber  hier  ein  weiteres  nicht  be. 
absichtigen,  als  dafs  wir  ein  vorgegebnes  Integral 
vermittelst  der  trigonometrischen  Tafeln  mit  wenig 
Mühe  hinreichend  genau  anzugeben  wünschen:  so 
können  wir  uns  hiemit  ganz  allgemein  auf  ein  n~0 
dadurch  einschränken,  dafs  wir  nur  solche  Bogen- 
längen ,  die  über  den  ersten  bejahten ,  oder  ersten 
verneinten  Quadranten  nicht  hinausgehen,  zur  Be* 
atimmung  des  arc  sin  f  gebraucht  wissjen  wollen« 

$.  3*  Unter  dieser  Voraustetsiing  können  wir 
also  auch  äberhanpt  schliefsen,  dafs,  wenn  der  Bo- 
gen X  nicht  gerade  mit  i(  rz  Of  sondern  mit  dem 
£ndpnncte  dea  Bogena  arc  sin  7  >  meinen  Anfang  neh- 
men  soll, 

also  X  zr  0  n  arc  sin  +  a  -f-  ^  ^^^  mufs ,  dann 
die  Constante  C  =  •—  arc  sin  +  a    zu  setzen , 
also  X  ZZ  arc  sin  p  —  arc  sin  +  a  anzusetzen  ist. 

ff 

$•  4*  Hiermit  liegt  vor  Augen,  dafs  wir  nicht 
etwa  durch  einen  anders  gewählten  Anfang  des 
Bogeus  X,  die  Beredmang  desselben  möglich  machen 
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konnten,  falls  sie  far  die  Constante  r=  o  unmöglich, 
aU  X  =:  aresin  f ,  ein  unmögliches  X  wäre. 

Diese  Unmöglichkeit  aber  mnls  ffir  jeden  Wertb- 
fall  des  f ,  welcher  über  Ip  i  hinausgeht,  nothwen* 
dig  eintreten ;  weil  es  ja  gegen  den  Begriff  des  Sinus 
streitet,  ihn  gröfser,  als  den  Halbmesser  su  verlan- 
gen, welcher  in  diesen  Formeln  die  Einheit  aus« 
macht« 

%.  6.    Sej  dagegen  Beispielsweise  f  n:  ^  rr  o,  75 

gegeben,  so  ersieht  man  ans  den  Sinus -Tafeln,  dab 
der  diesem  Sinus  zugehörige  Bogen  n  48^  SjT  (bei- 
nahe) hält.  Da  nun  in  den  Tafeln  der  Bogenlän- 
gen «angegeben  wird, 

dafs    48^  rr  o,  8377580 

und    35' rr  0,0101810  ist:  so  wi««cn  wir 


z 
3" 


dafs  £(1  — y;:)  ^dx  z:  o,8479390    für    den    Werthfall 

%  in  -  (beinahe)  seyn  mnfs;  und  sehen  hieraus,  wie 

4 

wir  auch  für  jeden  andern  einselen  Werthfall 
des  X,  welcher  nicht  aber  ^li  hinaus  geht,  dieses 
Integral  schon  so  gut  als  berechnet  in  den  trigono- 
metrischen Tafeln  vorfinden  können* 

dt 
§.  6«    Eben  so,  wie  wir  aus  d aresin  prr^   _    ■» 

dt 

auf  f  x=7 :  ~  arc  sin  r  +  C   schliefsen  konnten, 

r(i  — f;)  ^  ^ 

dr 
werden  wir  auf  f  —  --r — t — .  ~  arc  cos  t  -1-  K, 

d» 

aus  d  arc  cos  t  rr  =7 ^.  diesem  a.  a.  Orte  S,  157 

Tiji  —  n^ 

ebenfalls  ausgeführten  Difterentiale,  allerditigs  voll- 
kommen richtig  schlielaen  können. 
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Aber  ebenfalls  richtig  muTs.et  auch  aeyn,  w^nn 
wir  acbliefsen, 

seyn  muFs. 

Und,  wenn  Mrir  dieses  anch  ir  —  arc  sin  y  — -  C 
achreiben,   nämlich  wegen  des  Zußammenhangs  zwi« 
sehen    dem  positiven    und  negativen  Integrand.    in 
dem   letztern  die  Constante  als  ein   — -  C  auiFübren : 
so  wird    es   bei   dem  Gebrauche  beider  Integrale  be- 
quem seyn,   dafs  ihre  beiden  Constanten  in  absoluter 
Gröfse  allemal  einander,  gleich  zu  nehmen  sind;  auch 
für   die  sehr  gewöhnliche  Forderung ,   dafs  das  Inte« 
gral  zugleich  mit   dem  veränderlichen   p  seinen  An« 
fang  nehmen  soll,   nunmehr  in  beiden  Integralen  die 
Constante  iz  o  zu  nehmen  ist ;  da  hingegen  die  Cq>n« 
staute  K  für  diese  Forderung  ein  K  ~  —  i   würde 
seyn  müssen* 

§•  7*  Aus  demselben  Grunde  werden  wir  nun 
auch  aus  den  beiden  Differentialen  3)  und  4)  a«  a.  O« 
auf  die  beiden  v 

dr 

Integrale  f  ±  — ^^  —  ±  arc  tang  t  +  C 

dx 
und  auf  f  ±  -ttt ;  —  +  arc  sec  r  4-  K  aus  den 

beiden  Differentialen  5)  u.  6) 

dr 
auch  auf  f±  ^^ — ^ — r  — +  arcsinversr+C  aus  den 

Differentialen  7)  u«  8)  scbliefsen; 

dr 
Hiezu  noch  r+  m  ■■   ^ — ^  ~  ±  aresin  r  ±  C,  aus  vori- 

gem  $.  geschrieben, 

haben  wir  lauter  Integrale  vor  Augen,  unten  wel« 
chem  lediglich  die  Secanten- Bogen  der  Ausnahme 
unterworfen  sind,  dafs  sie  nicht  die  Constante  i:Ci;::o, 
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tonäerh  die  Conetante  +  K  ~  +  i  erfordern ,  wenn 
sie  mit  jr  ~  o»  selbst  auch  ihren  Anfang  nehmea 
sollen. 

$•  8*    Eben  dieselbe  Constante  K  wird  hier  auch 
Statt   finden »    wenn    wir    statt  des    arc  sec  f   lieber 

arc  cos  -   deshalb  ansetzen ,   weil    man  f&r  die  Se- 

F 
canten  keine  Tafeln  hat« 

Da  man  auch  für  die  Qaersinus  keine  Tafeln 
hat«  in  welchen  man  eine  gegebne  Qüersinus - LSnge 
f  aufschlagen  könnte«  um  den  ihr  zugehörigen  Win- 
kel 9  in  Graden«  und  dann  die  diesen  Graden  zuge- 
hörige Bogenlänge«  aus  den  Tafeln  unmittelbar  abzu- 
nehmen: so  mufs  man  sich  hier  daran  halten«  dafs 
jeder  sin  vers  (p  zz  i  —  cos  9  ist« 
also  cos  9)  =z  1  —  sin  vers  9« 

Also  auch  cos  9  ZI  t  —  jr«  da  das  f  in  der  In- 
tegralformel die  als  urveränderliche  Gröfse  gegebne 
Länge  eines  Sinus  versus  bedeutet.  Daher  können  wir 
nun  in  Hinsicht  auf  den  Gebrauch  der  trigonometri- 
schen Tafeln  die^hciden  aus  dem  Differentiale  des 
Quersinus  gefolgerten  Integrale 

dt  ' 

aw  f  ±  3?7 — - — r  —  ±  airc  cos  (i  —  r)  ±  C  ansetzen, 

.mit  derselben  Constante  C;  indem  ja  sowol  mit 
sin  vers  ~  jf  ~  o«  als  auch  mit  cos  (i  —  o)  ZI  cos 90°  iz  Of 
das  Integral  sich  zi  o  ergibt. 

§«  9*  Die  Alternative  ±  in  diesen  Integralen  ha- 
be ich  in  §.  6.  sehr  absichtlich  dadurch  erwiesen« 
dafs  ja  allemal  r±3Bd;rZ:  t±i^didf  zz  ±if3Edjtr  seyn 
mufs«  wo  nun  das  unter  dem  Integrirungszeichen 
verbliebene  dl  dp  allemal  in  seiner  absoluten«  also  so 
gut  als  bejahten  Gröfse  zu  nehmen«  und  diese  Alter- 
native nicht  etwa  aus  dem  ±  T  bei  den  obigen  irra« 
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tipnalen  Integranden  abgeleitet»  sondern  bei  dem  ra- 
tionalen   Tangenten  •  Integrand    ebenfalls    vorhanden' 

8 

ist;  auch  wenn  36  ein  T  wäre,  ebenfalls  Statt  finden 
würde«  Keinesweges  wird  man  dadurch  verhindert 
zu  gebrauchen»  dals  jedes  y  sowohl  bejaht  als  veif- 
neint  ^ejn  kani^;  aber  die  Festsetzung,  dafs  es  in 
den  obigen  Formeln  für  absolut '  oder  bejaht  zu  ach- 
ten sey,  wird  uns  bei  den  nun  folgenden  Reductio- 
nen  dieser  Formeln  viele  Kürze  und  Deutlichkeit  ge- 
währen. 

$«.io*  In  den  Gleichungen  Seite  144  tind  145» 
Seite  146 u«  147  u«s«  w.  findet  man  die  bereits  gefunde- 
nen Integrale  zuvörderst  wiederum  niit  teutschem  p  auf- 
geführt, um  dadurch  zu  erinnern,  dafs  die  in  demselben 
vorkommenden  Linien  f,  sie  mögen  Sinus-  oder  Cosi- 
nus-, oder  Tangenten  -  Längen ,  u.  s*  w.  angeben,  al- 
lemal den  trigonometrischen  Halbmesser  z:  i  genom- 
men voraussetzen* 

Eben  daher  rührt  es  nun,  dafs  die  darin  aufge- 
führten Integranden»  mit  der  allgemeinen  Form  des 
algebraischen  r(a  -|-  bx")P  x™  dx  verglichen«  allemal 
auf  ein  a  zi  i ,  und  b  zu  i  eingeschränkt  sind ,  aufser 
dem  Quersinus  •  Integrand ,  welches  gerade  auf  ein 
ans  und  hm  eingeschränkt  ist, 

^      Dieser   Einschränkungen    kann    man    sich    nun 
sicherlich    am    leichtesten   und  deutlichsten  dadurch 

T'b 
überheben,  dafs  man  in  jenen  Gleichungen,  ;:~x=7  x» 

I  a   . 

mit    absoluten    WarzelgröGsen »    in   dem    zuletzt   er- 

sb 
wähnten  Integrand  aber,  f  zz  —  x   setzt;    wodurch 

a 

man  die  durch  x  ausgedrückten  Gleichungen  erhält, 
in  welchen  man  weit  mehre  f(a  -|- bx«}P  x^  dx, 
als  in  denen  durch  f  ausgedrückten  abgereicht  «iebt. 
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§«  11«  Gerade  diese  Reductionen  gewibren  nun 
die  grofse  Beqaemlicbkeh ,  dafs  man,  auch  für  die 
durch  a  und  b  ausgedrückten  Formeln,  sogleich  die  für 
den  Halbmesser  i  berecbnejten  Tafeln  unmittelbar  zu 
gebrauchen  hat,  ohne  erst  wegen  eines  andern  Halb« 
messers  rcduciren  zu  müssen;  wodurch  dagegen  die 
.bei  Vega  und. andern  Mathematikern  gebräuchlichen 
Formeln,  'mühsam  und  verfänglich  werden.  Eben 
deshalb  habe  ich  auch  hier  (vergleiche  DiiF.  R*  X,  §.  23.) 
fernerhin  arc  sin,  arc  tang  u,  s*  w«  geschrieben,  nicht 
etwa  Are  Tang  u.  s.  w. 

$•  18»  In  den  letztem  Ausdrücken,  jedes  a  und  b 
auf  :=  1  eingeschränkt,  gibt  die  ersten  Ausdrücke,  in 
welchen  übrigens  dann  p  statt  x  geschrieben  steht* 

Mit  Ausnahme  des  Tangenten -Integrales,  in  wel« 

chem  p  oder  X  jeden  bejahten  oder  verneinten  Werth 

Tb 
haben  kann,  weil  ja  ;:  oder  rr-  x  eine  Tangente  für 

den  Halbmesser  1  bedeutet  (solche  Tangente  aber  für 
den  bejahten  ersten  Quadranten  jeden  Werth  von  o 
bis  -|-O0»  für  den  ersten  verneinten  Quadranten  je- 
den Werth  von  o  bis  — 00  haben  kann),  sind  da- 
gegen die  p  und  x  in  den  übrigen  6  Integranden  auf 
gewisse  Werthe  eingeschränkt,  wenn  das  ihnen  zu- 
gehörige Bogen- Integral  ein  mögliches  seyn  soll» 

$.  13.     Nehmen  wir  die  zweite  Gleichung 

^f(i=b^3ö  -  fb  "*"  ""  ""  ^  h  ^°'  ^"Sen:  80  er- 
sehen  wir  aus  ihrer  linken  Seite,  dafs  für  jeden  Werth 
des  X,  bei  welchem  bxx  ^  a  sich  ergeben  würde, 
das  Integrand  (das  zu  integrirende  Differential)  selbst 
schon,  wegen  der  unmöglichen  Wurzeln,  eine  älge« 
braisch  unmögliche  Gröfse  seyn  würde*  In  der 
rechten  Seite  wird  dann  diese  Unmöglichkeit  auch 
trigonometrisch    bestätigt,    weil   aus   bxx  >  a 
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folgt,  daü  X  T- ^  1   aeyn  Mrärde;    mit    dem   Be- 

griffe  einer  Sinnszahl  aber  es  durchaus  im  Wider- 
spruche steht,  dieselbe  gröfser  als  i  zu  verlangen* 
Und  eben  so  wird  bei  den  übrigen  Gleichungen,  die 
algebraische  Unmöglichkeit  der  linken  Seite,  und  die 
trigonometrische  der  rechten  Seite,  allenial  mit  ein- 
ander übereinstinimend  erkannt  werden;  man  mag 
nun  von  den  sämmtlichen  nebeneinander  aufgeführ- 
ten Ausdrücken  wählen,  welchen  man  will. 

In  dieser  Aufführung  habe  ich  durchaus  Herrn 
Meier  Hirsch  in  seinen  Integraltafeln,  Berlin 
iQio,  Seite  47,  befolgt.  Diese  Tafeln  sind  ja  mit  so 
vieler  £insicht  und  Umsicht  geordnet,  und  mit  sol- 
cher Sorgfalt  berechnet,  dafs  es  rathsam  ist,  beson* 
ders  auch  den  praktischen  Mathematiker  dahin  ein- 
zuleiten. Namentlich  in  diesem  und  dem  nächstfol- 
genden Kapitel,  habe  ich  auch  meinen  Vortrag  an- 
ders als  gewöhnlich,  dabin  gerichtet,  dafs  meinen 
Lesern   der  Gebrauch  dieser  Tafeln  erleichtert  werde. 

§.  14«  Da  nach  diesen  Aufführungen  jedes  Inte- 
gral, durch  jede  von  den  ß  trigonometrischen  Hülfs« 
linien  ausgedrückt  ist:  so  war  es  um  so  weniger  nö- 
thig,  neben  dem  -|-i*f^  auch  das  —  i.f^  fernerhin 
aufzuführen;  und  so  erhellet  es  um  so  deutlicher,  dafs 
aus  den  ß  trigonometrischen  Differentialen ,  Diff. R. 
IX.  JJ.  25,  nicht  mehr  als  folgende  4  Fälle  f(a4-bx^}-*  dx, 

fCa+bx^r^dx,  f(-a+bx*)""^x-»dxund  f(a-bx)"*^x^^  dx 
des  allgemeinen  f  (a-j-bxn)Px™  dx,  durch  trigonome- 
trische Tafeln  integrirbar  gefunden  sind.  Nur  eine 
scheinbare,  und  im  Ganzen  genommen  nicht  raihsame 
Verdoppelung  dieser  Fälle,  ist  durch  die  Gewohnheit  ent- 
standen, z.  B.  neben  dem  obigen  i.f(a+bx^)""'  dx,  auch 
noch  aufzuführen,  was  nach  unserer  obigeil  Darstellung 
nichts  anders  als  s-^i^fCa+bx^)"**  dx  ist,  und  seyn  kann. 
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!:z  arc  am  T'  i    ^  —  -  »fc  ein  ■  /  - 

rs  arc  coe  T — r-?  —  -  «'c  cos  — H-^ 

1  fij:^    ,1 

~  — .  arc  ein  vere  — ^-7  —  arc  cot  — 

rr  arc  eec  T — -r-  —  ■-  a^c  sec  — ^ 


::r  arc  coeec  T  Ta  '  ^  ~  •'^  coscc 


-~  —  -  arc  coeec  ■  '  *^ 

f    ,  .      n  :=^  arc  tang  x  T- 
a-f-bxx        T^ab  °         a 


i            .    ^   bx*     1  ,    axTab 

l^ab                  a+bx*        af  ab  a+bx* 

1                          a                  1)  ^•"--"bx 

Tab                  a^-bx*        2|^ab  a-)-bx* 

1              .              2b  X*             1  j'a 

—  an?  ein  vere     .  ,    ^  ~  x=-t  arc  cot 


arab      ^  a+bx^  ~  Tab  xrb 

1  ^a+bx*  1         ^         a+bx* 

~^        ■   arc  eec  j     >         ~^         .  arc  eec  ■ 

I  ^a+bx»  I  a+bx* 

"~       .arc coscc "fi  .        ^■"         arccosec 

2. 

1  —  r'        1  1*— fit* 

rr  arc  cos  T ^  —  -  arc  cos  ^  ■ 

12  1 

-  arc  tang  f^^~rp)  =  "^  ^^'         jT 

—  arc  eec  7 ~  arc  cosec  T^-^ 

z:  r  arc  sin  vers  -£- 

2  *  . 
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1* 

und  f ^ —  mufa  ~  —  i  T  — i-—   aeyn* 


a  — bxx       arab.     '^Ta  — xrb 

_^J^j^^Tji  +  xrb 

~   Tab   •''^rCa— bx^) 

,  i,        dx  .  ^  -.     jdx 

und  1 — -VT —  18t  rr  —  f 


—  a  +  bxx  a  —  bxx' 

Für  diese  aämmtlicfaen  Ausdrücke  in  1  und  t* 
ist  die  Constante  ZI  ö ,  -wenn  das  Integral  mit  ^  oder 
X  aeinen  Anfang  nehmen  soll. 


2*. 

Soll  dieses  Integral  mit  jr  rr  o  seinen  Anfang 
haben;  so  mufs  die  Const  n  — l09r±i  seyn ;  bei 
gegebnefm  -\- 1  also  ~  o.  Bei  gegebnem  •—  i  aber 
ist  sie  unmöglich« 
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)  (a— bx*)        7  b  a 

1  '    a — bx^  I  a— öbx* 

—  xrr-  arccoir-^ — =—  ZZ     ^^    arc  cos— ^ 

l^b  a  arb  a 

1  xbr  1  r(a~bxO 

=  :p-  arc  lang  ^(,_bx-)  =  :p^  ^^^  "^^  "30=^^ 

Tb  a— bx*         l^b  bx^ 

zz  --sr-  arc  ein  vcra  — — • 
»ITb  a 

-         de         

f  ^         *—  arc  acc  c 

Zt  arc  tang  rCf*  —  0  =  •'«  cot  r-rn" 

rr  arc  coeec  ssr-r \  —  arc  sm     ^ 

1        1  s  —  r* 

—  arc  cos  -  n  -  arc  cos  — r-— 

m  —  arc  sm  vers     ^   ., — i 

Für  jedes  %  ^  t  ^würde  sogleich  das  vorgegebne  Integrand 
eine  unmögliche  Gröfse  seyn;  womit  übereinstimmt ,  dafs 
keine  Secante  kleiner,  als  der  Halbmesser  seyn  Kann. 

dx  1  h 

—  TT-  arc  sec  x  T- 


xrC— a+bx^)  —  ra  '  a 

i  ^        >^bx*  —  a         1  '      ^      a 

rr  :n:-  arc  tang  T ZZ  rzr  arc  cot  Tt--^ 

ra  ®  a  ta  bx*  — a 

•  1  xrb       _  1  .    r(bx^— a) 

•~  — —  arccosec  —  arc  sin  ^ 

—  ITa  *^^*'"**''^  |-(bx»  _  a)  —  ra  xrb 

1  ra  1  2a  — bx^ 

,  n  T=-  arccos  -~rr  ~  -t=-  arc  cos  — r-r — 
ra  xrb       »ra  bx* 

1  .  fi(bx^— a) 

rr  -^Ts-  Ä'C  am  Vera  ■     ^   ^ — ^ 
«r«       '  bx* 

Hier  ist  ]p  n:  X  r~  t  welches  also  nur  für  solche  Wer- 

a 

the  des  x,    bei  welchen  x  r  ~-  nicht  kleiner  als  i  ist, 

a 

mögliche  Integrale  geben  kann. 
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V(±a+bx')~rb  =  ^"^  [*rb+r(±a+bx«)]  +  Con.t. 
Soll  dieses  Integral  mit  xzi'o  seinen  Anfang  haben: 
so  mufs  die  Constante  zr  —  t^  log  T'±*  aeyn;  die 
also  bei  gegebnem  — a  eine  unmögliche  Gröfse  ist« 
Bei  gegebnem  -{-  a  ist  diese  Const  ~  •—  — •  (09  T*a» 

•1-  ffCT^  =  fb  ^«  t ^a-  +  ^CV+  x«J-)] 

f ^£_.  =  log  2Iizi£!2.i:i  +  c 


ax      _   »  f.  rc«+bx«)— ra 


=  TTT  ^"8 — h  C 


xHa  +  bx")        r«    "  X 

r_J!^ =:4.(o.na+bx»)-ra 

-     »    f „«  rCa-fbx'j-ra    ,    « 

Diese  Ausdrücke  sind  bei  einem  verneinten  a 
allgemein  unmöglich;  bei  einem  bejahten  a  wird  ihre 
Möglichkeit  und  Unmöglichkeit  aus  dem  4"  ^^^  "^ 
dea  logarithmisirten  Bruches  bestimmt» 


10 


148       $«  ^5*    TrigonaiMtrisehs  Xategrandm^ 


::::  arc  sin  vera  f 


n&f  ^  ff) 

ZZ  arc  cos  (i — ;:) 


-  dx  _     1  •  fibx 

f  -—-——- — -  —  -rr  arc  sm  vers 

rCax— bxx)       rb  a 

1  a  — sbx 

—  xsi:  arc  cos  — — 
Tb  a 


§•  i6.  Die  logarithmiscben  Integralet  welche 
auf  Seite  145  und  l47  als  Gegenstücke  der  trigono- 
metrischen aufgeführt  stehen,  wird  man  in  den  nächst« 
folgenden  Kapiteln  sämmtlich  erwiesei^  finden«  In- 
dem sich  dann  unter  den  andern  dort  erwiesenen  lo« 
garithmischen  Integralen  auch  mehre  solche  ergeben, 
durch  welche  noch  andere  als  die  in  §.  14*  aufge- 
führten 4  Fälle  des  f(a-|-bx»jP  x™  dx  logarithmisch 
genau  ititegrirt  werden;  so  wird  eben  dadurch  die 
Frage  veranlafst»  ob  nicht  neben  diesen  neuen  Fäl« 
len,  wiederum  auch  solche  aufzustellen  seyn  möch» 
ten,  welche  ein  trigonometrisch  mögliches  Integral 
geben,  wo  das  logarithmische»  nicht  ohne  unmög- 
liche Gröfsen  sich  würde  aussprechen  Können« 

$^  17.  Da  nun  diejenigen  Unmöglichkeiten,'  wel- 
chen man  durch  Auswahl  zwischen  einem  trigono- 
metrischen und  logarithmischen  Integrale  zu  entge- 
hen vermag,  durch  das  hP  ini  gegebnen  a'und  b  be* 
stimmbar  sind:  so  ist  es  allerdings  nicht  selten  der 
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4*.    . 

wo  —  (09 1  also  —  o  die  Con^tante  ist «  bei  welcher 
mit  f  zz  o  das  Integral  eeinen  Anfang  nimmt* 

y         dx ^^ 

r(ax  +  bx^)  — 

=  ^  log  [a  +  2  bx  +  a  r  b  r  (ax +bx»)  —  log  a] 
wo  eich  sogleich  -—  -—• ,   als  die  Constante  ergeben 

'l   D 

hat,  bei  welcher  mit  x  =r  o  d^  Integral  seinen  An- 
fang nimmt» 


Fall  •  dafs  man  beiderlei  Integrale  ausdräckt  findet, 
als  ob  jedesmal  ein  4*^  ^'^^  -f-b,  namentlich  auch 
in  dem  f  (a-}-bx")Px™  dx  gegeben  wäre,  und  man 
erst  bei  der  Anwendung»  zwischen  beiden  Formeln^ 
der  trigonometrischen  und  der  logarithmischen,  su 
W&hlen  hat. 

So    wird  man  in  den  Integ^altafeln  der  Herrn 
Meier  Hirsch»  Seite  47, 

P      dx      ^^ 

a  +  bl?  ~ 

_     »  .  .^b  1         ,      ra  +  xT— b 

—  z^^  arc  tang  x  'T—  —  »^      ^    lOa  iz — - — t= — u 

Tab  ^     '  a        ör— ab.   ^Ta  — x|  — b 

mit  der  Anweisung  aufgeführt  finden»  dafs  man  von 
diesen  beiden  Ausdrücken ,  für  ein  gegebnes  +  b  den 
ersten,  für  ein  gegebnes  — b  den  zweiten  Ausdruck 
gebrauchen  müsse,  wenn  man,  so  weit  es  möglich 
ist,  mit  lauter  möglichen  Gröfsen  zu  thun  haben 
wolle;  Welches  er  bei  seinen  aus  diesen  Formeln 
hergeleiteten  Tafeln  mit  Recht  vorausgesetzt  hat. 
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Für  die  Integranden  2  und  2^  wird  von  ihm 
Seite  141 

und  rr  '  ^.  arc  im  x ir  -^^ ^  C  angesetzt ; 

von  welchen  beiden  Ausdrücken,  wiederum  der 
erste  für  ein  gegebnes  bejahtes  b»  .der  zweite 
für  eiq  gegebnes  verneintes  b  die  meisten  mög- 
lichen Gröfsen  einliefert. 

Aus  denselben  Gesichtspuncten  wird  man  auch 
dessen  übrige  Aufstellungen  zu  beurtheilen  und  ge- 
hörig zu  verstehen  wissen;  welche  mir  für  den  Ge- 
brauch weit  bequemer  scheinen ,  als  was  man  sonst, 
wegen  des  Zeicheni^i^Qbsels,«  bald  so  t  l^ald  anders, 
aufzuführen  pflegte« 

Absichtlich  habe  ich  übrigens  für  das  Integrand 

dx  dx 

f  — r- —  (also  für  das  obige  f  ■        mit  gegebnem 

M  '  I '  XX  a  "p"  uxx 

a  m  1»  und  b  z=  i)  schon  in  Dift.RXIIL  §.  5«  u.  f. 
es  deutlich  dargelegt,  warum  man  nur  für  i-f-xx 
durch  mögliche  Tangenten,  und  nur  für  i—*xx  durch 
mögliche  Logarithmen  sich  ausdrücken  kann. 
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Neuntes  CapiteL 

Logarithmische  Integrirung. 

dy 
§•  1.    Wollte  man  T-^,    durch  ireend  eine  voioi 

den  algebraischen  Integrirungsregeln  zu  finden  lu* 
chent  so  müfste  es  als  üZ  ty^^  dy«  sogleich  der  er» 
sten   Hauptrege] «    Cap«  I.    jj[«  12.«   unterworfen   wer» 

den«  also  rr  —  geben.     Ein  unschickliches  Resultat! 

o 

weil  ja   y°  n  1   eine  constante  GröFse  ist«   und  als 

solche  (sie  mag  nun  blofs  einmal«  oder  —mal «      das 

ist«     00  mal    sollen    genommen    werden)     mit   ei* 

nem  Differentiale    nicht    belegt    werdeo    kann;    da« 

her   es  hiemxt  schon   gewifs  geworden  ist,  dafs  aus 

dy 
dem  vorgegebnen  DiiFerential  —    auf    die  demselben  t 

zugehörige  Integral* Function«  vermittelst  einer  alge«i 
braischen  Integrirungsregel  nicht  geschlossen  werden- 
kann* 

Da  es  nun  ferner  bei  den  algebraischen  Differen* 

ziirungsregeln  scbon  für  unschicklich  anerkannt  wer« 

den  mufste«    die   blofse   Scheinfunction  y^«    dessen 

Exponent«   in  einem  algebraischen  y^  schlechter« 

dings    nichts   anders   als   ein   einzeler  Werthfall 

eines  Constanten  n  seyn  könnte«  mit  einem  Di£Fe* 

reutiale     belegen    zu   wollen ;    auch    wenn    man    es 

gleich wol    thun  wollte«    der  algebraische  DiSferential« 

d .  y'*  o 

quotient  •  '    ■  ZZ  ny"""»  sich  n  —  IZ  o  ergeben «  und 

somit  auf  die  Frage  nach  diesem  Quotienten  die  Ant- 
wort erfolgen  würde,  dafs  er  fiir  jedes  y  ein  Nichts  sey: 
80  ist  es  auch  von  dieser  Seite  her  gewifs»  dafs  über« 
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haupt  —  als  Differential  einer   algebrai0chen 

Function  gar  nicht  vorkomnien,  durch  DiflFerenziirung 
irgend  einer  algebraischen  Function »  als.  einer  sol- 
chen ,'  niemals  entstanden  seyn  kann» 

§•  s.  Wenn  wir' dagegen  die  transeendente  Fun- 
ction y  ZI  h^  mit  einer  zwar  constanten  Stanmigrö* 
Ise,  aber  einem  veränderlichen  Exponenten  z  in  An- 
spruch nehmen:    so  mufs  ihre 

belegte  Gröfse  y*  n  b*+^  rr  b»bd«,  also  ihr 

DifFercntial  dy  —  b'^ b^»—  b^r: b* (b^*—  t)zzy (b^*- 1), 

dy  b^^  •— *  1 

und  ihr  Differentialquotient  -~  ~  y  — ^ — ^   seyn, 

§•  3.  Da  nun  wegenf  y  r=  b',  der  Exponent 
s  !:z  Log  y  seyn«  nämlich  z  den  Logarithmen  des  y 
in  demjenigen  Systeme  ausmachen  mufs,  dessen  Ba- 
sis die  gegebne  constante  Gröfse  b  ist,  allemal  aber, 
a    die    Subtangente    dieses    Systemes    bedeutend, 

— -r —  n  -   gibt  (Diff.  R*X.  §.9.)»    ^o    haben    wir 

dy  V 

hiemit  die  Gleichung  -— i —  rz  - ,  folglich  auch  die 

Gleichung  —  — ~   erhalten ;    aus  welcher  aller- 

y  a 

dings  gefolgert  werden  kann,  dafs  jedes  f  —  zr  —  — 

y         a 

seyn  mufs,  indem  wit  die  dabei  noch  unbestimmt 
bleibenden  constanten  Gröfsen»  für  jetzt,  noch  dahin 
gestellt  seyn  lassen. 

§.  4.  Für  b  rr  10  ist  z  —  LogBriggii  y  ~  log  y, 
und  in   diesem  Briggischen   Systeme  die  Subtangente 

a  —  0,434293...,  also  i—ZZ        ^^^ 


7         0,43429 
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Soll   die  Subtangente   a  —  1   seyn,    so  mufs  die 

Basis     b m  h  rz  2,7i828ö8^»»»     genommen    werden, 

also ,  wegen  y  rz  h^,    nun   z  rz  Log  nat  y  ~  (og  y, 

dy 
und  demnach  f—  ~  lOg  y  oeyn» 

jj.  ^.  Vermittelst  des  Calculs  in  §«  s«  können 
auch  Anfänger  es  deutlich  einsehen» 

wie  das  allsemeine  —  zz  ^   durch    DifFerenzH- 

o  y  a 

rung  des  y  —  b*, 

eben  so  aber  —  zz  — *  ■  '     ■  durch  Differenzii« 

y        0,43429... 

rung  des  y~io*, 
und  eben  so  —  ~ —  durcb  Differenziirung 

des  y  ~  h«  sich  ergeben  mufs» 

Es  ist  nützlicht  dieses' aus  den  angeführten  Dif- 
ferenzürnngen  unmittelbar  zu  ersehen,  und  aus  densel* 
be|n  auf  die  logarithmische  Integrirungsregel 

y  a      ~  0,43429...  ~     X 

zu  schliefsen,  ohne  hierbei  einer  unbeschränicten 
Conversion  {conversionis  simplicis)  nöthig  zu  haben, 
V9}e  sie  eigentlich  erfordert  wird»  wenn  man  in  der 

dy. 
Kürze  schliefst:  weil  jedes  d(ogy  =  — ^ul»  bo  mufs 

dy 
(jedes)  f  —  n  I09  y  seyn« 


Die  Integral-Constante  betreffend* 

§•  6»  Da  alle  Integrirungsregeln  (namentlich  al« 
60  auch  die  logarithmischen  eben  sowohl,  wie  die 
algebraischen)  aus  einem  vorgegebnen  Diffe- 
rential diejenige  Function  sollen  finden  lehren» 
welcher  dieses  Differential  zugehören  würde;  irgend 
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ein  Differenti«!  aber,  etSyas  anderes«  als  die  verän- 
derlichen Endgränzen  einer  Fanction  uns  an- 
sugeben«  seiner  ganzen  Natur'  und  Absicht  nach 
nicht  vermögen  kann  und  soll:  so  ist  es  allgemein 
gewifs*  dafs  durch  irgend  eine  Integrirungsregel ,  sie 
mag  nun  algebraisch,  oder  logarithmisch,  oder  trigo- 
nometrisch« oder  anderweitig  transcendent  seyn,  et- 
\yas  anderes  für  die  dadurch  gefundenen  Functionen 
unmittelbar  nicht  bestimmt  werden  kann,  als  waa 
man  aus  den  veränderlichen  Endgränzen  die- 
ser Function  für  sich  betrachtet«  zu  folgern  vermag; 
alles  dasjenige  dagegen«  was  überdies  von  ihrer  An- 
fangsgränze  abhängig  ist,  durch  anderweitige 
Schlüsse  noch  beigebracht  werden  mufs, 

§.  7.    Wenn  wir'  2.  B.  für  ein  vorgegebnes  In- 
tegrand  fX'^dX»    die  algebraische  Integrirüngsre- 

gel  fX*»dX  zr  — ; —   benutzt  haben,   durch  (X)  aber 
o  n-|- 1  ^  ^ 

alle  diejenigen  Functionen   andeuten  wollen«   welche 

dieser  Integrirungsregel    unterworfen   sind;    so    sind 

diese  sämmtlichen  (X)  =r  — \ —   +  C»    in    Hinsicht 

n  +  i      * 

ihres  constanten  Gliedes  C«  so  völlig  unbestimmt, 
dafs  dieses  C  sowohl  eine  jede  bejahte«  ^Is  jede  ver- 
neinte  Gröfse  nicht  nur  (unter  diesen  also  auch  ein 
4:0  oder  +00)»  60i>dern  überdiefs  noch  jede  un- 
mögliche Gröfse  bedeuten  kann  und  mufs.  Da  nun 
eben  hieraus  einleuchtet,  dafs  auch  für  jeden  einze- 
len  Werthfall  des  x«  z,  B.  für  x  z=  a,  durch  die 
^         xira 

Gleichung  (X)  ZU  — ^p 1-  C,  über  den  wirklichen  Er- 

xrra 
trag  dieses   (X)  •    wegen    der  Unbestimmtheit  des  C, 

nichts    bestimmt  wird,    auch    diese  Unbestimmtheit 
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aebr  natürlich  ist,  weil  man  über  den  Gröfsen-Er* 
trag  einer  Function  völlig  ungewil!^  bleiben  muTs, 
60  lange  man  lediglich  aas  den  veränderlichen 
Endgränzen  einer  Fanctiou  gefolgert,  ihre  An- 
fangsgränze  aber  unbestimmt  gelassen  hat:  so  ist 
es  eben  so  einleuchtend,  dafs  man  irgend  eine 
Anfangsgränze  für  die  Functionen  (X)  festgesetzt 
haben  mufs ,  wenn  man  irgendwo  von  dem  Grö- 
fsen-£rtrage  eines  solchen  Integrales,  bei  irgend 
einem  einzelen  Werthfalle  seines  x,  Gebrauch  zu 
machen  verlangt. 

jj.  8*     Unter  den^i,    in   Hinsicht  ihres   Gröfsen« 

Ertrages  noch  völlig  unbestimmten  (X)  ZZ  —5- 1-  C, 

n   j  ■  \ 

werde  nun  durch  f  (X)J|    diejenige  angedeutet,   wel- 

-che  wir  der  verlangten  Anwendung  zugehörig  fin- 
den: so  mufs  und  kann  diese  Brauchbarkeit  oder  Zu« 
eignung  lediglich    darin   begründet 'seyn,    dafs   diese 

f  (X)J  für  einen  gewissen  Werthfall   x  rz  a,    gerade 

diejenige  Gröfse  A  gibt,  welche  bei  der  Anwendung» 
für  diesen  Werthfall  des  x,  vorhanden  seyn  mufs« 
Denn  selbst  auch,  wenn  wir  aus  der  Aufgabe,  auf 
welche   wir    eines    von,  den  (X)   anzuwenden  haben, 

einsehen,  dafs  es  dasjenige  TCX^J  seyn  mufs,  wel- 
ches mit  dem  Werthfalle  x  —  a  seinen  Anfang 
nimmt:    so  heifst  das  ja  nichts  anders,   als  dasjenige 

r(X)J  verlangen,  welches  für  x  n  a  die  Gröfse 
A  zz  o   ausmacht. 


0^>) 


Mufs   demnach   die  Auswahl    des   (  (X)  )  ^^ 

X"+»  .  , 

ter  den  sämmtlichen  (X)  ZT  — ; h  C    allemal  da* 

n-+.i    ^ 
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durch  bestimmt  werden»   dafs  wir  \(J^)j  ZZ  A  ver- 

xna 
langen :  ao  iat  eben  dadurch  gewifa,  dafa  A  n 4  C« 


n+i 


x=a 

folglich  die  Conatante  C  n  A  —  — i — » 

n-f-t 

xzia 

« 

Wird  dieses  A  z:  o  verlangt ;   ao  haben  wir  aehr 

xrra 

einfach  ({1£)\  =  -^  ~  i^^ 
Oder  wird  a  r=  o  verlangt»  ao  hat  man 

Ergibt  aich  dabei»  aus  Betrachtung  dessen,  was 
man  aus  der  Ausgabe  an  sich  schon  ersehen  kann» 
dafs  dabei  auch  A  zz  o  aeyn  mufs; 

x::r:a 

60  hat  man    ({!£))  —  i^  —  -^ 

Und   ist    nun   überdies    die   Function  X  so  be- 

xira 

X»+» 
schaffen,   dafs  sie  — ; —  ~  o  ergibt:  so 

n-j-  1 

(3£)  j  zz  — r- J-  o,  mit  der  Consta n- 

te  o.  Ohne  Constante,  zu  sagen,  verstöfst  gegen 
den  Satz,  dafs  der  Function  (X)  eine  bestimmte  An« 
fangsgränze  zugeeignet  seyn  mufs,  wenn  sie  ei- 
nen  bestimmten  Gröfsen- Ertrag  gewähren  aoll» 
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Hiemit  sind  nun  meine«  Erachtens  allgemein 
und  richtig  die  Gründe  vor  Augen  gelegt,  durch 
welche^  bei  algebraisch  aufgefundenen  Inte> 
gralen ,  ihr  constantes  Integral  -  Glied  C  bestimmt 
wird. 

§•  9.    Wenn  wir'  dagegen  durch  die  logarith- 

dy 
mische  Integrirungsregel  f—  1=  (097     zuvörderst 

auf  alle  diejenigen  Functionen  (Y)  zu  schliefsen  ver- 

dy 

langen,  denen  das  vorgegebene  Differential  ~  zu- 
kommen könne:  so.  ist  es  allerdings  wohl  gewifs, 
dafs  diese  sämmtlichen  (Y)  ein  (Y)  rr  (og  y  -}*  ^  s^yi^ 
müssen;  auch,  da  dieses  C  eine  dem  (097  add/itive 
Gröfse,  also  selbst  auch  ein  Logarithme  seyn  riufs, 
in  dieser  Hinsicht  allemal  (Y)  ~  {og  y  -}-  (og  c  =t  (bg  c  y 
angesetzt  werden  könne;  wird  aber  hier  sogleich 
ein  den  logarithmischen  Integralen  eigenthümlicher 
Umstand  zu  beachten  seyn,  dafs  daii  vorgegebene 

Differential  —,  nicht  blofs  ~ —^—^  ,      sondern 

y  1  »y 

auch  rr  -—   seyn  würde,    und  Falls  b  ein  constan* 
by 

ter  Factor  ist,  auch  —  —  '  ■  seyn  würde;  folg- 
lich von   dem    vorgegebnen  Differential   ~ 

y 

selbst  schon  es  ungewifs  seyn  kann,  ob  es  das 
Differential  eines  i.Iogy»  pder  eines  b.y  gewesen 
aey,  oder  auch  bei  seiner  Anwendung  etwa  ausma-- 
eben  solle  oder  müsse  l 

§»  10.    Wenn  wir  nun  in  dieser  Hinsicht 
(Y)  rr  log  y  +  log  b  n  log  by    ansetzen :    so   ist  da- 
mit ganz  richtig  angedeutet»    dafs  der  Factor  b  jede 
beliebige  constante  GrÖfse  seyn  solle;  aber  lediglich 
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darain  schon  eine  beliebige  Constante  ausmacht,  weil 
aogleich  ^die  Angabe  der  veränderlichen  £nd-> 
g  ranzen«  eben  sowohl  einem  b.Iogy«  aU  einem 
1«  1*007  zn gehören  würde  •  ohne  dafi  dabei  achchi  an 
irgend  eine  constante  Anfangsgränze  des  (Y)  zu 
denken  gewesen  wäre, 

%.  11,  Daher  werden  wir  femer  in  Hinsicht  der 
Cons  tanten  An  fangsgrSnze  noeh  eine  zweite 
constante  K  =r  (og  k  hinzuzufügen   haben ,    und   be» 

baupten  müssen»   dafs  aus  einem  Torgegebnen  T— » 

dy 
durch  die  Integrirungsregel  T—  =:  (og  7  •  an  sich  al- 

dy 
lein  genommen ,  für  die  dem  —  zugehörigen  Functio- 

'  y 

nen  (Y)  ein  mehres  nicht  bestimmt  welrde«  als  dafs 
diese  Functionen 

ein  (Y)  =  lofly  +  logb  +  logk  n  fogy +  (09bk» 

mit   irgend    einem«  constanten  b   und  irgend  einem 
cons tauten  k  seyn  müssen« 

jj.  is«  Allerdings  ist  es  nun  hiemit  auch  gewifs, 
dafs  das  Froduct  bk  selbst,  irgend  eine  constante 
Gröfse  c  seyn  müsse,  und  m^n  daher  auch  einfacher 
sogleich  ansetzen  kann,  dafs  jedes  (Y) 

ein    (Y)  m  lOg  y  +  I09  c  rz  (o§  c  y ,    oder    wie 

man  noch  kürzer  anzusetzen  pflegt, 

dy 
f  —  n  log  y  +  I09  c  rz  (og  cy  seyn  müsse. 

Indessen  war  es  wohl  der  Mühe  werth,  dieses 
constante  c  als  ein  Froduct  aus  zwei  constanten 
Factoren  b  und  k  kennen  zu  lernen,  von  denen  der 
eine     in    der    Unbestimmtheit    des     vorgegebnen 

Differentiales  —  ~  —1—?  ~  -^  begründet ,  der  an- 

J         ^•T  by        ® 


\    • 
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dere  aber  von  der  noch  unbestimmt  gelassenen  An« 
fan^sgränze  des  (Y)  abhängig  ist^  Besonders  bei  sol* 
eben  Integralen,  ""in  welchen  Functionen  von  ver- 
schiedener Transcendenz  zusammen  treffen«' können 
uns  ihre  Constanten  gar  beträchtliche  Schwierigkei« 
ten  verursachen.  Auf  deutlichem  und  sicheren  We« 
ge  darüber  auPs  Reine  zu  kommen,  ist  doch  wohl 
das  einzige  Mittel,  dafs  man  die  Bestandtheile  dieser 
Constanten,  in  so  fern  sie  von  verschiedenen  Grün- 
den abhängig  sind,  als  solche  unterscheiden  lernt; 
und  die  logarithmischen  schienen  mir  vorzüglich  ge- 
eignet, auch  Anfänger  auf  ihre  Zerlegung  aufmerk« 
sam  zu  machen,  und  mit  den  algebraischen  sie  zu 
vergleichen, 

JJ.  13.  Gesetzt,  wir'  wären  in  Hinsicht  der 
aufzufindenden  logarithmischen  Constante  cm  bk« 
durch  Betrachtung  der  Aufgabe,  für  welche  wir  das 
Integral  anzuwenden  haben,  über  das  b fache  ihres 
y  gewifs  geworden;  so  würden  wir  eben  dadurch 
wissen,   dafs    ihr  anderer   von    der   Wahl    der   An- 

fangsgränze  abhängiger  Factor  k  ir  r-  seyn  müs- 
se ;    und  umgekehrt  werden  '  die  b    nach  gewählter 

c      .  ' . 

Anfangsgränze  auf  lauter  b  ~  |~  mit  bereits  bestimm« 

fem  k  eingeschränkt  sieyn.  Und  je  mehr  es  nun  ein« 
mal  so  ist,  undv  so  seyn  mufs,  dafs  maii  bei  dem  Ge- 
brauche der  Integralmethode  gar  häufig  auf  ganz 
neue  und  unbekannte  Transcendenzien  trifft,' um 
so  wichtiger  ist  es,  namentlich  bei  der  sehr  bekannten 
und  sehr  eigenthümlichen  logarithmischen  Transcen- 
denz ihre  Integralconstanten  genau  zerlegt  zu  wis- 
sen; wozu  wir,  wie  es  nun  einleuchtend  geworden 
aeyn  wird,  in  unserer  genauen  Betrachtung  der  ver- 
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änderlichen  Endgränzen,  eine  «ehr  ragemessene  HiUfe 
gefunden  haben»      ^ 

0»  13.  Die  Bestimmung  des  constanten 
(O^cnlo^bk  im  Ganzen  genommen,  wird  nun 
ebenfalls  wie  bei  der  algebraischen  Integralconstante, 
dadurch  erhalten  f    dafs   man  unter   den  sämn^tlichen 

(Y)  n  lojy  -1-  logc,  garade  dasjenige  Qy))    auffinw 

^et,  welches  für  einen  einzelen  Werthfall  y  =  a ,  ge- 
rade denjenigen  Werth  ~  (A)  gibt,  welcher  durch 
die  vorliegende  Aufgabe  für  diesen  Werthfall  statt 
finden  mufs,  oder  doch  mit  Schicklicbkeit  gefordert 
werden  kann« 

Denn  indem  man  dadurch  weifs, 
yiza 

dafs  r(Y)J  r=  loja  +Jogc  =  (A)  seyn  mufs,  oder 
seyu  soll:  so  folgt  daraus,  dafs  I03C  ZZ  (Oga— (o^A* 
also  c  iz  -r   seyn  mufs. 

§.  14«  Hiemit  Hegt  nun  sogleich  vor  Augen, 
dafs    wir    den    Fall,     die    logarithmische    Constante 

I09  c  ZZ  o  zu  haben ,  durch  ein  c  ~  ^  —  ^  >  zu  er- 

A 

reichen,   auf  das  weiteste  entfernt  sind,  indem  viel- 

mehr  alsdann  die  Constante  (09  c  ZZ  (og  o  n:  OO  seyn 

müfste,  und  bei  einer  —  o ,  wie  bei  jedem  —  c  eine 

n 
unmögliche   Gröfse  seyn  würde.     Für   c  ZZ  —  ZZ  t 

aber  würden  wir  {0g  c  IZ  (09  i  ZI  o  erhalten» 

§,^  15,  Auch  ist  es  nun  aus  unsern  obigen  Erör- 
terungen deutlich  einzusehen,  dafs  bei  Integralen, 
welche  man  durch  die  logarithmische  Integrirungs- 
regol  aufzufinden  hat,  die  Constante  C,  auch  als  eip 
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Gesammtresultat  des  b,  als  eines  constanten  Factort 
der  veränderlichen  Endgränzen,  Und  des  k  als  einer 
Folge  aus  der  bestimmten  Anfangsgränse  des  verlang« 

ten  f  (Y)J  niemals   etwas   anders  als  einen  bestimm* 

ten   Factor  der  Function  ausmachen  kann,    auf  ir* 

gend  ein  constantes»  blofs  additives  oder  subtractives 

Glied   der  Function   aber  schlechterdings  keinen  Ein* 

flufs    haben   kann ;   welches    denn  völlig  damit  über« 

einstimmt ,  dafs  ja  in  dem  logarithmischen  vorgegeb* 

dy 
nen   Differentiale  ^,    dessen  Zähler  dy   freilich,  als 

y 

algebraisches  Diff^erential  der  Function  y  von  dessen 
constanten  Gliedern  keine  Spur  in  sich  'hat,  der  Nen« 
ner  y  aber  die  ganze  Function  y  samt  allen  ihren 
constanten  Gliedern  schon  dargestellt»  und  mit 
in  den  Calcul  gebracht  hat 

$.  i6.  Wenn  aus  einem  mehrgliedrigen  Diff^ 
ij^entiale,  z.  B* 

dx 

aus  dX  rr  A  (x— a)*  dx  +  B  x  dx  4.  D  — 

auf    X  =  -  (X  — a)^        +  ?x»      +  D.IOöX  +  C 

geschlossen   ist,    und   man   dasjenige  (X)   bu  gebraut 

eben  wünscht,    welches   mit  x  ZZ  o  seinen  Anfang 

nimmt:  so  würde 

A  A 

man  C  rr  — .--  (— a)^  —  D  Icijo  rr  ^a^  —  D  loqo 

3  3 

ansetzen,  wegen  des  letzten  logarithmischen  Gliedea 
also  mit  einer  unendlich  grofscn  Constante  sich  %vl 
befassen  haben* 

Wüfste  man  statt  dessen  dasjenige  (X)  eu  ge« 
gebrauchen,  welches  mit  x  ZT  1  seinen  Anfang 
nimmt:  so  würde 

xam  C  ::::  —  -  (1— .a)*  -«:  -  —  D*o  haben» 


162        Cap%  Jf.    Logaritkmiseh§  JntegraU. 

Öder  ^väfate  man  dasjenige  (X)  sü  gebrauchen» 
weichet  mit  x  ir  «  aeincQ  Anfang  niqimt»  so  wurde 

man  C  n  —  -  a*  —  D  toaa  , 

.al«o  (X)  =  -  (X—  a)3  +  ?  (X«  -  a«)  +  D  (og  -   haben. 

Durch  diese  Unterscheidung  zwischen  den  drei 
Theilen  des  constanten  C  sind  wir  also  in  den  Stand 
gesetzt»  namentlich  auch  den  logarithmiscben  Tbeil 
für  sich  allein  zu  betrachten,  u^id  dafür  besondere 
IVIafsregeln  zu  *  ergreifen ;  wobei  uns  dann  auch  die 
genauere  Kenntnifs,  des  (09  o »  wie  sie  in  einem  der 
letzten  Kapitel  aus  Summirnng  einer  harmonischen 
Beihe  entwickelt  wird»  bisweilen  gute  Dienste  lei- 
sten  kann,  Uebrigens  erhallet  nunmehr»  warum  ich 
schon  in  Kap»  h  $.  31«  erinnert  habe,  dafs  es  ratb* 
aam  sey»  auf  die  einzelen  Glieder  der  Constante  C 
«u  achten. 

§•  17*  Es  wird  nicht  überflüssig  seyn»  auch 
von  den  hier  sogenannten  constanten  Gröfsen  es 
noch  besonders  zu  erinnern»  dafs  sie  zwar  durch  die 
ersten  Buchstaben  des  Alphabetes,  wie  gewöhnlich» 
tum  Besten  der  Anfänger  bezeichnet  sind,  eigentlich 
aber  nicht  allemal  ganz  bestimmt  gegebne,  unverän- 
derliche Gröfsen  zu  seyn  braueben,  sondern  selbst 
auch  sehr  veränderliche  Gröfsen  seyn  können;  nur 
dafs  ibre  Veränderlichkeit  von  denjenigen  Gröfsen 
ganz"  unabhängig  seyn  mufs,  deren  Veränderlichkeit 
hei  dem  gegebnen  Differentiale»  und  dessen  Inte- 
granden  vorausgesetzt  wird. 

§•  i8*  Obgleich  ich  hoffen  kann,  dafs  meine 
hier  mitgetheilten,  ziemlich,  neuen  Erörterungen 
über  die  Constanten  bei  algebraisch  und  logarith- 
misch integrirten  Functionen»  einleuchtend  dargestellt 
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sind:  80  halte  ich  doch  für  rtthsam,  zum  Besten  der 
Anfänger,     auch    noch    mancherlei    nach    der    Regel 

dy 

d  (09  7  ZZ  -^  aufgefundene  Diflferentiale ,  in  Hinsicht 

ihrer  totalen  und  pa.rtjalen  Factoren  vor  Augen 
zu  legen ,  um  dabei  zu  bemerken ,  dafs  der  Factor 
b  in  der  Integral  •  Constante  bk  allemal  ein  Total- 
factor  der  behandelten  Function  seyn  mufs;  weil 
nur  ein  solcher,  indem  er  allgemeiner  Multiplicator 
und  zugleich  allgemeiner  Divisor  des  Difteretttialea 
war  •  ^8  dem  Differentiale  sich  wegheben  konnte ; 
jeder  Partialfactor  in  dem  Differential- ausdrucke,  so^ 
gut'  wie  jedes  Glied  der  differenziirten  Function  vor- 
banden bleibt»  er  mag  constant  odeV  veränderlich 
seyn;  jeder  veränderliche  Factor  aber,  der  dem 
Zähler  und  Nenner  des  Differential  *  Ausdruckes  ge- 
meinschaftlich ,  sich  wegheben  konnte ,  gleichwohl 
eine  constante  Aufzählung  seiner  Dimensionen  in  den! 
Differentialausdrucke  zurücklassen  mnfs, 

$.  19*  Im  Allgemeinen  werden  von  nnn  an  lau« 
ter  natürliche  Logarithmen  vorausgesetzt,  weil  sollst 
besonders  die  Betrachtungen  über  die  Vieldeutigkeit 
des  vorgegebnen  Differentiales  dadurch  •  erschwert 
werden  können,  dafs  man  dann  auch  bedenken  mufs« 
in  welchen  constanten  Gröfsen  die  Subtangente  a  als 
Multiplicator  oder  Divisor  enthalten  seyn  möchte! 
Und  dieses  ist  nun  eine  Hauptursache,  wefsbalb  die 
Analysten  den  Gebrauch  der  natürlichen  Logarithmen 
für  den  allgemeinen  Calcul  so  vorzüglich  bequem 
befunden  haben. 

dy 
$•  20.     Nach  der  Differenziirnngsregel  d(09y~  --^ 

findet  man  ,  da(a  , 

11* 
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j)  für  y  ~  b— X  sich  d  (ogy  ZZ  —  .  

fl)  für  y  =:  (b  +  x)*  ticb  dipgy  —  2      ^^.^  dx, 

1  dx  ., 

auch  —ü  r-T —  ergibt; 

b-f-x      ° 

5)  fiir_y  rr  ex  «ich  diogy  rr  — •  auch  zz  — 

4)  für  y  =  c(fa+bx)  sich  dly  =  j(^~  . 

,  bdx 

auch  =r 


fa  +  bx 

^^  ...  ^    ,    «N,  .«jf     c.n(a+x*)n-«.2xdx 

6)  für  y  —  c(a+x«)»aich dly  = \,^^^ajn ^ 

,  n.sxdx 

auch  ~  — 1 — =- 

a-J-x* 

6)  für  y  =:  c*  (ax« + b  (a + x)") 

aich  dy  =  £!  .!li£r!+^b^^         j^ 
•^         c-*  a  x^  +  b  (a -f-x)™  ^ 

auch  rr  1  «  #  « 

7)  für  y  rr  c(ax*  -j-bx*)'* 

Eicb  ilv  —  -  "(ax^  +  bx^)'>-'.(gax+3bx^)dx 
07—  ^.  (ax^  +  bx^)" 

.   öax  +  sbx^,  .  ca  +  3bx,  „^ 

auch  n  n — ^   ,   '       dx,  auch=:n  — L-_.  dx  ergibt, 
ax-^-f"^^  ax-|-bx^  ° 

$.  21«  I«  Sogleich  aus  1)  und  s)  liegt  vor  Au- 
gen, dafs  8OW0I  jedes  veränderliche,  als  jedes  con* 
•tante  Glied,  es  mag  ein  freies,  wie  x  und  b  in  1), 
oder  ein  gebundenes»  wie  x  und  b  in  s)  seyn,  auch 

dy 
in  dem  Ausdrucke  des  d(ogy  zz  —   sich  mit  erge- 
ben mufs. 

II«  Eben  dadurch  ist  es  schon  gewifs,  dafs  auch 
jeder   veränderliche    und    unveränderliche    Partial« 
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factor  des  y  (das  heiTst,  ein  solcher,  der  nicht  al« 
le  Glieder  des  7  muItipHcirt).  ebenfalls  im  Aasdru« 
clce  des  d  loqj  allemal  sich  ergeben  mufs»  -wie  es 
auch  für  die  Partialfactoren ^  f»  b|  x  nnd  a  in  4)  er- 
hellet ;  desgleichen  durch  a ,  h  und  x  in  7)  erhellet ; 
denn  das  dortige  x^  ist  schon  ein  Totalfactör« 

IIL    Jeder  constante  Totalfactor  kann  aas 

dy 
dem  Ausdrucke  des  -^ ,  weil  er  ein  Totalfactor  des 

y 

Zlhlers  dnd  des  Nenners  bleibt«  sich  aufheben,  wie 
es  die  Ausdriicke  hinter  auch»  in, 3)  4}  u.  s«  w.  dar* 
legen»  ohne  eine  bemerkbare  Spur  von  sich  zurück 
SU  lassen« 

IV.  Von  jedem  veränderlichen  Totalfactor  X^^ 

aber»  X  mag  seyn»    welche  Function   des  x  es  will» 

mit    einem    constanten    Exponentei^  n^»    kann    zwar 

X^"^  aus  dem  Zähler  und  Nenner  im  Ausdrucke  des 

dy     • 

—  sich   wegheben»   der  Exponent  n  aber  mufs  als 

y  ' 

ein  Factor  n»  [und  somit  als  ein6  Spur  zurückblei- 
ben,  aus  welcher  man  schliefsen  kann»  dafs  X'^^*^  sich 
-weggehoben  hat»  wenn  Zähler  und  Nenner  nur  noch 
X  enthalten »  wie  es  die  letzten  Ausdrucke  in  den  7 
Beispielen  darlegen;  indem  wir»  für  das  iste  Bei* 
spiel,  bedenken»  da(s  y  ~  b  -^  x»  als  y  n  (b — x)*«  1 
betrachtet»    den   Totalfactor  (b-*x)'    bat»     der    die 

dy  ^^  dx 


Spur  1  im  Zähler  des  —  ~  —  i^r-— 
'^  y  b  — X 


zurück  läfst; 


für  das  auch  in  7)  noch  bedenken»  dafs  hier  x  als 
Totalfactor  der  Stammgröfse»  aus  dieser  beson- 
ders wegfallen  konnte»  indem  er  als  x'^  im  TotaW 
factor  (ax*  +  bx^)«  ZZ  ((ax  -}-  bx*>x)'^  mit  enthal- 
ten war* 

$•  28*    Die  Fnndamentalregel    des   loga* 
rithmischen    Integrireas    ut   nun^     ebenfalls 
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durch  natürliche  Logarithmen  ausgedruckt«   dafa 

dv 
jedee  f^  =  fOffy  +  logfc  =  Ipgcy  ist, 

und  durch  die  Constante  (ogcizlogbk  auch  die 
Anfangsgränze  4eK  Function  (Y)  schon  mit  bestimmt 

seyn  mufs« 

« 

Obgleich  nun  hierin  unter  j  jede  veränderliche 
Gröfse  zu  verstehen  seyn  soll:  so  wird  es  doch  rath- 
sam  seyn,  die  beiden  Fllle,  dars  entweder  y  =  X» 
oder  y  zz  X^  seyn  soll ,  besonders  su  betrachten« 
mnid  dafür  die  folgenden  swei  Hegeln  aufzustellen« 

Erste    Regel. 

$.  S3.    Da  jedes  -=?•  auch  ~  -rj-     «eyn    kann, 

und  unter  dem'  ^ding,  dafs  b  ^in  constatiter  (oder 
doch  mit  X  nicht  veränderlicher)  -Factor  sey;  auch 
bdX  r='d«bX  ist:  so  kann  man  aus  einem  vorgegeb- 
nen DiiFerentia),  als  der  veränderlichen  flndgränze  einer 
Function  (X),  die  wir  durch  das  Integriren  zu  finden 
Verlangen,    als  allgemein  gewifs  nur  schliefsen,  dafs 

f-TT-  ~  (09  bX,    also    auch    r:  fog  X  +  I03  b    seyn 

mufs;  wobei  es  also  noch  ungewifs  bleibt,  ob  der 
Factor  b  gerade  ZU  1  oder  irgend  eine  andere  con* 
staute  Zahl  sey» 

Indem    wir    dann    von    diesen   unendlich    vie< 
len ,  in  Hinsicht   ihres    b  noch   völlig  unbestimmten 

(X)  ~  I09  bX  irgend  eines  r(X)J  zu  gebrauchen  ver- 
langen, welches  in  Hinsicht  seiner  Anfangsgränze  be- 
stimmt sey:  80  wird  durch  diese  Anfangsgränze  frei- 
lich nur  ein  (ogli  für  die 

Gleichung  T  (Xm  —  fog  b  X  -f  (03  k  bestimmt  werden. 
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Da  nun  aber  auch 

dieses  (^(X))  =  (09X  +  tD3b  +  lOflk  =  tojX  +  rogbk 

16t:  80  kann  nxan  auch  (ogbk  zr  (09c  schreiben;  und 
gewifs  seyn,  dafs  naa*  sowohl  das  gehörige  b  als  das 
gehörige  k    richtig  bestimmt  hat,    wenn  man  4arch 

die  Gleichung  f  (X)j  IZ  (09X  -{«  (09 c. das  constan- 

te  Prodnct  c  dem  verlangten  C  (X)J  gemäfs  zU  be« 
stimmen  weif«* 


/ 


Zipeit0  RegeU 


$.94.    Wenn  n  eine  constante,  mit  Z  niobt  ver- 
änderliche .Gröfse  ist:  so  mufs 

f  ^^^~-  =  lOflX»  +  (09  c«  seyut 

Erster  Beweis. 

%.  125;     Da   bei    jedem    conatanten  n    allemal 
f-r^r-  n  nf-^  seyn  mu(s;   nacb  der  vorigen  ersten 

dX 
Regel  aber  f  —  r:  lOg  X  -)'  I^fl  ^  ^^^ «    0<^   m\xt%   auch 

fn/-rT-r:nf^z:nto9X  +  nfi)9C!rl09X'»+l09c««eyn. 

Zweiter  BeweiJ. 

^      ^      ^    ndX      '  nX«-^»dX      nX«-«dX  . 

4.  20,    Da   auch  ~  ■■    ■  zz  ■  ■    ^  ■       ist. 

in  diesem  letzten  Ausdrucke  aber  dessen  Zähler  daa 
DiiFerential  seines' Nenners  ausmacht,  wenn  n  eine 
constante  Gröfse  ist;  so  mufs  unter  diesem  Beding 
allerdings  schon  nach  der  allgemeinen  Fundamental- 
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legel  f~  =  logy  +  N« 

aücb  f-^  =  r — — —  =  (og  X«  +  (08  c;    dieses 

(Og  G  aber  dem  (Og  X*^  gleichartig «  aach  als  (og  c^  li5n* 
nen  angeseut  werden« 


Dritter  Bewis. 


s 


S*  fi7«    Da  in  der  allgemeinen'  Regel 

dy 
I—  r:  (097  -|*  (09 C9  die  7  jede  beliebige  Fanciion 

von  einer»  oder  auch  mehren  veränderlichen  Functio- 
nen bedeuten  soll:  so  mub  auch  X^  statt  ihrer  sub- 
atituirt  werden  können;   und  so  mufs  man  ganz  all- 

d.X"         ' 
gemein  auch  f    l.^-  '^  X^c  behaupten,   auch  wenn 

n  selbst  eine  xerfiiiderlicbe  Gröfse  wäre^ 

Da  aber  d.X'^  ZZ  nX^~~'  dx  nur  unter  dem  Be- 
ding eines  mit  X  nicht  veränderlichen  Exponenten 
sich  ergibt :  so  darf  auch  nur  unter  dieser  Bedingung 
es  behauptet  werden, 

dafs  f^""  =  fn~  =  rogXn  +  rogc  ist. 


Anmerkung. 


'  $•  fi8«  I^cv  dritte  Beweis  gibt  wiederum  ein 
Beispiel  ab,,  welche  Umsicht  das  Scbliefsen  durch 
Substitutionen  erfordert«   Obgleich  in  der  allgemeinen 

d7 
Regel  f—  ~  f097  -}"  ^^fl^  ^*®  J  derselben  jede  ver- 
änderliche Gröfse,    also  auch  X^   bedeuten  kann:    so 
durfte  doch   bei  deren  Benutzung  für  die  zweite  Re- 
gel nur  X'^  mit  einem  constanten  n  substituirt  werden« 

Der  zweite  Beweis  legt   es  am   deutlichsten  vor 
Augen,  wie  der  Factor  X^"*'  ftur  Wahrheit  des  Lehr* 
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eatzes  mitwirkend  ist»  obgleich  er  als  ■    _■  sich  ganz- 

'lieh  wegbeben  konnte«  Der  erste  Beweis  ist  der 
kürzeste;  und  wenn  es  mir  blofs  darum  zu  tbun  ge- 
wesen wäre  9  die  zweite  Hegel  aus  der  ersten  durch 
calculatoriscben  Mechanismus  abjgeleitet  zu  wissen  t 
so  würde  ich  freilich  die  übrigen  Beweise  beben  er* 
sparen  können.  Aber  auch  hier  war  es  mir  «darum 
zu  thun,  die  Wirkungen  des  Calcals  anschaulich  er» 
örtert  zu  haben« 


jj«  fl9,      Beispiel  e. 

dx 
i)  fjqjj  =  IO0  (a+x)  +  tage  =  togc(a  +  x) 

f-;^  =  -  ^f  rp  =  ""  faJ0(^  +  x)  +  Nc 
•  c 

:=  log 


a-|^x 

fi)  i~^  rz  a  f-p-  =  8  [to8(a+x)  +  fog  c] 

=  l08(a  +  x)«  -j-  (09  c* 

jx       5      X        5 

zz  (og  rcx. 

^  .m  dx       m^dx      m.,         --       .       ,        —.,       2 

4)  f-Y— n^'T— n^'^Ö3c+fOgc)  =  r03xa4.fo9ca 

vndx  »#.bdxi*-,,^ 

5)  ^aTbi  =  b  ^i:ftk  =  b  N(a+bx) 

^''    a  -f  bx^      9  b  a-H>x^*  ~ « b  l   *     ^        ^     *    | 
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.  ^6ax4'3bin(a4-x)'p-^       _    pgax-f-bm  (a-fx)"-' 
^)      ax»4-b(a  +  xr  -^^-3^  ax»  +  b(a+x)~    *  "** 

=  3  f  "xJ  =  3 .  loa  (ax'+b  (a+x)«)  +  3  (og  c 

biemit  der  algebraischen  Integrirungs-  ' 

regeJ  fX«*dX  zz  ■    ,        unterworfen,    und    gibt  uns 

das  Integral  zz  ^  (a  +  bx)^  rz  -  r(a  +  bx).  also  al- 
gebraisch genau ;  obgleich  man  aus  der  Form  des  In- 
tegranden  eher  einen  logarithmisch  genauen  Aus- 
druck  desselben  hätte  vermuthen  mögen. 

.  ^        dx ^(a+bx)" ^dx  _  -.(a+bxf  ^  b  dx 

xr(a+bx)  X     ;  a  +  bx— 1^ 

_  ^(a+bx)' 


I 


(r  (a  +  bx)  -  r  a)  er  (a  +  bx)  +  Ta) 

also  X  rr  ir(a-f-bx)  bedeutend, 

_  ^  8dX _  2  r/^    dX  dX    N 

-  (X— ra)(x+ra)  -  rä  vx-ra    x+raj 

=  ffs{to9(r(a+bx)-ra)-lOB(r(a  +  bx)  +  ra)|    * 

^  f^  roflr(a+bx)-ra 

-  Ya  *'^^r(a  +  b)x  +  ra* 

Dafs  dieses  Integrand  sich  genau  finden  lasse, 
davon  können  wir  sowohl  durch  die  Ite  als  durch 
die  Vte  Reductionsgleichung  in  Cap,  VII.  $.  i.  und 
§•  7«  überzeugt  werden.  Da  aber  die  unendlich  gro« 
fsen  Glieder  dort  durch  ihre  Form  es  andeuten,  dafs 
das  Integral  logarithmisch  seyn  mufs:  so  war  es  rathr 
aam,  bei  dessen  anderweitiger  Aufsuchung  in  Ipga« 
ritbmischen  Formen  zu  bleiben,    und   dazu   nöthig» 


^ 


Capi  JX    LpgarithmUche  Integnnh.        171 

die  additive  Hülfsgröfae  -f-  a  —  a  n  o  in  der  ersten 
Zeile  zu  benutzen. 

In  Cap.  XI.  wird  dasselbe  Integral  durch  eine 
Specialregel  gefunden  werden.  Weit  mühsamer  wird 
es  gefunden,  wenn  man  bedenkt»  dafs  dieses  J[nte- 
grand  einer  allgemeineren  Form  unterworfen  ist»  die 
man  rationalisirt  und  dann  integrirt  hat«  Allerdings 
hat  diese  Methode  auch  ihren  besondern  grofsen 
Werth,  wo  man  mit  Integranden  zu  thun  hat,  de- 
nen man  unmittelbar  noch  nicht  beizulcommen^weifs« 
Ich  -werde  daher  am  Ende  des  Buches  sie  nachho-r 
len,  wenn  mir  Raum  dazu  übrig  bleibt.  Hatheamer 
aber  scheint  e^  mir,  alle  uns  nöthigen  Integrale  so  ge* 
radezir»    und  so  anschaulich  als  möglich  aufzufinden. 

x-*  'r(a-J-bx^)         x^  'r(ax'^^-4-b)  ^ 

rr  -^  fCaH-^+b)*"^.  —aax-^dx,  als  ein  fXdX 


sa 


f         '     1  .--a 


_.;L.(ax-+b)^=--r(jT+b) 


=  -irCa  +  b:f) 


-  -.  «   (ax-V+b)*   =  -  ^.nax  +  bx') 


a  ax 


^^     tangy  smy  v     y       y  ^ 

§«  50»     Unter  den  Hülfsmitteln,  durch  welche  in 

diesen  Beispielen    die    vorgegebnen    Integranden   der 

dy 
Integrirungsregel   f-i  ~  (og  y   unterworfen   wurden» 

verdienen  hier  folgende  aufgezählt  zu  werden» 
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i)  Jede«  fd.aXn,   ist  auch  nfad.X«  zi  afdX* 
bei  constantem  a ;   folglich  auch 
ZZ  afnX«»-^dx  zz  anfX»"^dx,  wenn  n  constant  ge* 
geben  ist« 

0)  Folglich  auch  r3E  dx  rr  r|  3B  dx rr p  fF  $  dx . 

wenn  F  einen  constanten  Hülfsfactor  bedeutet,  der« 
gleichen  wir  z«  B.  in  No,  5«  benutzt  haben. 

3)  Auch  f  3B  dx  zz  f  x^  ~i  gesetzt .  mufs  richtig 

X 

bleiben,  weil  ja  dieser  Hülfsfactor  -^  ,     eine    blofse 

•Ab 

Scheinfunction  des  x,  bei  allen  noch  so  veränderli^' 
eben  Werthen  des  x  immerfort  zz  t  bleiben  mufs, 
es  mag  nun  der  Exponent  h  nur  irgend  eine  con- 
stante  Grbfse  aeyn,  wie  es  in  den  obigen  Beispielen, 
erfordert  wurde,  oder  es  mag  auch  h  eine  veränder* 
Uche  Gröfse  seyn  sollen,  wie  es  späterhin  bei  dem 
exponentialen  Integriren  gehörig  angewandt,  uns 
auch  noch  neue  Integrimngsregeln  gewähren  dürfte« 

§.  31  •  Welches  constante  F  zu  gebrauchen  sej, 
um  statt  eines  nicht  integrabeln  f  £  dx  ein  integra* 
beles  fF3Edx  zu  erhalten,  wird  meistens  sehr  leicht 
einzusehen  seyn*     Mehr  Aufmerksamkeit  ist  nöthig, 

xh 
um  für  den  Hülfsfactor  -r   den   erforderlichen  Werth 

x*^ 

seines  h  aufzufinden.  In  Betreff  des  allgemeinen  bi- 
nomischen Integranden  f(a-j-bx")P  x™  dx,  welcher 
fernerhin  vorzüglich  von  uns  zu  beachten  ist,  will 
ich  darüber  folgende  zwei  Regeln  aufstellen,  welche 
schon  der  Ansichten  wegen,  durch  welche  sie  mir 
entstanden  sind,  auch  den  Anfängern  verdienen  mit* 
getheilt  zu  werden, 

Q.  5s.    Nachdem  wir  im  Vten  Kapitel  diejenigen 
fünf  Relationen  zwischen   den  gegebnen  drei   Ex- 
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« 

ponenten  n,  p  und  m ,  aufgefunden  haben«  von 
denen  jede  einzeln  genommen »  auch  wenn  aie  nur 
allein  vorhanden  ist»  uns  schon  gewifs  macht«  dafa 
dergleichen  Integrand  algebraisch  genau  integrabel 
ist«  die  drei  Exponenten  mögen  übrigens  beschaften 
seyn«  wie  sie  wollep :  so  \i^ird  es  nun  sehr  schicklich 
seyn«  auch  nach  denen  Relationen  dieser  drei  Expo* 
nenten  zu  fragen«  durch  welche  wir  der  logarith- 
mischen Integrabilität  dieses  binomischen  Integran* 
den  eben  so  allgemein  vielleicht  dürften  versi. 
chert  seyn  können.  (Ich  sage«  eben  so  allgemein! 
denn  wenn  wir  einen  oder  den  andern  von  diesen 
Exponenten  noch  besondern  Einschränkungen  unter« 
worfen  fordern:  so  kann  dadurch  das  Integrand  auf 
andere  Weise  afgebraisch  oder  logarithmisph  integra- 
bel sich  ergeben;  namentlich  durch  die  Zerlegung  in 
Factoren«  welche  wir  nachher  erörtern  werden«) 

Sehr  absichtlich  habe  ich  unter  jenen  fünf  Heia* 
tionen«  die  eine«  dafs  m  =t  n  -~  1  sey,  die  andere« 
dafs  m  IT  -r  n(p4-i)— 1  ^C7t  als  die  beiden  er- 
aten  aufgeführt«  und  dann  erst  (r  jede  ganze  be- 
jahte Zahl  bedeutend)  3)  dafs  p  tr  r  sey«  folgen 
lassen;  weil  auch  die  beiden  dann  noch  übrigen  nur 
dadurch  brauchbar  werden«  dafs  man«  wo  sie  statt 
finden«  ebenfalls,  wie  bei  p  n:  r«  das  Integral«  ob- 
gleich mehrgliedrig«  doch  allemal  durch  eine  endli- 
che Anzahl  von  Gliedern  dargestellt  findet;  und  weil 
ich  schon  dort  es  bedachte«  dafs  es  besonders  bei 
dem  logarithmischen  Integriren  rathsam  sey«  jene 
beiden  ersten  Relationen  vor  allen  andern  in  Betracht 
2U  nehmen» 

In    dieser  Hinsicht  ist  es   nun    ferner  gerathen« 

jene   beiden  ersten  Relationen  hier  auPs  neue«   ver- 

x^ 
mittelst  des  Hülfsfactora  ^  =  1  zu  erweisen; 
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indem  dieselbe  Hälfe  dann  anch  sehr  geschicict  ist, 
eogleich  auf  die  Relationen  für  das  logarithmiacb'e  In- 
tegriren  ebenfalls  schliefsen  zn  lassen. 

$•  33-    Jedes  r(a-f-bx")Px™  dx   ist 
^/^a+bx^V  1     :i 

also   auch  zi-  f(ax--^  -}'  bx"~^)P.  x™+*»p  dx,    folglich 

Xp+* 
der  algebraischen  Integrirungsregel  fXi'dXrr 

unterworfen»  wenn  man  vermittelst  eines  constantcn  F 

n,h  sich  %  r(ax~^  +  bx«-J')P.  Fx^^+^p  dx    dergestalt 
r 

darstellen  kann , 

dafs  F  x"+^P  rr  —  a  h  x"^^-»  +  b  (n— h)  x»-^-»   aey» 

Dieses  kann  nnn«  wenn  x  nicht  gSnzlich  aus 
dem  Binomio  wegfallen  sollt  nur  auf  zweierlei  Wei- 
se Statt  finden  : 

I)  wenn  man  h  ir  o  nimmt,   und  dann 

Fx™  rr  b(n  — o)x"~»  haben  kann,  wozu  also 
m  ~  n  —  1  gegeben  seyn,  und  dann  Fizbn 
gewählt  werden  mufs; 

II)  wenn  man   n  n  h    genommen   hat,    und   dabei 
F.x™+"P  n  —  anx""**"-»    sich    verschaffen    kann» 
wozu   nun    m-j-  npiz*^n  —  i«     also 
m~  —  n(p-f-i)  —  1     gegeben    seyn,     und 
F  ~  —  an    gewählt  werden  mufs. 

§.  34»    Sey  nunmehr   ferner  die  Frage,   welche 
f  (a  +  bx«)P  X«  dx  =r  ^  f  (a  x-^  -L.  b  x"-^)p  F  x™+^p  dx , 

r 
indem   sie   dem  obigen  Falle   I)   m  rr  n  —  i ,     oder 
11}  m  ZI  *—  n  (p-f-i)  *~-  1  nicbt  zugehören,  dagegen 

,     -      X™  dx  lg,        F  x"»+^P  dx  -      . 

»^ö  f  r — r-t! — ; —  :il  ^  f  z .    .   ,      '  K^ — ,    der  1  o  g  a« 

(a  +  bxn;-"P        F    (a  x"^  -j-  b  x"-^)-p  ° 
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j?  f    y^_^^    —  jp  log  X-P  unterworfen  «eyn  würden  t 

so  sehen  wir  sogleich,  dafs  dieses  nur  der  Fall  seyn 
kann,  wenn  wir  vermittelst  eines  constanten  F  und 
h  es  dahin  zu  birin^eii  wissen,    dafs 

F x«+^P = - p (ax-^ + bx»-h)-P-3. (- ah x*»-»  +  b (n-h) x«*^->)  sey. 

Hiezu  ist  nun  offenbai'  als  Hauptbedingung 
erforderlich,  dafs  —  p  n  -f-  1  gegeben  sey,  damit 
der  Exponent  —  p  —  1  =  o,  also  der  verlangten 
Gleichung  erste  zwei  Factoren  n-f"  ^^C^)  =  1 
sich  ergeben;  weil  ja  nur  unter  dieser  Bedingung 
die  linke  Seite,  für  jeden  Werih  des  veränderlichen 
x,  der  rechten  Seite  gleich  gemacht  werden  kann. 
Indem  nunmehr,  nachdem  p  n  h  schon  bedungen 
ist,    zu   dieser  Gleichmachung   noch  erfordert  wird, 

dafs  F.  x™-^  =  —  ahx-^-»  +  bCn  —  h)  x«-5^-« 

,    also   F,x™       —  —  ahx"-»      +  b(n  —  h)  x»-«  sich 

ergebe:  so  wird  dieses 

1)  bei  h  =r  o  angenommen ,  geiichehen ,  wenn 
m  m  n  «^  1  gegeben  ist,,  und  dann  F  ~  b  n  an- 
gesetzt wird; 

8)^ wird  es  bei  n  —  h  ~  o,  also  bei  h  —  n  ange* 
nomnien,  geschehen  1  wenn  mr=—  1  gegeben 
ist,  und  F  ~  —  an  angesetzt  wird^ 

$•  35-  Nunmehr  wissen  wir  also  für  jedes  Inte- 
grand  f  (a  -f-  bx'^)?  x^  dx ,  dafs  es  ohne  Reihen  •  £nt- 
Wickelung,  algebraisch  genau  integrirbar  (nach 
$•  330  nur  seyn  kann ,  wenn  es  ^ 

entweder  I)  als  f (a  +  bx")P  x^**  dx  gegeben  istt 

also  ir  — r  . sich  ergeben  mufs»  oder 

nb        P  +  i 
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vrenn  es  H)  als  f(a-|-b3tn)Par-»(p+«)-»  dx  gegeben  ist» 

also  rr  —7  — ^-—r — r  (    "T^,, —  )       sich  ergeben  murs ; 

tind  eben  so  obiges  Integrand,  ohne  Reihen  «EnN 
-wi^kelang  logarilhmisch  genau  integrirbar  (nach 
§•  34*0  nur  sejn  kann»  wenn  es  entweder    * 

oder 

.     ,     ^         dx  ,       1  ,     a  +  bx»     .  ^ 

fi)  als  1-7 — .  .    „,-  gegeben  n  — lOg — ~-    ist. 
^  x(a-}~bx")'  °  °  an     **       X»* 

§•   36»     Nehmen    wir   nnnmehr    das    Integrand 

r(a4-bx^)'"^x""*  dx,  das  Ute  Beispiel  in  §.  29.  vor 
Augen  t  von •  welchem  man  vermuthen  möchte,  daCs 
es  logarithmisch  integrirbar  sey:  so  sehen  wir  so- 
gleich» dafs  es  weder  dem  Falle  1)  noch  dem  Falle 
s)  zugehörig  ist»  dagegen  aber»  weil  dessen  mri-— 2» 

p  =  — '  —  und  n  =  fl  gegeben  ist»  allerdings  dem 
algebraisch  integrirbaren  Falle  II)  m~— nCp-|-i) — U 
wegen  —  a  ~  a  (—  — |-  1)  —  i  unterwt)rfen  ist »  al- 
so nach  §,  33»  durch  den  Hülfsfactor  x^  rr  x"  ~  x""*» 
und  den  Hülfsfactor  Fn  —  an~  —  a.s,  zu  fin- 
den seyn  mufs.  In  der  That  ist  dort»  in  §.  29,  die- 
ses  Integrand   dadurch   integrirbar   gemacht»    dafs    es 

sowohl  mit  — -  als  mit  multiplicirt  wurde.  Die- 

x"-*  —  aa  ^ 

ses  Ute  Kriterium  der  algebraischen  tntegrirbarkeit 
ist  immer  schon  bekannt  gewesen»  aber  erst  durch 
die  obige  neu^  Herleitung  desselben  vermittelst  des 
Hülfsfactors  x^  sind  wir  gesichert  worden»  nach  der- 
gleichen Hülfe  nicht  vergebens  umher  zu  rathen,  wo 
sie  gar  nicht  Statt  finden  würde» 
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$«  37.  Bedenken  wir  ferner»  dafs  auch  in  den 
beiden  hiemit  nea  gefundenen  Regeln  i)  and  ^)  für 
das  ]ogarilhini«€ho  toMgrirM«  nicht  nur  j  und  b, 
sondern  autfa  der  Estponent  n  jede  ganze  oder  ge- 
brochene» befafate  oder  Verueinle  Zahl  aeya  kann: 
ko  Beben  wir^  data  wrr  auch  hieuiit  awei  sehr  viel 
umff säende  InUgrirttugen  gefunden  haben;  vu  wel- 
then»  um  nur  einige  Beispiele  «uficuführen^  t^uch 
die  unter  (])  und  (2)  iiu%6sttllleii  gehOtreii,  , 


CO 


L-  * 


und  tlerg).  mehr. 


12 


■■\ 
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(2) 

( 

\(a  +  ,bx)  -         .    "^       X 

,        dx  _^         »>  ,      a-f-bx* 

x(a+bx»)  -  "*  Ta  »«  -ts— 

. .   ■  * 

x(a+bx»)  ~3a '"*      x' 


t 


/  » 


=  ilOgna+bx3) 


x(a+brx)  ~        a  "'^       Tx 

und  dergl«  mehr« 

$•  38»  Algebraisch  iptegrirbar  ist  nun  jedes 
f(a4-bx")P  X"»  dx,  auch  noch  llltens,  wenn  p  n  r 
ist  (Cap.  V.  §.  4)9  aber  dann  immer  nur  als  r  -^  1 
einzele  Integranden, 

Da  eben  diese  Vereinzelung  auch  bei  der  dorti- 
gen IVten  und  Vten  Bedingung  eintreten  muTs:  so 
Mrerden  überhaupt  nur  I)  und  II)  die  einzigen  allge- 
meinen Relationen  zwischen  den  drei  Exponenten 
n,  p  und  m  seyn»  durch  welche  uns  so  einfach. aus- 
gedrückte Integrale  geliefert  werden»  dafs  man  in 
den  oft  erwähnten  Integraltafeln  andere  Integran- 
den  auf  jene  zu  reduciren  für  schicklich  Kalten 
kann. 

Eine  ähnliche  Vereinzelung  der  Integranden  wird 
nun  auch  bei  den  rückständigen  Bedingungen  3)«  4) 
"Und  5)>  die  man  für  die  logarithmische  Iptegrabilität 
aufsuchen  könnte ,   ebenfalls  eintreten  müssen;    und 
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übrigenB  scheint  mir»  was  ich  darüber  aufgefunden 
habe»  in  denen  Fällen»  deren  wir  bedürftig  werden 
könnten»  zuvörderst  auch  durch  die  Zerlegung  in 
Factoren  abgereicht  su  werden« 

$•  39*  Dieses  allerdings  sehr  reichhaltige  Hülfs- 
mittel  zum  Integriren»  habe  ich  gleichwol,  nament- 
lich auch  m  Hinsicht  der  binomischen  Integranden, 
den  bisher  behandelten  nachsetzen  wollen ,  weil  ia 
auf  solche  n,  p  und  m  eingeschränkt  ist»  bei  wel- 
chen man  das  vorgegebne  Integrand  in  brauch- 
bare Factoren  zu  zerlegen  weifs  (nur  auf  brauch- 
bare Factoren,  nicht  gerade  auf  algebraisch  einfa- 
che [DifF*  R.  XXVI*  §.  2,1  brauchen  wir  uns  einzu- 
BChränken), 

Auch  müssen  ja  bei  dem  Gebrauche  dieser  Zerle- 
gungen» sowohl  die  bisher  gelehrten  algebraischen» 
als  logarithmischen  Integrirungsregeln »  als  schon  be- 
kannt vorausgesetzt  werden.  Hier  aber  muCi  ich» 
wegen  des  übrigen»  was  als  Fortsetzung  dieses  IXten 
Capitels  im  Xlten  Capitel  noch  beizubringen  seyn 
tvird,  dieses  Hülfsmittel  schon  aufgeführt  haben* 


12 
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Zehntes  Capitel. 

Integrale  durch  Zerlegung  in  Factoren 

gefunden.  . 

S«  !•    Im.  Vorgegieblleli  Integiraiadeii  f^K-  t    ^^7 

beispielsweise |  = ^^a^^^:^, •  «^«o  leitie 

un Seilt  gebrochene  JE^uncdoii;  weil  das  vetänderli- 
che  X  im  Zählelr  %  bis  auf  eilieki  ^enigelr  hoben 
Grad,  als  in  deiü  Neniieir  steigen  mütste ^  -weiin  es 
eine  Seht  gebröchehe  Function  seyn  sollte;  Wienn 
indessen  eine  solche  Function  rational  ist,  näm- 
lich keine  andere  als  gah^e  JDighitäten  des  k  in 
ihr  vorkommen  t  so  katin  man  allemal  mit  ihrem 
Nenner  in  den  Zähler  so  lange  dividiren,  bis  die  Er- 
gänzung des  bereits  geFundetien  Quotienten  efile  acht 
gebrochene  rationale  'Function  ausikiat^ht. 

In  dem  vorliegendeti  Beispiele  möchten  die  Coef- 
ficienten  21,  SB*  S>  tt.  s.  w.  und  «,  /3,  y  iseyn,  wel- 
che constante  Grötseti  sie  wollen  \  so  vfitA  man  durch 
Division  dahin  kommen  können , 

dieses  ^  =:  Ex^+iBx  +   ■    ^"".^^  :  ■"  .  mit  lau- 

.  ter  Constanten  t  sämmtlich  durch  die  gegebnen  9(,  $, 
Ct  ...  und  öf,  /3,  y  bestimmten  Coefficienten  E,,B 
und  B,  a  gefunden  zu  haben.     Da  nun 

im  f  |r  dx  z=  fEx^  dx  +  fBxdx  +  f —Jji+i.—  dx* 

Fx^         B X* 
die  beiden  ersten  Glieder  integrabel,   zz  -^ —  -] 

3  ^ 

sind:    so    bleibt   uns    nur    das    acht   gebrochene 

^ — ;  -r»      . T  dx    zu  inteeriren  noch  rückständia;. 

a-}-pX-|-7X'^  ^  ° 
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Äa    ^^ Z_     g+Bx      —       g  +  bx 

>  N      «  +  /3X+7X-«        7(x— f)(x-g) 

(durch  —  f  und  — >g  die  Gegengröfsen  derjenigen 
beiden  Werthe  des  x  angedeutet,  \irelche  «  +)3x+<yx^  ZZO 
geben  würden)  nach  Piff.Jit  XXVI.  $^15. 

a»<5l4  ^=  -  iJ^i  +  ir:;;r^J   «»'  conati^ntem 

g  —    ^"^ ■  . ,  und  0  zr  —  ~^"^    ^  seyn  mub:  so  hat 
t— g  t— g 

man  f     ,    J     ,  -  "t    dx  n  -      f  ^^=— ^  +  f I 

<^-^ßx-\-y^^  y    L,    X— I  ^       X  — gj 

-  ^  [S  log  (x-0  4-  ®  loi  (x-g)] 

aUo  f    ^.  .^'  ', j  dx 

J3  e  I  J  ;ci  /  e  /. 

^6       6 
=  l  f  _.^_i±liE ax  ist,  indem  «ich  die 

eine  Wurzel  3^  zr  f  n  H — ^ ,  die  andere  xrrgzr— - 

^  3 

ergibt;  sq  mnCs  eq  nach  (^j^ 
das  ist  =  ^  Ly  '''Ö^*"'  ^)  ""  °  '"f'  ^'^  +  f)] 
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$.  3.    Aach  die^  folgeoden  sechs  besonderen  Fälle 
(ies  allgemeinen 

werden  so  hSafig  gebraucht,  dar«  «s  nöuHcfa  ist,  sie 
nach  einander  einzeln  hier  beachtet  zu  "wissen. 
Nämlich 

i)  a  ZZ  t ,  und  b  :=:  o  gegeben »  hat  man 

'.+A.x.=;^  [i..(«-«)-t..(x-g)] 

s)  a  rr  o  und  S  ::r  i  gegeben»  hat  man 

3)  In  t)  den  Coefficienten  7=0  gesetzt »  und 
in  dem  nunmehr  nur  noch  zweigliedrigen  Nenner 
(des  nachher  folgenden  Gebrauches  wegen)  die  bei- 
den Coefficienten  a  und  ß,  durch  a  und  b  geschrie« 
ben ,  würden  wir ,  da  a  -f-  bx  n:  o »  nur  eine  einzige 

Gleichnngswurzel  x  r=  f  rz  — -  ^  behält ,    die  andere 

g  aber  gänzlich  weggefallen  ist»  also  in  der  Glei- 
chung 1)  durch  ein  g  =  o  aufgeführt  werden  müfe- 
te,   würden  wir,   sage  ich, 

f — r—r-  =r  — ^ — r  (Od  — —   erhalten.      Wir    haben 
a-f-  bx        o(f— o)   ^     X 

nicht  nöthig,  etwa  vermittelst  einer  hinzu  gefügten 
Constante,  der  Unbestimmtheit  dieses  Ausdruckes 
mühsam  uns  zu  entledigen »  da ,  wir  ja  ohne  dies 
schon  wissen* 
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ibufs«     Auch  wütden  wir. 

*  » 

4)  >n  2)  den  Coefficienten  a  z:  ö  gesetzt ,  und 
in  dem  übrigen  ^  .  nun  zweigliedrigen  Nenner« 
die  hier  übrigen  beiden  Coeffidenten»  ß  und  y,  wie- 
derum dairch  a  und  b  geschrieben.» 

^  iiq^Tx = -nr  [-  F  '•>«  cx + g)  -  0 .  lo«  (x-o)] 

erbahen;  indem  hier  die  Oleichäng  ax  -|-  bxx'rr  o, 

aufser  ihrer  einen  Wurzel  x  n  —  r- »    ^^^  ^^^  andc- 

b 

re  X  r=  o  hat.    Die  hier  erhaltene  Gleichung  iat  inun 

sogleich  auch 

rdx  -       ri*\  ^t-^  +  bx 

frT^  =  ^«(^+bJ=.b^«»^ 

—  h  L'^Ö  (*  4-''^^)  —  ^^i  "^l  ^^"  ^^'  obigen 
^     rr ^  f09(a4-bx),   lediglieh  in  der  Con* 


a-j-bx       b 

et  ante  verschieden;  daher  sie  beide  richtig  seyQ 
können.  Dafs  sie  es  wirklich  sind ,  und  wie  sie  ei- 
gentlich einerlei  behaupten,  werden  wir  nachher  (in 
§.  5.)  erörtern* 

5)  In  1)  den  Coefficienten  ß  zz  o  gesetzt»  und 
den  nunmehr  zweigliedrigen  Nenner,  a-j^-yxx^ 
durch  a-'l'bxx  geschrieben,  haben  wir 

Da  nun  der  Gleichung  a  -f-  bxx  rz  o  eine  Wur- 
zel f  z:  +  Tt-t  t  andere  Wurzel  g  :=:i  —  T^t4.   "'• 
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•0  hat  man  b(r«-«g)  ZZ  ^(«TTtJ  —  »T— ab;  also 


"-«r— ab  ^'^»xrb^-r— a* 


Ein  Siiraem  merkwfirdligea  Integral!  4eMen  Ana- 
drncK  aber,  wie  wir  bald  erörtern  wollen«  einer 
Umformnng  nOthig  hat,  nm  für  den  gewöbnllchsten 
Gebrauch  euwol  in  Hinsicht  der  Constante,  als  der 
neben  ihr  nöthigen  trigonometriachen  Formel  be- 
quem «n  werden, 

6)  Aach  in  a)  den  Coeffiaienten  ß  ziz  o  gesetzt« 
lind  den  übrigen  binomischen  Nenner  « -^  ^  ^'^  durch 
a  -f*  h  XX  geschrieben ,  haben  wir 

b 

=  Tb  '"« ^'^'^  +  0* 

Eben  dieses  Integrand,  unmittelbar  behandelt« 
finden  wir  freilich 

f — T-iT^  —  *T  * — rr-^  ~  -TL  lOfl  (a  4-bxx)  i    aber 
a-{-bxx        ab    a-f^bxx        ab      "^     '         "^^ 

diese  beiden  Ausdrücke  können  für  jeden  ein^elen 
Werth  des  x  verschiedene  Gröfsen  -  Erträge  zu  geben« 
nur  so  lange  scheinen,  als  ihre  Con^Unteu  unbe" 
stimmt  gelassen  werden« 


^ 


Ml«« 
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Die  Integral- Con standen ^  und  die  unmög' 
liehßn  Qr&fsen  in  diesen  lagnrithmisehpn 

Integralen  betreffende 

'  $<  4«  Weni)  piao  durch  ver«cbie4ne^  VeTfahren 
bei  dem  Integriren,  zwei  verschieden  geformte  Aus« 
drüche  des  Integralen,  «•  9%  in  $4  3. , 

in  3)  da«  Integrand  fj-T^:^  J^  iH  (a+^x) 

10  4)  dagegen  ^^^^  ^  Ö"  '^^      b^    ^''^■*' 

ten  hat;  ao  kann  nnd  naufs  solche  Verschiedenheit 
lediglich  daher  rühren .  weil  alle  Integrirungsregeln 
lediglich  aus  den  veränderlichen  Endgr^nzen 
der«  durch  Integrirung  gesuchten«  Function  gefolgert 
sind«  und  daher  durch  diese  Regeln  über  die  An« 
fangagrSnze  der  gesuchten  Function  nichts  be- 
stimmt wird,  diese  aber  natürlich  auch  noch  bestimmt 
werden  .mufs«  wenn  man  bei  irgend  einem  Gebrau- 
che der  gesuchten  Functioi]  über  den  Ertrag  ihrer 
wirklichen  Gröfse  gewifs  seyn  will«     Heifse  X  die 

dx 
Function  •  die  man  als  dem  Integranden  fr-ri; — 

gehörig  9U  finden  verlangt:   so  weifs  man 

dafs  X  ~  V-  109(3  +  **^)  "i"  ^   ®^y^  mufs,  aus  der 

ersten  ,  und 

dafs  X  ~  r-  fOg  T^-T — j  +  ^   ^^7^  ^^^^  •  ****  ^^' 

zweiten  Integrirung;  so  dafs  sowol  C  als  K«  in  je- 
der von  diesen  beiden  Gleichungen«  jede  konstante 
Gröfse  seyn  kann« 

§.  5,  Um  nun  gewifs  zu  werden«  ob  beiderlei 
Ausdrücke  dieses  X  übereinstimmend  seyen«  ist  es 
bisweilen  das  anschaulichste«  dafs  tnan  beide  Aus- 
drücke auf  einerlei  Anfangsgränze  der  Fun« 
ction   X  einschränkt.     Im    vorliegenden   Falle  ist  es 


S6U- 
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» 

das  beqaemste»  hierzu  die  natürlichste  Anfangs^- 
gränze  des  X  zu  wählen,  nämlich,  dafs  X  selbst» 
zugleich  mit  x  seinen' Anfang  nehme,  also,  für 
X  =  o,  auch  X  zr  o  sej,  odert  wie  man  zu  sagen 
pflegt,    mit  X  ir  o  auch   X    verschwinde.     Da 

nun  hiezu  die  Gonstante  C  rz  —  r-   (O0  >#    die  Con- 

•         a 
staute  K  n  — •  r*  (Og  r   nöthig  ist:  so  hat  man 

(08  (a+bx)  —  lOfl  al  =  g-  loa  (i  +  -  ^) 

zweitens  X  =:  ~ Qo§  ^"^      —  (og ^1  zz g  (og (i*  +  j  x) ; 

un4  so  sieht  man  (besonders  in  dem  letzten  Ansdnt- 
che,  in  welchem  die  Gonstante  mit  dem  ver- 
änderlichen  Theile  der  Gleichung  verei- 
nigt ist),  dafs  beide  Integrale  auf  einerlei 
Anfangsgränze  des  X  reducirt,  allerdings  für  je* 
den  Werth  des  x  einerlei  geben  müssen.  * 

Ein  anderes  allgemein  durchgreifendes  Mittel 
wird  man  durch  folgendes  Beispiel  -  vollständig  ken- 
nen lernen» 

f-T=7— T-T— N  wirds— -  to9-= 1-^— L /  durch 

xT(a-j-bxx)  T^  a 

eine   richthige  Methode,    durch   eine  andere»    eben 

,0  richtige,  dagegen  =:  |^  N  ^^^ ^  ^xx) +r.    'P*' 

terhin  von  uns  gefunden.  Um  gewifs  zu  virerden, 
ob  beide  Ausdrücke  durch  zwei  constante  Gröfsen 
C  .und  K  übereinstimmend  werden  können,  setze 
man  die  Fragegleichung  an ,     ^ 

,     x.K     _  cra— rx).c         ... 

ob   ^^^  ,    ^    z:   ^ ' —    seyn    könne:    ao 

7  X+  Ta  X  ^ 

wird  dazu  erfordert. 


dafs 
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XX  C 


(ra+rxKra— rx)-~K  • 


das  i«t, — i-Tj- — r  =  iT  ,    also  r  =  ^t-  scy.    Wor- 

a  — (a-f-bxx)        K  b        R 

au6  erhellet,  dafs  C  und  K  allerdings  constante  Grö' 
isen  seyn ^können,  auch  K  ~  bC  seyn  mufSy  wenn 
beide  Ausdrücke  für  einerlei  Werthe  des  x,  auch 
einerlei  Gröfsen  •  Ertrag  geben  sollen« 

J(.  6.    Bei  dem  in  §•  3«  No*  5.  aufgefundenen 

f — r-r — zz  -T= r  tOfl    ^.   .  ^ wird   man 

a-fbxx        iT — ab.   ^  xTb+r — a 

meistens  unter  denen  diesem  Integranden  zi;geh5rigen 

T?       .•  V  _        ^  f     xf  b— f — a    '     _ 

Fancuonen  X  =  5^=-^  lofl  ^^,_^^_-  +  C  .  ge- 

rade  diejenige  zu  gebrauchen  wünschen ,  welche  mit 

x=:o 
X  =  Q  ihren  Anfang  nimmt»    also    X  =  o    gibt«! 

Da  demnach  o  =  -^^--^  [fojj  =^3"  +  (09  c] 
seyn  soll :  so  mufs  (og  C  n  ^—  (og  —  i  »   folglich  die 

also  dieses  X  =  ^^_^^^  ^"«-xrb-r-«  +  °   "^''* 

welches  nun  mit  x  rr  o  allerdings  als 
x=o  j 

X  n  ^Y'_  g-  f08  1  n  o^  sich  ergibt. 

§.  7«  Weil  man  aber  neben  diesem  logarithmi- 
sehen  Ausdrucke  des  X»  sehr  oft  auch  dessen  trigo- 
nometrischen Ausdruck  zu  beachten  hat:  so  ist  es 
äufserst  rathsam  *  und  fast  iiothwendig,  ein  -f-  a  statt 
des  — -  a  in  der  Formel  zu  haben. 


ve 
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Wenn  wir  in  dieser  Hinsicht  in  der  letzten  Glei- 
chung des  Xf  ihren  logarithmisirten  Bruch  inoi  Zäh- 
ler und  Nenner  durch  1^-— »i    multicipliren  •    und  da- 

.1.0  aach   -  -^^Xr^f^^rX^l  +  o  erhal. 

ten  hahen,  so  ist  es  freilich  sehr  gewifs«  dafs  auch 
diese  letzte  Gleichung  calcuUtoriscb  richtig  gehlif- 
hen  »eyu  mufs. 

$.  8«  Weit  treffender  aber  wird  uns  diese 
Umänderung  durch  die  Betrachtung  gerechtfertigt, 
dafs  wir  hei  unserer  Begründung  des  Integrales  X 
die  beiden '  Wurzeln   der   Gleichung  ^^  +  h^^  zz  Q , 

also  X  —  -f  Tt:^  =  f  "öd  35  —  —  Tx^  =  g  ge- 
braucht   haben,     uud     ßt^tt     dieser    f  und  g^     nun 

f  ==  -j-  r^^  und  g  ~  —  ^_b   g^t»^^^^'*^    ^^®'® 

Wurzeln  in  ihrer  Gröfse  allerdings  unverändert 
bleiben  uiüssen.  £)a  indessen  diese  letzten  Wurzel- 
fortnen  nicht  der  Gleichung  a  -|-  hx^  zz  d,  sondern 
der  Gleichung'  •?-  a  -«■  b)^^  iz  o  zugehören :  so  ist 
es  hiedurch  einleuchtend^  dafs  wir  in  §,  7.  es  mit 
eineni  3^  zu   thun   haben».    welche§   nich(  ferner  eiq 

X  ZZ  t — -^- — •-,   sondern 
a  4-  ^%x 

.      ^  r        dx  — idx  , 

ein  X  ZZ  l r — •■  ZZ  -— ^.  i  .-  ...  -    ,    also  ein 

—  4  —  bxx        +1      a  +  bxx 

3£  in  —  X  ißt.    Daher    nun   die  deutlichen  Schlösse 

eigentlich  folgende  sjnd^ 

Es  18t  X  rr     ,,  — r.  lOfl ^^ \r   0.    al- 

Icrdinge  in  seiner 
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Gröfse  auch  =  j—^.  l6»_J^Z\ZPä  +  °'  '^^ 
wegen  dieselr  Utntatischatig 

seines  _^  gegfftii  ^r  ntliittitsliir  eigentlich 
ein  $  :^  -  X  =:  — -^  rog±^f-^^  +  o 


r      Till 


also  attch    ^  »"-iii    rrn.    Injl  IE— LZL-IlI —  4-  {)    1^. 


5.9.     Da  taah  rür  f  ^^>- -  -  i  r-j^^-j 

auc^  -  X  =  ^:pif^.  lögl!^^^  hati  »o  efhel- 

let,    data   der   logatithmische  AülBdruck  des  Integrän- 

dx  •  "^  ' 

den  fi,    _^  '    ,    nätblich   für  alle  glei^hbe zeich* 

+  a  +  bk^  ° 

nete  a  und  b    iEillemal>   uhniöiglSchid  Grbrseki    ent- 
hält;    indefs 


*)  Hr«  Meieir  feLirscli  beknerkt  in  Dsikieh  Colrre)ctur«ii» 
dafs  iDiln  statt  des  Factoirs  --t:. — =nr   lieber  =*^ 


.r-.b.  — ^    _b 

a 


söbrteibeh  solle«    Wo   man  darin   Indern  wilU  ttiöchtB 
doch  rathsatti  seyn,  t*^ bei    logarithmistben^    und 


a 

b 


dagegen  T*j~  bei  trigonometrischen  Ausdrücken,  stj^tt 

.^     b 

der  weniger  bestimmten  iForm    1  —  —   »U  schreiben. 
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dagegen  far  f^^^^x«  =  ^V^  ^^«fiSrrb  '    , 
ako  auch  für  f r-r—  r:    -^  ,   lOg  ^    ,    ^>,  •  also 

bei  allen  ungleich  bezeichneten  a  und  b*  dieje* 
^nigen  Unmöglicbkeiten  wegfallen,  welche  bei 
den  gleichbezeichneten  durch  die  unmöglichen  Wur- 
zeln I*— ab  und  f — b,  für  alle  Werthe  des  x  ent- _ 
stehen  naufsten;  womit  aber  Iceinesweges  behauptet 
werden  kann»  dafs  nicht  dessen  ungeachtet»  auch 
bei  ungleich  bezeichneten \a  und  b»  die  logarithmi- 
sche Gröfse   für  einige  Werthe   des  x»  nämlich  für 

a 
jedes  X  ^  fr  «ich  logarithmisch  unmöglich  ergeben 

mufs;  indem  ja  für  verneinte  Gröfsen  keine 
mögliche  Logarithmen  Sutt  finden, 

$.  10.    Was  aber  die  allgemeinen  Unmöglich» 
keiten    betrifft ,    welche    in    jedem    logarithmischen 

dx  dx 

Ausdrucke  eines  f— r-r—j  ^^^  '■'" r-;^  wagender 

a  "T"  DX  "■•  a  -"•  Dx 

gleichbezeichneten  a  und  b  sich  einfinden  müssen»  sa 
kann  man  ihrer  sich  dadurch  entschlagen»  dafs  man 
statt  des  logarithmischen  Integrirens»  des  trigonome* 
irischen  sich  bedient»  indem  ja  (S,  144.) 

jedes  f;^g;^=  ~  arc  tang  x  T-  ist,  folglich 

auch  j  edes 

r        ^x        _  r      ^x      _  ■—  ^  ^b 

* r"T  —  —  i#f — r"r-a  — xs-r  arc  tang  x  T- 

—  a  —  bx*  a  +  bx^       l^ab  °         a 

seyn  mufs, 

§,  11,    In  $,  3«  No.  6.  haben  wir  gefunden,  dafs 
durch  eine  Integrirungsregel 
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andere  dagegen 

®^     ^  a^bxx  —  5b  ^^^  ^"^  +  ^"^^^  ^^^  ^'«'^^* 

Da  für  X  =  o,    der  erste  Ausdnick  verschwin«    « 
det»  wenn  man   dessen^  logaritbmiflirte  Gröfse  dureh 

den  Constanten  Factor  -  multiplicirt,  der  andere  Aus- 
druck dagegen  9  wenn  man  dessen  logarithmisirte 
Grundgröfse  durch  den  constanteh  Factor  --  multi« 
plicirt:  so  hat  man  durch 

a)  ein  X  ~  -r  logT—  xx  •{-  0»  durch- 

1  h 

2)  ein  3E  :=:  -r  (og  (i  -| xx)  gefunden,  dafs  also 

36  ~  X  n:  —  lOflT— '^^ \  nicht  nur  für  x^ö 

beide  verschwindend »  sondern  eben  defshalb  auch 
für  jeden  andern  Werth  des  x  immerfort  einerlei  ge> 
bend  sind. 

^.  \1.  Auch  dieses  Integral  wird,  gerade  bei 
ungleich  bezeichneten  a  und  b  keinen  möglichen  Lo- 
garithmen haben ,  wenn  hF  ^  d:  ^^^  ^^^^  verneinte 
Gröfse  ist.  Diejenigen  unmöglichen  Factor^n  aber» 
welche  durch  die  Zerlegung  des  a-f-hxx  in  des- 
sen einfache  Factoren  hineingebracht  sind 
(und  bei  der  2ten  Integrirüngsmethode  gar  nicht  ein- 
treten), haben  sich  selbst  auch  wieder  weggehoben. 

Da    nun 

•  d     r-EÜJL  d    f ^ b  f-iL^iL.  •  f 

a-f-bxx  a+bxx    '  a-f-bxx 

so  sehen  wir»    dafs  in  Betreff  der  Unmöglichkeiten» 
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welche   dabei   vorkoknttieti »  alle«  änt  diejetoigen  hin- 
auskoitiQDien  tnuta^  die  wir  ichott  b^i  dem  T 


a-{^bxx 
erörtert  haben. 

$.  13.    In  wehtet  Hinaidit  tat  ea  nttthigi    aach 
bei  dem  aUgemeinen 

die  Umnägliehkeiten  detkelben,  Und  in  wie  Feim  man 
sich  phrer  entledigipd  kann^  ■orgfähig,  und  Anangern 
ventindUeh  stt  erbrtern. 

In    den  einfachten*  Factoten^    jc«»l  und  X— »g, 

darth  welche  das  quadratische  Aggtegak  «-{-)3x  4- Y^^ 
als  Tr.  7(^-^0  0^ — g)  dargeiiellt  wird,  sind  —  f  und 
•«— -g  die  Oegengtorsen  der  beiden  Wurzel Werthe  iKizf 
und  X  !=:  g  •  bei  Weichen  dai  Aggregat  sich  irr  d  er- 
geben^ aUo  det  Gleichung  *yx^  -f-  ^^  +  *  —  0»  Mg- 

lieh   auch    der  Gleichung  x*  +  ^  ^  -| n  o  Ge* 

Klügle    geschehen    wurde.      Der    Kür^e    Wegen 
ßß-^^äy  zu  i  geschrieben,  haben  wir  die  eine 

Warzel  {  ^ -^  +  ^MEEy  ^  "^  +  Ü 

üy   *  ty  ay 

die  andere 


i^^mKU 


Wurzel  g  ^'  ~  A  ^  IMEEy  ^  -V  -  r\ 

o  sy  127  2  g 

aUo  beide  Wurzeln  ^n Möglich  ♦   J^  tiachdem 
i  rz  ßß — '4av  äIs  ein  jhi  gegeben  ist* 

§.  14.     Nachdem    wir  den  IDoppelwerth  dc8  t* 
im    Wurzelwerthe    ^  —  **-  /3  ±  Ti,    bereits    ge- 
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trennt,  und  dem  einen  Wurzel werthe  f  das 
-(-1.1*1,  dem  andern  g  dagegen  das  <-— ts T*i  zu* 
geeignet  haben:    so  ist  es  nun  gewifs,  dafs  sogleich 

Vi 

in   der  Folgerung    f — g  rz — »    das   T    nicht  fet- 

nerhin  zweideutig,  sondern  schlechterdings  nur 
ein  -[-  i.iri  bedeutend  seyn  kann:  so  dafs  wir  auch 
für  allen  fernem  Gebrauch  dieser  Wurzel  |*i,  alle- 
mal nur  den  absoluten  Werth  derselben  zu  verstehen 
haben« 

Da  wir  nun  ferner  a  +  5  f  r:  — ^^ ^-^ — i— 

und  a+Bg  =  »v^-M-Sri 

auch     x-f±:ili±^M:i 

ben:  so  erhalten  wir  obiges 
«+;8x+YXX-v (f-g> \-(a+6g) (09 (x-g)f  ^^-  "•  <^^ 

anch  -  -^-  ^  «V 


logfvxM+r 


§•  i5«    Für- den  Fall,  dafs  ü^  ßp  tind  6  =  Ay 
gegeben  wäre,  hätten  wir  also 

.        13 
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Wenn  wir  dagegen  bedenken,  daf« 
dieaea  f«    .   n^7^   a  ^^   ^«»  Inlegrirungaregel 

dX  ' » 

f  — -  z:  (08  X  upterworfen  iat:  ao  erhalten  Mrir»  ästb 

Beide  Integrale  aind  richtig:  weil  aie  nur  durch 
ein  conataatea  (O0  C  und  (og  K  verschieden  sind. 
Denn' aollen  aie  beide  bei   x  r=  o    verschwinden,  ao 

inulis  jenem  eraten  die  Conatante  (og  C  rr  •—  (Og  —t 

dieaem  letzteren  die  Conatante  (og  K  n  —  (o$  «  hin- 
zugefügt werden*  Diese  Constanten  mit  den  beiden 
veränderlichen  Theilen  der  Integrale  vereinigt,  erhält 

ß         y 
für  daa  zweite ,  die  Function  Ica  (i  +  -  x  -f-  -  «*) 

beide  auf  daa  völligste  übereinstimmend. 

$»  16.    Absichtlich  habe  ich  es  hiemit  darlegen 

wollen,  dafa  die  sämmtlichep  |*i  rz  Tßß — 4«^, 
welche  bei  der  Zerlegung  in  einfache  Factoren, 
X— f  und  x — g,    durch  die 

Wurzel i       ^    ,      r:  •—  — +t'i8i8  —  Aay  in  den  lo- 

und  g  ß—    '^'^      ^    ' 

garithmisch  aufgefundenen  Integralausdruck  (^  ge- 
kommen sind;  auch  aämmtlich  aich  von  aelbst  wie- 
derum wegheben,  wenn  bei  gegebnem  a  ZZ  ß  und 
(  =Z  a  Y  der  logarithmische  Integralausdruck  kein  7*1 

erfordert,  es  mag  nun  übrigens  dieses  T^  zz  Tßß  —  4ay, 
bei  negativ  gegebnem  i  eine  unmögliche,  oder  bei 
bejaht  gegebnem  i,  eine  mögliche  rationale  oder, ir- 
rationale Wurzel  aeyn. 
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§«  l^^  In  dem  noch  übrigen  dritten  iFalle»  dab 
i  TZ  ßß  —  i^my  zz  o  gegeben  Mräre»  also  auch  bei 
der  Zerlegung  in  einfache  Factoren  gar  keine  Wur- 
zel t*i  in  dem  Ausdrucke  vorkommen  könnte,  Mrürde 

ß 
man  wegen  der  gleichen  Wurzeln  f  iz  —  ^     und 

g  —  —  ^  f    die  Zerlegung 

A+ V'       =  P^  +  — ^-p  (M,e.Diff.Il.XXVI. 
§•  t6  q.  17O  ergreifen  nmssen»  und 
dadurch  1—7-01 r  —  l;      rxa  dx  +  f ^  dx 

«-'!  ■  BN 

4- 1  (09  (X— 0  =— j  +  B  (08  (x  +  y  erhalten. 

x4-— 
/    • 

§.  ig.  Die  Zerlegungstheorie,  welche  vtrir  in 
Diff«  R«  XXVI«  mitgetheilt  haben,  ist  hinreichend,  uns 
zu    überzeugen,    dafs    wir    jedes    acht    gebrochene 

■  T  ^   T — 3 -2 -—     m   lauter   solche  Brucho 

«  4-j8x+7X*  .•..  +  /*x«» 

zerlegen  können,  die  uns  für  f—|^  lauter  integrabla 

Glieder  angeben«  Wenn  wir  in  diesen  Integralen  un« 
mögliche  Wurzeln  erhalten,  so  müssen  sie  bekannt- 
lich parweise  vorkommen,  und  je  zwei  und  zwei 
der    einzeln  integrirten  Glieder  mit  einander  verei» 

nigt,  uns  ein  f  j,  //    ,  ■     ■  darstellen. 

Eine  irrige  Meinung  wurde  es  seyn,  wenn  man 
gewisse,  nicht  so  ganz  deutliche  Aeufserungen  eini-« 

13» 
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ger  Lehrbücher  dahin  Terstehen  Mrollte»  dafs  man 
durch  diese  Darstellung  verniittebt  eines  quadrati- 
schen Nenners  sich,  der  unmöglichen  Wurzeln  ent* 
ledigt  finden  könne»  welche  bei  der  Zerlegung  in 
einfache  Factoren  sich  ergeben  würden;  denn  wo 
diese  einfachen  Factoren  ein  unmögliches  yi  in  den 
Integralausdruck  bringen,    da    werden   sie  auch   in 

ü  I  fi  X 
dem  Integrale  des'  f — ,   ^  ,  vorhanden    blei- 

ben,  so  lange  dessen  Ausdruck  dnrch  logarithmi« 
sches  Integriren  soll  gefunden  werden« 

Sondern  das  einzjge  Mittel  zur  Umgehung  die* 
Bet  Unmöglichkeiten  wird  auch  in  diesem  Integran- 
den  darin  bestehen,  dafs  man  es  trigonometrisch 
auszudrücken  sucht,  worüber  wir  im  folgenden  Ca* 
pitel  beibringen  werden,  so  viel  uns  davon  zu  wis« 
sen  nöthig  seyn  könnte« 

$•  19*  Die  Methode,  dareh  Zerlegung  in  Factoren  su 
integriren.  wird   gewöhnlich  auf  acht  gebrochene   rationalo 

fjE|-dx  eingeschränkt,    und  dabei  behauptet,  dafs  die  Inte* 

M  • 
gralmethode  für  jedes  rationale  £^  dx  vollendet 

sey,  weil  ja  jedes  N  rr  «  -f-  ^x  +  Y«*  ....  +  /ütx™  in  n^ 
einfache  Factoren  zerlegbar  seyn,  folglich  auch  nach  dieser 
Methode  integrabel  seyn  mflsse*  Wenn  man  aber  diese  Zer» 
legung  nicht  anzugeben  wisse,  wie  es  meistens  bei  den  mehr 
als  quadratischen  Aggregaten  der  Fall  ist:  so  sey  dieses  als 
•in  Mangel  der  endüchea  Analysis,  nicht  aber  der  Inte- 
gralmethode SU  betrachten«  Weit  entfernt,  dieser  schon  von 
Leonhard  Euler  dargestellten  Ansicht,  ^ren  theore« 
tischen  Nutzen  abzusprechen,  glaube  ich  doch  auch  dagegen 
erinnern  zu  müssen,  dafs  die  Zerlegungsmethode  auch  aul^ 
viele  irrationale  Integranden  äufserst  kurz  und  deutlich  sich 
anwenden  Uifst,  und  yermittelst  solchex  Factoren  sich  anwen- 
dsn  lifst»  die  man  nicht  erst  durch  algebraische  Auflösmig 
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eines  rational  gemachten  Aggregates  su  entdecken  fl6thig  hat( 
wie  wir  namentlich  auch  durch  die  meisten  Speoialr^ela 
im  folgenden  Capitel  es  bestätigt  £nden  werden* 


Eilftes    CapiteL 

Fortsetzung  des  logarithmischen  Integrirens. 

§•  I«     Sehr    gewöhnlich  ist   es,    einige   einzela 
aufgefundene  logarithmiecbe  Integrale,  z«  B.  das  vor* 

bin  gefundene  f^.J^^  =  jj  ^^K^  +  ^^^  ^  "^' 

zuführen,  und  durch  einige  Beispiele  darzulegen, 
dafs  sich  auf  dasselbe  viele  andere,  durch  gehörige 
Substitutionen,  zurüchbringen  lassen» 

Um  9t  B.  durch   das  eben  aufgeführte  Integral 

dx 

auch  fr rrr-    ZU  finden»  kann  man  x  ~  z*  «©• 

(a  —  x)'rx 

«   tzen:     so    ist    dx  zr  szdzt     auch    f*x  ir  z»    also 
—  fldz;  und  demnach  fr r-rr-  iz  ö  f 


rx  ~  (a  — x)rx  ~        a— za' 

also,  durch  Vergleicbung  mit  dem  oben  schon  gefun- 
denen, nun  gewifs,  dafs 

seyn  mtifs« 

§*  a.  Immerhin  ist  es  unangenehm»  die  zwe^- 
dienliche  Substitution  erratben  zu  müssen,  wo  der« 
gleichen  vorhanden  ist,  und  vergebens  umher  gera* 
then  zu  haben,  wo  es  dergleichen  nicht  giebt;  da- 
her ich  statt  solcher,  auf  gut  Glück  ergriffenen  Sub« 
stitutioaen»  lieber  eines  andern  Verfahrens  mich  he* 
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* 

diene,  welches  ich  Formvergleichnng  nennen 
'ni6cbtet  Durch  solche  Formenvergleichung  liegt  im 
vorigen  Beispiele  sogleich  rot  Augen«  dafs 

r       dx         _  j  dx —  Qf.        ^"^^ 


(a— x)rx  — crara— rxrx)rx — rara— rxr« 

geschrieben,  der  obigen t  schon  integrirten  Form  der- 
gestaU  unterworfen  ist,  dab  wir  dadurch  des  Inte« 

grales   z:  ~  toflll^J^Il^  gewifi  geworden  sind* 

$•  3,  Durch  solche  Formenvergleichung  sind 
mir  viele  Hülfsmittel  zpr  anschaulichen  Integrimng 
entstanden,  von  denen  ich  einige  unter  dem  Namen 
der  Speeialregeln  biet  beibringen  werde.  Nicht 
nur  wird  man  aus  jeder  solchen  Specialregel  eine 
Menge  von  Integralen  nach  bestimmteir  einleuchten- 
der Ordnung  ableiten,  sondern  auch  gar  oft  einem 
vorgegebnen  Integranden  sogleich  es  ansehen  können, 
ob  er  dieser  oder  jener  Specialregel  unterworfen  sey; 
und  in  diesem  Falle  wird  man  auch  sogleich  die  da- 
2U  nöthige  Subfidtution  vor  Augen  haben. 

Die  meisten  von  solchen  Specialregeln  werden 
natürlich  die  Absicht  haben,  besonders  die  Integri* 
rung  irrationaler  Functions -Differentiale  zu  erleich« 
tern.  Zuvörderst  aber  will  ich  als  erste  Specialregel 
diejenige  aufstellen,  die  mir  durch  Formenverglei« 
cbung,  auf  die  Zerlegungstheorie  angewandt»  ent- 
standen ist.  Man  wird  es  wohl  bemerl^en ,  dafs  man 
vermittelst  dieser  Regel  das  Integral  nicht  nur  leich- 
ter findet,  als  wenn  man  sich  blofs  den  allgemeinen 
Lehren  der  Zerlegung  überläfst,  sondern  auch  deut- 
lich übersieht,  wo  und  wie  man  zwei,  -in  ihrer 
Constante  verschiedene  Integral- Ausdrücke  zu  finden 
vermag*  Ueberdies  aber  werden  durch  diese  Regel 
nicht  blofs  einfache  oder  rationale,  sondern  auch  vie. 
le  solche,    auch  irrationale,    Factoren  für  brauchbar 


•  1  _ 
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erldärtt  deren  Summe  oder  Differenz  eine  constante 
Gröfse  ausmacht.  Auf  mehr  als  zwei  veränderliche 
Factoren  die  Regel  anzuwenden»  habe  ich  nicht  für 
nöthig  gefunden;  obgleich  sie  offenbar  auf  diese 
nicht  eingeschränkt  Jst. 


Specialregel  %. 

dZ 

§.  4.  Wenn  Z  nnd  N  im  vorgegebnen  f-=^  sol- 
che Functionen  des  x  sind,  dafs  nur  ein  mit  x  ver- 
änderlicher Factor  f^  uns  fäZ  ZI  dN  geben  würde 
(dieses  Integrand  also»  vermittelst  eines  consianten 
Hülfsfactors «  der  Haup|regcl  IX.  §.  22«  nicht  unter- 
werfbar seyn  würde),  N  aber»  aufser  einem  belie- 
bigen Constanten  Factor»  der  also  auch  n  1  seyn 
könnte»  in  zwei  veränderliche  Factoren  H 
und  K  zerlegt  werden  kann,  deren  Summe  H-{-K 
entweder»  oder  deren  Dif ferenz  H  —  K»  einen 
Constanten  Ertrag  ^  ausmacht, 
und  deren  Differentiale  dH  und  dK»  vermittelst 
constanter  Factoren  ^  und  f  • 

%  uns  dZ  zz  ^«dHf  und  dZ  z:  F#dK    gewähren: 
so  bat  man 

entweder     I)    f  g-^  ir  —  a  1-  K 

oder    II)    Tjj^- H-K 

das    Ite»   wenn  der  eine  Factor  K  zum  andern  H  zu 

addiren  war» 

das  Ute»    wenn  der  eine  Factor  K  vom  andern  H  zu 

subtrahiren  war»  um  einen  cpnstan- 
ten  Ertrag  €  zu  gewähren. 
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i.  S.    B  0  w  0  i  t. 

Wenn  H±K  =  €,  auch  dZ=:HH  und  zrfdK  ist: 

-    €.dZ       H  +  K-__dZ   .   dZ 
.o».l«  -_  =  3j=g.dZ=^±  jj.eyn; 

'^       H.K  ■"  g  * 

B0ispiel0. 

,   «     .      dZ  dx    ' dx         _      . 

5.6.    Sey -^  =  j^^-^  =  j^j-^    gegeben: 

•o  161  es  hier  die  Summe  der  Fa'ctoren,  x-f-(*-*x), 
welche  den  constanten 'Ertrag  (S  ==  a  gibt,  wodurch 
wir  alao  snm  Qebraache  der  Regel  I)  bestimmt 
werden;  nach  welcher  nämlich 

f  ^  _  n09K  +  »I09H  ^^f^ 

H .  K  —  H  +  K  ^ 

Wenn  wir  nun  H  rr  x  und  K  r=  a  — x  ansetzen; 

so  haben  wir  dZ(— dx)m.dH,  also  ftzzi 

und  dZ(— dx)—  —  i.dK,  also  fzT — i, 
folglich 

Wenn  wir  dagegen  Hzra  —  x  und  K  zz  x 
ansetzen »  so  haben  wir  %zz  —  i  und  (  n  -^  t »   also 

dafs  ^vir  also  den  Ausdruck  ^dieses  Integrales  eben  so 
wie  vorhin  erhalten» 

£s    ist  auch   leicht    zu    darchsehent    warum   es 
hier   am  Ende  einerlei  geben  mnfs,    ob  man  die  bei* 
den  Factoren   x  und  a  —  x  als  H  und  K,   oder 
ob  man  a  —  x  und  x       als  H  und  K  behandelt. 
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§.  Tf  Etwas  anders  verhält  es  sieb»  wo  man, 
um  einen  constanten  Ertrag  @  aus  den  beiden  Facto- 
ren  zu  erhalten,  den  einen  von  dem  andern  abzuzie« 
hen  genöthigt  ist. 

Hier  kann  es  allerdings  durch  die  verschiedene 
Wahl  des  H  und  K  sich  ergeben,  dafs  man  zwei 
verschiedene  Ausdrücke  des  Integrales  erbalten  mufs, 
von  denen  der  eine  gerade  die  Gegengröfse  des  an- 
dern ist;  so  dafs  sie  nur  durch  einen  constanten  To- 
talfactor  If  i  von  einander  verschieden  sind ,  und 
demnach  ihre  Verschiedenheit  durch  eine  verschie- 
dene Integralconstante  wieder  gehoben  wird. 

Für  eine  gute  Eigenschaft  unserer  Regel  wird 
man  es  anerkennen,  dafs  sie  allemal  zwei  verschie- 
dene Ausdrücke  des  Integrales  darbietet,  wo  diese 
AUemätive  eine  Folge  der  gebrauchten  Zerlegungs- 
Methode  ist. 

^    ^      -      dZ  dx  dx  - 

§•  8«    Sey  -T--  rr j rz  -7 — i — - »  00  mufa 

von  den  beiden  Factoren  x  und  (a-f-x)  der  eine  von 
dem  andern  abgezogen  werden »  um  einen  con- 
atanten  Ertrag  <£  zu  gewähren;  daher  bei  diesem 
Beispiele  die  Formel  II)  in  §«  4«  zu  befolgen  ist. 

Wünschen  wir  den  Ertrag  (£  bejaht  zu  haben, 
ao  aetzen  wir  H  zi  a  -{-  x  und  K  n  x :  da  denn 
6  m  H  —  K  rr  #  aich  ergibt;  übrigens  %  ZZ  1  und 
f  n't  ist,  also 

Wenn  wir  dagegen  H  zr  x  und  K  zr  a  -}-  x  ae- 
tzen ,  so  haben  wir  €  rr  H  —  Kn  —  a,  übrigens 
%  1Z  1  und  f  rz  1 9  wie  vorhin »  also  nunmehr 


ax4-3«^  «      ''a  +  x 
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^  -       dZ  dx  dx 

'    ^         -^    N         aa  ^  XX        (a  +  x)(a  — x) 

wird  die  Snmme  der  beiden  Fictoren  einen  cön- 
atanten  Ertrag  (S  =  9a  gewähren,  und  demnech  die 
Formel   I),  §.  4,  su  befolgen  aeyn. 

Wenn  wir  H  zr  a-|-x  und  K  rr  a  — x  aetzen, 
90  haben  wir 

dZ  (— dx)  r:  i.dH,  also  %  ZZ  x 

und   dZ  (Zidx)  n  —  i.dK,  also  f  —  —  1; 

folglich 

f     dx     _  —  1 .  r08  Ca— x)  + 1 ,  rpfl  (a-f  x)  _  \_  ^n^x  ^  ^ 
aa — XX  fl  a  sa     ^'a-x 

Wenn  wir  H  ir  a  —  x  und  K  n  a  -|-  x  setzen, 
80  haben  wirliSzifia  wie  vorhin»  aber  nunmehr 
^  rr  —  1  und  f  zz  +  1 , 

-dx  lr-8-4-X,^  .  -. 

also    r zr  --  109 — • 1-  C;  wie  vorhin«. 

aa  —  XX       s«        a  —  x    * 


e       ^Z_        dx  ;  dx 

§.  10.    Sey  -rj.  zz 


N         aa-^xx      (x-)-1" — aa)  (x — Taa) 

BO  wird  die  Differenz  der  beiden  Factoren  einen 
Constanten  Ertrag  g<;währen,  daher  wir  die  Formel  II) 
zu  befolgen«»  haben. 

1)  Wenn  wir  H  zz  x-j-t*— aa  und  K  zz  x — f — aa  setzen : 

so  ist  (S  zz  H  —  K  zz  +2r— aa. 

9)  Wenn  wir  Hzix— T— aaundKzix-|-|* — aa  setzen: 

ao  ist  (g  zz  H  — K  zz  — ar— aa. 

Da  übrigens  in  beiden  Fällen 
dZ(zzdx)  zz  i.  dH  zz  i.dK,  also  ^  ZZ  f  ZZ  1   ist: 
so  haben  wir 
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O  f      ^x       _  tOfl  (X— r-^aa)  —  Iog(x+r-fa) 
*^    aa  -}-  XX  "^  4"  ^  T — ** 

j.     a»       _  roo  (x+r— aa)  —  fog  Cx~r-aa) 
a«-|-xx  — af— aa 

—  — ar— aa  *^**x— r— aa  ^ 

Hier  habe  ich  einerlei  Constante  C  angesetzt»  weil 
ja  der  veränderliche  Tbeil  des  Integrales  in  beiden 

X  X 

Ausdrücken  einerlei  istj  wegen  —  (oi^  l=  -]*  log^» 

§♦  11.    Sey 
dZ    ^        dx  dx 


so 


N  ^  Ä+bxx  ~  (xrb+r— a)(xrb— r— a)  • 

hat  n^an 

*^  ^rf^  =  +ar-a* ^""'xrb-fr-a  +  ^- 

s)  f— TT — = 35 — .log  Lu    1^ HC;  Wie* 

-^     a+bxx       —  er — a     rxrb— r— a  *      ' 

deram  beides  völlig  einerlei«  Und  in  Hinsicht  der 
Richtigkeit  rnnfs  es  nns  kein  Bedenken  machen»  dafs 
wir  im  vorigen  Kapitel,  §.  3  No.  5,  den  dortigen  con- 

stanten  Factor   ■  . .  9    den    hiesigen   dagegen, 

haben.     Beide  sind  ja  nur  um  den  Total. 


«r— a 

fact6r  x=r   verschieden;    und   über   die   Total- 

factoren  vermag  der  vorgegebne  Differential-Ausdruck 
nichts  zu  bestimmen. 

Wiederum    nur    um    einen  Totalfactor   ist.  der 
von     Hm«    Meier    Hirsch    gebrauchte    Ausdruck 
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des  f   ^^  .    ■  vertch^eden ,  den  wir  schon  im  vori* 

ft     r    DXX 

gen  Kapitel  §«  8*  gerechtfertigt  haben» 

$•  10*  Ans  dem  Beweise  der  bisher  benutzten 
ersten  Specialregel  erhellet»  dafs  dieTactoren  H  und 
K  nicht  gerarde  einfache  oder  rationale  zu  seyn  brau- 
eben,  sondern  vermittelst . dieser  Regel  das  Integral 
gewähren»  wenn  nur  entweder  ihre  Samme  oder  ih- 
re Differenz  einen  konstanten  Ertrag  gewährt,  und 
dZ  rz  ^«H  und  =  f^K  mit  constanten  Factoren  ^ 
und  (  sich  ergibt;  welches  nun  zu  noch  andera 
Specialregeln  Veranlassung  gibt. 


'  Specialregel   2» 

§,  13«    n  mag  eeyn«   welche  bejahte  oder  ver* 
meinte,   ganze  oder  gebrochen^  Zahl  es  will:    so  ist 

f  N"  =  'iEMl+ bl?5;  .g^^ß^ben,  auch  =  i^^^;r^^—y 

also  H  z:z  bx»  und  K  ~  a-fbx»  gesetzt,  die  Diffe« 
renz  dieser  Factoren,  H  —  K  r=  — ^a,   ein  constan*. 
ter/£rtrag;    und    da    nun    auch    dZzzi^dH    und 
dZ  =::  1.  dK  ist,  so  hat  man  ^  n  i  und  (  n:  i«  al- 
so nach  Formel  II)  $.  4 

x"(a  +  bxn) 

—  i.t09(a  +  bx«)—iJ09bx"_       t  ^     a-fbx» 


Da  nun 


X«  (a  +  bx«),  —         X»  (a-f-bx»)  —  "    x  (a  +  bx")  "' ' 
so  mufs  jede» 


/ 
^ 
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^(a-fbxn)  =  -  ra  ^"«-bl^r-  +C  "y»».  «mag 
•  eyn,  was  es  will  *). 

Speeialregel    3# 

§.  14.    Sey  ^  —  f^^^    gegeben,  so  ist 

N  =:(rA+r-X).(rA-r-X),  welche  beide  Factorcn 
wir  —  H    •   K  schreiben  wollen« 

Da  nun  dZ  =  d|*— X  gegeben  ist:  so  haben 
wir  dZ  ZZ  i.dH,  und  dZ  rz —  i.dK,  also  ^Zl  x  und 
f  —  -  1  ♦  Und  da  wir  fetner  einen  constanten  Er- 
trag (g  —  H  +  K  n  a|*Ä,  durch  diese  Summe  der 
beiden  Factoren  erhalten:  so  wissen  wir^nach  For- 
nief  I),  §«  4,,  suYÖrderst, 

, .  rdr-x  _  -(09 (r A + r-x)  +*fe(i (r A-r-x) 

—  arA  *^rA-i-r— X  "*"  ^ 

seyn   mufs»     Nun  brauchen    wir  nur  zu   bedenken» 
dafs  d  f  —  X  ZZ  —  -:p^  ist :    so  haben  wir  sogleich 


*j)   Z,  B*  für  n  =  1  9     hat  man 

f-T — rr-x  = (N— f- h  ^^flC) ;   alte. 

x(a-[-hx)  a       '     bx        *       ^    ^ 

dings  auch  —  —  —  (lOJ—  "T  Wfl  «-y»     wenn 

&  X 

--  c 

man  A  .««  r-  geut;    und  demnach  anch 

1    ,     a  +  bx 

—  —  —  109  '  '  '  K,    wie  «es  in    des  Hrn.  Mei.er 

a  X 

Hir$ch  Integralufeln  S.  40  aufgeführt  ist.    Der  dorti- 
ge Beweis  scheint  anriehtig  gedruckt  sa  seyn. 


» 
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X  ;i  f    r        ^X  _  1      ,      ITA— r— X    .     ^ 

folglich,  da  rp:j|^^  =  ^  i.r^x^  *"' 

fl)  auch  r — 5  =  -1.  \n  ^— ^^  4-  C. 

Wegen  X.  $.  7.   aber  wollen  -wir  ans  1}  lieber 

^N  r     ^x   .  _  t  -   rA+r— X  .  «  - , 

®>   ^(A+X)7-X  =  fÄ  ^"«fÄ^f^X  +  ^  *^'8*"' 
und  diietes  aU  die  allgemeine  Formel  gebrauchen. 

$•  15*  ^^  X  hierin  jede  beliebige,  algebraische 
und  transcendente  Function  des  x  bedeuten  kann:;  so 
sind  hiemit  wiederum  eine  Menge  sowol  rationaler 
als  irrationaler  Integrale  gefunden.  In  Rücksicht  auf 
das  Integrand  f  (a-|-bx")x"^  dx,  welches  uns  baupt- 
sächlich  vorkommen  wird,  lafst  uns  X  ZZ  bx",  und 

n 

A  rr  a  setzen,    so    haben   wir    fX  zz  xirb     und 

.  dX  r:  n  bx«-»  dx , 

,      -      nbx«->dx      _    1     f^^ra+r-bx«    -  ,  ,.  , 

(a-f-bx'Oxflirb'' 
■         ^  dx  _      i      ,     ra+r-bx» 

*'''''    rTTTT^  ~  ^fS  '^«  ra-r-bx- 

(a-t-bxn)x  ft 

$e  16«  Wenn  wir  daher  %.  B.  nach  einander 
iili:i,n~»fnn3,zr4  actzen:  so  haben  wir 

*•'  \a-f  bx)rx  ""  r«b  "^^ra—r-bx  ^  ^ 

^  ,a-f  bx» i_  ,,,  ra+r~bx« 

.  ^dx.rx  __    1    f..ra+r-bx» 

3)  ^ä+bP  -  gfib  •"«  ra~r-bx9  +  ^  _ 


des  togaiiihmfschen  Integrirens^  207 

*>  ^rFbx?  =  4fSb  ^"»fS^f^bx-^  +  C  u.  ..  w. 

Q.  17«  Et  ist  einleuchtend,  dab  X  und  3B  zwei 
beliebige  Functionen  des  x  bedeutend» 

.  ,      pdX -,X4-3B  ^X        j.     1      /^XdX    ,     ,_-. 

jede,  r^  =  fifl-lf  =  ff+xC^r-  +  ^^' 

dX 

folglich  jedes  eolches  f -^ n (O0 (X4-3E)  seyn  mub, 
dessen  -:=r-  n  d3B»  also  3Ed3B  =  XdX 

X 

also  fajdae  =  rxdX;,  also  3B*  =X^  +C.  folglich 
£  =  rCX^'-l-C)  2SL    Wenn  wir  nun  aufstellen,  als 

Speeialregel  4f 

dafs.  jedes  f—^^  =:  rD8(X  +  r(C  +  X»))   ist: 

so  können  wir  aus  dieser  Form  sehr  gut  beurtbei- 
len ,  welche  von  den  uns  wissenswürdigen  Inte- 
granden  f(a-}-bxn)P3t'^dx  durch  diese  Regel  können 
abgereicht  werden. 

g.  Iß.    Setzen  wir  C  rr  a  und  X*  tz  bx",   also. 
X  =  xTrb.  so  ist  dX  =  -  xTTb, 

•^«'  f  f^rfe  -  ^  toö(xTrb  +  r(a  +  bx-). 

Wenn  wir  hierin,  auf  ganze  bejahte  n  uns  ein* 
schränken,  und  nach  einander  n  ~  i,  nz:fi,  n~3 
und  n  :^  4  setzen  t  io  haben  wir 

>•  Vca+Ln-x  =  fb  I08(rbrx+r(a+bx) 

"•  V(a  +  bx'')  =f  b  t08(xrb  +  r(a+bx')  +  K 

1      *  xrb  +  r(a+bx«)       ^ 
=  fb  ^P8  ra  *  ^*"° 

das^  Integral  mit  x  verschwinden  soIL. 


I 
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3-  ^ro^+bx»)  =  gfb^«^cxrxrb+r(.+bx») 

4-  S-(a+'bx4)  =  Sfb  to8(xxrb  +  r(a+bx4) 

U.   6«   W# 

$.19.    Unter  diesen  Gleichungen  ist  die  2te  für 
uns  die  merkwürdigste.    In  Beziehang  auf  diese  das 

obige   X  r:  X  -|-  ^  gesetzt  f  gibt  dX  rr  dx  und      ^ 

ß  ß» 

X*  rr  X*  +  —  X  +  7-—.    Wenn  wir  nun  das  obige 

y  4ry 

C  rr  —  —  ^-^  setzen,  so  erbalten  wir 

Y       4y> 

ß  ^ 

C  +.  X*  rr  X*  +  —  X  -j ;  nach  der  obigen  Re- 
gel also 

r(x»+^  X  +  -)  ^  y    V 

§.  so»    Soll   dieses  Integral  mit  x  verschwinden, 

ßA^2  T'v  T"« 
80  mufs  foa  K  rr  —  log     ^  seyn  i 

Bei  unserer  Herleitaog  desselben  erbellet,  dafs  es 
eben  so  auch  aas  ' 

.., r         dx  _    »     ,.,  Cx  rb  -f  r(a+bx») 

°''^ß"'"  V(a  +  bx»)-fb   ^^3 f^i 

sich  ergeben  mülstei  wenn  man  dessen  b  ZZ  i,  und 
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al«o  X*  4-  —  X  +  ^    sutt  X«  tetet 
V  47Y  , 

$«  fit.'  DaFs  zwischen  diesen  beiden  Formeln  , 
solch  eine  leicht  su  bestimmende  Abhingigkeit  wer* 
de  Statt  finden  müssen»  war  im  Voraus  eu  vermn* 
then  9  da  ja  in  beiden  die  Stammgröfse  ein  qnadrati» 
sches  Aggregat,  die  eine  ein  reines»  die  andere  ein 
unreines  ausmacht»  und  es  uns  ans  den  Lebren  der 
Algebra  sehr  bekannt  ist»  data  aowol  alle  eigenthüm* 
liehen,  ab  alle  gemeinachaftlichen  Eigenschaften  sol* 
^her  Aggregate»  In  verschiedenen  und  von  einander 
abhängigen  Gröfsen  ihrer  constanteri  Coefficienten 
bestehen«  Das  deutliche  Bewtilatseyn  dieser  Afahän* 
gigkeit  wird  uns  schon  hier  in  ^  s6.»  besondert 
aber  auch  spiterhin»  wo  wir  die  trigonometrischen 
Ausdrücke  der  Integranden  sn  finden  haben «  vielen 
sonst  dabei  gewöhnlidien»  miihaamen  Calcut  erspa* 
ren  helfen» 

jf«  9d«  Wenn  wir  in  dem  allgemeinen,  mit  x~o 
sich  vernullenden  Integrale 

dx  _    1    .    övx-4*Ö-l-örv.rfÄ4-flx+vx*j 


den  Coefficienten  y  rr  o  setsen  wollen:  so  würden 
wir  es  rr  (Og^  rr:  (o§  t  ZZ  o    erhalten»     und    diese 

Unbestimmtheit  zu  heben»   weit  mehr  Mühe  haben» 
als  wenn  wir  unmittelbar  schliefaen»  ^ 

•eyn  mof«; 

14 
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e 


und  r=  ^  (r(«+/Sx)— f«)^  wenn  es  mit  x  n  o 
Terschwinden  soll* 

S«  &3.  Eben  das  allgemeine  Integral  auf  ß  "TZ  o 
eingeschränkt « 

ilso  auch  =  :|^lDfl^^'^+,P+^^'^  wie  in  fi.4. 

No.  fi. 

§.  94.  £ben  das  allgemeine  Integral  aaf  «  rr  o 
eingeschränkt « 

«'''*V(/8x+vx-)-f;^'"' w : 

§.  25«  Aus  jedem  der  bisher  gefundenen  Inte- 
grale müssen  sich  nun»  vermittelst  der  uns  bekannt 
gewordenen  Reductionsgleichungen,  viel  andere  In* 
tegrale  &nden  lassen ,  von  denen  ich  nur  das  für  uns 
-wichtige  fT(a+'>x^)  ^^  atifFübren  will. 

5,  s6»   Da  r  (a+ bx«)P  x«°  dx  (nach  C.  VII.  §♦!  3-1  V.l.) 

(a+bx")Px»+*    ,         npa         ^.    .  ,      .  ,      . 

=  ^  ~  .        , T^ — —  f(a4-bx«)P-«  X»  dx    ist  : 

np-f-m-j-i       '   np-{-m4-i  . 

so  mufs  f(a4-bx*)^x^  dx 

«• 

0'*4-bx^)^x   ,    a  p,    ,  ,    2.-|  , 

—  ^     '     — i r(a+bx')   *  dx, 

das  ist,  fr(a  +  bx^)dx 

z:^r(a+bx»)  +  ir^=^J^    »eyn. 

Folglich,  nach  (J,  so»,  dieses  a  in  —  —  9   und 

y       4yy 
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ß  ß     -       ßS 

b  —  1 1  auch  X  4-  —  atatt  x,  also  »•  +  "  ^  +  i-^ 

statt  x^  geschrieben«  sogleich  aacb 

'fr(«  +  /8x  +  YX*)dx 

0.  87.     Speeialregel    5« 

W  e  n  n  f  ^  =  i  [lOfl  (A+X)  -  log  Ca+3E)] 

%eyn  soll«   wo  Zund  N^e^gebne»  X  und  £  ge- 
suchte Functionen  des  x  sind:    so  mufs 

dZ  dX  d3B  •        1        •       *'       ..-fc 

stanter  Gröfsen»  at  A  und  91  aeyn  können:   ' 

§,  ä8.      Beispiel. 

Sey  f-5T-  n  fy    ,■    w    .  r  .  gegeben,  und 
•^       N  (c+x)(a-j-bx)  °  ° 

werde  Versuchsweise   A  +  X  ~  c  -f-  x ,  und 
II  -)•  3E  :=:  a  -f-  bx  %  gesetzt :    so  ist  der  Versuch  ge» 
rechtfertigt,   wenn    durch    ein  constantes  a   die  Glei- 
chung    0  dx  ~  (a-j-bx)  dx  —  (c-f-x)  bx'  dx     gelei- 
stet werden  kanq.    Da  nun  dieses  durch  a  m  a  —  bc 

« 

geschieht:  eo  ist  es  gewiCst  ^ 

seyn  mufs«  .  •  i 

Bei  c  =  o  ajiso  f-- — ^rr~  rr  ^  fOfl-  ,^.    > 

xCa-f-bx)        a      ''a-^bx 

Zusatz  zur  obigen  Regel. 

%•  ü^.     Wenn    von.  den    beiden    veränd]er1ichen 
Factoren  des  N  auch  nur  ein  binomischer  qvm^ßLtiß^h 

14  * 


,    • 
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irrational  iit:  so  mar«  wenigatena  eine  Ton  den  ge- 

anchten  Fanctionen   X  und  3ß    ebenfallt   qnadrati«ch 

irrational  seyn.  Werde  nun  die  aweite  ala  ein  n'  1*36 

d3E 
angetetst:  so  hat  man  djTS  =  ^-x^ ,    also 

fi  I   flu 

«  N-  -  — •cA+x>(a+r3B)r3e   "'  "  «'^"8«"- 

Beispiel 

ao  erhellet  bald »  dafa  die  Oleichang  für  a  ^    nur 

bei  gegebnem  c  rr  o  und  n  rr  s*  darch  conatan* 
te  a»  A  nnd  S  kann  geleistet  werden« 

Bei  gegebnem  f  ^  =  f  — ^— _  aber  X  =  x 

und  3ß  :n  a«4-bx^  gesetst^  hat  man  die  Frageglei- 
chung 

erdx      ±  a(gfvr3e+a6)dx  —  (A  +  x)gbxdx 

rfcTf  bx^)  —       2(A  +  x)(a  +  r3B)r(a  +  bx*)        • 

also  A  IT  o  angenommen» 

—  M-rae+a+bx^— bx^ 
^  ~         a  +  ras 

also  aSl  +  araS  rr  öraB  +  a;  woraus  erhellet«  dafs 
A  :^  Sit  und  aSI  !=:  a,  also  a  ^  t*a>  und  Slr^z^a  zu 
nehmen  ist*    Ist  also  hiermit  gewifs»  dafs 

^     dx  j^  -         X 

X  r (a  +  bx*)  —  ra  *^*  Ha+bx^-f  Ta     '^'^ 
mufs;  welches  nun  auch  den  einfachsten  unter  allen 
Ausdrücken  dieses  Integrales  ausmacht» 

S»  3^*    Allerdings  kann  daraus  gefolgert  werden, 
dafa  ea 
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1      .  X» 


""*=••  =  Sfa  '"« b(r(a"+bx»)+ra)»  '  *''° 

'°^^  =  5fafrgf[a+bx')^  -  ^'i^}  >    ^*^- 

blofs  in  der  Integralsconstante  von  dem  Ausdrucice 
verschieden  ist»  dessen  «ich  Hr.  Meier  Hirsch  ia 
•einen  Tafeln  bedient* 

§•  33*  Wünschen  wir  nns  der  Constante  —  logb 
entkdigt  an  sehen »  so  können  wir  schlieben,  dafs 
für  b  ~  1   sich 

^>r(a+x')  =  aTS  ^ogna+x'j+ra  -  *»  •'«*"*• 

Und  hierin  ^  «tttt  a  gesetzt,  «ich 

bei  Hrn.  Hirsch« 

Zweiter  Zusatz  zur  obigen  RegeL 
§.  33.  Ans  dem  Anfange  des  $•  30  ist  es  schon  ge- 
wifs  genug»  dafs  z.  B*  für  das  Integrand  ^ ""^rTaTEx) 

die  Fragegleichnng  in  §»  99«  nicht  branchbar  seyn 
würde,  folglich  zwei  quadratisch  irrationale  Fnnctio* 
nen  A  -)-  TX  und  Sl  4-  t*3B  gesucht  werden  müssen« 

Soll  nun  f^=  J(rO0(A+rX)-rO0(«+r3E)) 
sejn,  so  mufs 
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fldz_  jrx  _  f^r^ 

1      «adZ_  dX d3e  - 

■*'*    N  —  (A+rx)rx     (a-hr3E)r3B  * 

.,,„  » 0  dz  _  (ar3e+35)  dx — (Arx+x)  das 
■«o  — [j-  —  .  (Ä+rx)  (3i+r3E)  rx .  rs     ' 

0.  34.  Können  vielleicht  die  beiden  gesncbten 
X"S,  nnd  t*X  einander  gleich  seyn ,  welches  man  vor 
allem  andern  za  versnchen  bat:   ao  mufs 

SA  dz  (9  — A).dX 


N  -(A+rx)(a+rx),7-x 


seyn. 


Sey  nun  das  Obige  i^  = —1-^     gegeben, 

tand    irXr:r(A  +  bx)    geseut:    60    ist    die    Frage- 
gleichung 

la  ±  (a-A),b 

X  -  (A+rx)(a+rx)'  "'"^ 

fla(A9!  4-(A  +  a)rX  +  a  +  bx)  =  (»  — A)bx; 

mufs  also  Ä  -f-  8f  ~  o ,  also  An:  — .8  (oder  am  —  A) 
genommen    werden«     Das    ^rste   gewählt ,    bat    man 

a-Anaa, 

also   — flaftSI  -f-ööa  +  satxrrßabx. 

Wegen  der  veränderlichen  Glieder  erfordert  die 
Gleichung,  dafs  81  I=  a  sey,  wegen  der  übrigen  con« 
stanten  also  831  =r  a,  also  91  =  T*a ,  und  daher 
auch  a  ZZ  t*ai  und- so  ist  biemit  gewifs, 

,  -    -        dx        '        i    ,     ir(8-f  bx)— ra  -. 

dx 
§.  35.    Will  man  i- rr^rr— nrr;    vermittelst 

(x  — c)|  (a-|-bx^) 

der  Form  in  §9  33.  zu  finden  suchen,  so  fsrgibt  sieb. 


\  , 

I 
i 
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dafs    sie    4aza    nicht    hinreichend  ist^    sondern   die 
Form 

^^-\ io3(A+Fx+Grx)-ro(i(a+r3e)  mit 

constanten    Factoren    F  and  G    vorauszusetzen,  sey^ 
wodurch  man 

(x-c)r(a+bx^) 

•     1         j     fl(a~bcc>- bcc -f  abcx^8ir(a~bcc)r'(a+bx*) 

~  r(a-bcc)  ^^  X  —  c 

findet,   und  woraus  sich  dann  durch  die  Substitution 

"  _   «  ßß         l     ^  A  ^  ß        f^ 

nen    a  ~ ^-^^  ;  b  ZI  i ,  und  x  ~  r  —  -^    (§» 

V      4yv  ^y 

19.)  aach 
c^     ^f 


=  2-  rog ««4-gg-ar>-r(«+^y4-YX»)  ^^ 

IT»  f 

geben  würde.  Indessen  werden  wir  zu  den  uns  be* 
dürftigen  Integralen  dieser  Art,  mit  den  drei  ersten 
obigen  Formen  ausreichen;  daher  ich  mir  auch  nicht 
erlaube  9  diese  Formen  -  Benuunng  noch  allgemeiner 
zu  behandeln« 

jinmerkung. 

§.  36.    In  dem  letzten  Integrale  ß  zz  o   gesetzt, 
auch  a,  b»  X  statt  a^  ß^  p  geschrieben,  gibt 

r         dx    .        1     -     aa — g|*a>  f  (a-j-bxx) 

'^xrCa  +  bxx)  ~  fa   ^^  x 

=  f;  {"«'"•"""'''""'  + "«•'•■}' 

im  veränderlichen  Theile  also 

-  »  .,.r«-r(»-Hbxx) 

-  fi  '"« 5 ' 
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$•  30.  gefunden  ~  haben.     Die  UebereinstimmQng 
«er  beiden  Aufdrücke  ut  in  X,  §•  6»  ecbon  erwieeen. 


Zwölftes   Capileh 

Aufstellung  einiger  ah  Logarithmen  oder  KrM- 
bogen  gefundenen  f (a + bx^*)^  x"  dx# 

§•  1«  Aus  den  acht  Differentialen  der  acht  tri- 
gonometrifchen  geraden  Bülfslinien,  Sinus  und  Cosi- 
nus, Tangente  und  Cotangente,  n.  s.  w»f  jede  als 
Function  des  ihr  sugebSrigen  kleinsten  mit  ihr  ver« 
Snderlichen  Kreisbogens  betrachtet,  wie  sie  in  Diff.R. 
Cap.  XI.  Seite  157,  aufgeführt  waren,  wurde  in 
Integr.R.  Cap.  VIIL  geschlossen,  dafs  man  das  Inte« 
grand  t{\'\'i.f^yf  f^  df  für  4  Fälle  desselben,  iiSha- 
Uch 

^  -^    X  '\-  ff  cotang  f 

«)  ±  tz^ — ?  ZI  «rc      / 

^  ,   ^    dr  sec  r 

S)  ±  f -ssr — ;  =  arc       ^ 
jrCfJf-i)  cosec  j: 

4)  ±  ^z^ — ;  r:  arc      .       v. 

ir(ajC-W)  cosm  vers  j: 

als  einen  Kreisbogen  vermittelst  der  trigonometri» 
sehen  Tafeln  so  gut  als  schon  berechnet  hinreichend 
genau  vorfinden  kann,  jede  dieser  Linien  p  die  Län- 

.     .        Tangente         ,       \    .        Sinus 
ge  1)  einer  CotMgente  ^^^»  ^)  «^"^^  Cosinus^ ••^- 


'•  '       A 
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bedentend,  welche .  nach  einer  lineSren  Einheit  ge« 
messen  i^rird,  die  den  Halbmesser  des  Kreises  aus- 
macht,  in  welchem  sie  als  Tangente,  oder  Cotangepp 
te  u«  ••  w.  angelegt  Ist. 

§•  s.  Nachdem  ans  diesen  4  Fallen  •  in  welchen 
die  Coefficienten  a  und  b  in  der  binomischen  Stamme 
gröfse  des  obigen  Integranden  auf  a  13  1  nnd  b  z=  1 
eingeschränkt  waren,  au6h  die  4  allgemeineren  Fälle 
für  jedes  a  und  b,  ebenfalls  als  Kreisbogen  integrir- 
bar  dargestellt  waren,  wie  man  sie  Seite  144,  146 
nnd  143  aufgeführt  findet:  so  v^aren  eben  dadurch 
diese  4  Fälle  weit  allgemeiner  anstellig  abgereicht  *). 

§.  3.  Neben  diesen  4  Fällen  des  f(a-|-bx«)i^x"d)c 
als  Kreisbogen  gefunden ,  gibt  es  nun  4  ähnliche  Fäl« 


*3  Da  dio  grsphischa  Dststelloiig  dieser  Ableitnagen  In 
Till«  (,  13,  aus  Versehen  dort  nngedrnckc  geblieben 
ist,  so  xnag  sie  zum  Besten  einiger  Anfflnger  noch 
bier  mitgetheilt  werden* 

In  Fig.  22.   sey  bB  =;  ;;  ss  sin  tre  tl,    nnd    der 
Xreiihalbinesser  C  A  :=:  1 ;  so  hst  man 

dp 
^IFF^ZITr)  ^  •"  sin  bb  =  arc  ab.   C^ie  Integralcon« 

atante  s:  o  gefordert,  damit  das  Integral  arc  sin  jT  =s  ab 
sngleich  mit  des  yerlnderlichen  Sinus  je  ss  bb  Anfangs- 
grSnze  )r  1=  o»  seinen  Anfang  nehme.     F^r  den  einze- 

len  Werthfall  ]ß  =  4-*  1  =  o^  75  wfirde  sich  also  die- 
ses Integral  ss=  o,  8479  ...•  ergeben*  £VIII.  J,  50^ 

Sey  dagegen  DB  ae  x  =  sin  aro  AB  far  den  Halb* 

messer  CA  =  it^r*  •    >o  hat  man 
CB:Gb=:DB:bb 

als  t*g"#    t    =s    X    t    % 

also  t  s=xr~    und,   dp  s=  dxt*-  |    und  so   mnfs 
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le  dieses  Integranden,  welche  bloCs  durch  die  ^  ih* 
rer  a^  and  b  von  jenen  verschieden ,  und  eben  defs- 
lialh  als  mögliche  Logarithmen  darstellig  sind,  wo  je- 
ne« dieser  Zeichen  wegen«  nur  unmögliche  Kreisbo- 
gen fordern  würden.  Diese  logarithmischen  Integra- 
le findet  man  auf  Seite  145,    147  und  14g  vorläufig 


are 


,      dy  b  dx 


—  rb  f  |-(a— bxx) 
«  I  i.  .  dx «rcst         1    - Sp 

^^^^^'*'.  V(a-bxx)  -Tb"  =  fb  ^rU^W) 

X  ,  1  .  b 

r!:x^«rctiii)t=T=r  trc  iinx  I*--  saju» 

Eben   so    hat  man  sich   in   Fig.  23*   •benfallf  den 

Halbznetter  CA  —  ig-   za  denken,    um  sack  aus  den 

obigen  1}  und  5^  die  Integrale 

g, dx 1  b 

xTCrSL  +  bx^)  —  ri  "®  **®  *  ^a     •"•^^*'*^«^   ß«^®^' 

gert  sa  sehen« 

de 
Für  die  Integrale  4)  ^Tr^TZw)  =  *'*  ""  ^"f*  > 

''"^  V(axlbxx)  =  fb  •"  '^^  ^*"  T  "^  *^"  ^^ 
man  eich,  um  das  letzte  aus  dem  ersten  durch 
CD  =  X  =:  sin  vers  aro  AB  bedeutend »  anschaulich  ge- 
folgert zu  sehen»  den  Halbmesser  CA  =^  rg«  Z  su  for* 

dem.    Denn 

da  nun  CB  :  C(  ==  DA  :  ^a 


als  rr  :    1    =    x 


ab  2h 

tin$  pss  '^  X9  folglich  dpzs  —dx  gibt :  so  habsa  wir 
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mit  aufgeführt,  obgleich  sie  erst  in  den  folgencien 
IXten,  Xten  und  Xlten  Kapiteln  nach  und  nach  za 
erweisen  waren.  In  diesen  Kapiteln  aber  sind 
noch  weit  mehre  Fälle  de«  f  (a  +  bx")P  x™  dx  logarith« 
misch  integrabel  gefunden  worden;  und  für  einige 
derselben  war  es  schicklich,  auch  ihnen  ähnliche,  als 
Kreisbogen  iniegrirt  aufzuführen.  In  dtta  folgenden 
Verzeichnisse  wird  tnan  nun  alle  hieher  gehörigen 
Integrale  aufgeführt  und  nachgewiesen  finden  i^  wel« 
che  von  Hrn.  Meier  Hirsch  in  denen.  IntegraUa-  . 
fein  9  deren  wir  bedürfen  möchten ,  als  bekannt  vor- 
ausgesetzt  werden« 

0  fjq^  =  i  IOfl(a  +  bx)  CCap/IX.  $.58.  N0.5.) 


dx  1  ^     a-}"bx 1^ 


X 


/    x(a-j-bx)  a      ^     a  a     "a^-^bx    ^     '^ 

^^  '^I+liT^  ~  rVb  «'«^^"«^^a    tScite  144.) 

7.  8) 
5^  f  jnrs?  =  il  109(a  +  bx»)  '(Cap.  X.  $.  3.  N0.6.) 


arc  a  6  =s  iT^rrrr—rx  rr  T — .  ^ 


r(2|;— W)  —     a  * W  12!^x  —  t^ 


r^i£.^_4^«) 


_  die 

_  f  rb  |-(ax— XX)  • 

"^  X^  trc  sin  vers  x  =r  r=r  arc  »in  ▼«•  —  x« 
—  7b  i  b  a 
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$,  36.  und  XT.  $•  1  fi  u.  i4.> 

Dietea  vieliinifaMeiide  Integral  wird  einfge  von 
denen  switchen  Seite  t6  und  Seite  61  in  den  Inte- 
graltafeln vorausgesetzten  Integralen  gewähren»  An- 
dere derselben  wird  man  im  Xlllten  oder  XIVten  Ka- 
pitel erörtert  finden« 

f         dx  ,  fl  i^cx-f-b 

'^    a-l-bx-t-cx*  ~  r(4ac— bb)  "*^  ^'^*r(4ac— bb) 

(Beweis  folgt  in  §.  5.) 

rt   •  ,  - L_  fo   «cx+b-r(bb-4ac) 

°''  ""  ^(06—480  •'^*SCX+b  +  r(bb-4ac) 

(Cap.  XI.  5.20.) 

9)  ff^rFb^Q  =  J*  Tr(a+bx)±r«  (Cap.IX.  $.  «8. 

N0.9.  und  Cap.  XI«  $»sa*) 

•°5  V(a  +  bx)  =  f5  ^»^fl  r(a+bx)+f;  (C.IX.$.34) 

")  ^nbx-a)  =  Ä  ■"  '^^^  ^^  ^^•^*'*  ^'  ^^ 

**>  V(«+bx»>  =  f^  to«[xrb-i.r(»+bxx)]  (Cap. 

XI.  $.4.  N0.&,} 

»3)  ^|-(,Jbx')  =  r^  «Mtlnx  r-.    (Seite  «46.) 

*^*^  ^f^TEF)  ~  f==b  "*  '*"  *  ^"5    (Folgerung 

aus  13.) 

., .     dx      =fi;^''gr(«^bx'>fra  <c.xi,0.3o.) 

**•'    xr(a-fbx»)_    «    r„*na+bx»)-ra  ,p  VI  .  ,^v 
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ß^  r         ^^  _    »    f„,r(ax+bx')H-xrb 

^''''     r(ax  +  bx-)  —  rb     *  r(axrf.bx»)— xrb 

^  _       dx  i  .  «bx 1  a-abx 

"    'r(ax-bx-')      "Tb  •        "Tb  • 

(S.  i4ß.) 

aii€h  =  x=t:  ^'C  iin  T —  (  Beweis  im  folgen- 
i  D  a 

den  §.  9.) 
^.   -         dx  1    -     rficx+b+ö'Tc.fC^+bx+cx^Ti 

ifcj      Im      I  ■     I     I  I   11         I     '"**   hm  10(1    I     — — ü^  ^     ■»  ■■■■nwi      I 

^^"^   r(a+bx^*x«) — rc    **  L       b  4-  Ä  rac  J 

<Cap.XL  $  ao.) 

^  -  dx  __       1  •        flcx  +  b 

19  a)  ixsT— i— r — /■'"   "\  ~     ''    ■'  arc  am 


r(a  +  bx+cxx)  ~  r— c  r(bb  —  4ac) 

.  -.  dx  1  .       b  — flcx 

aoa)  f^/.  .  u ■     ^  =  7=::  «^c  am 


r(a4-  bx— cxx;  ~  rc  r(bb  +  4ac) 

(Der  Beweia  für  19  a  nnd  soa  folgt  in  $.6«) 

^9")  f:Ä — TT — I  "Tax  —  3= —  WC  ain-rrtr — ^ 1 

r(a  +  b3c  4- cx^)        f— c  r(bb--»4ac) 

. .  r  ^^  —    »  •        öcx— .b 

r(a-|-bx  — ex**)       .7  c  T(bb4-4ac) 

(Der  Beweis  für  19  b  und  aob  folgi  in  $.7.) 

(Alle  bisher  behaacleltca  IrigonometriicHeii  Integral« 
sind  als  Kreisbogen  einer  gegebnen  trigonotnetrisclien 
Hülftlinie  zugehörigt  gefunden»  Andere  als  trigonometrische 
Functionen  aufzufindende  Integrale,  Welche  eine  Vek-vielfa* 
chung  der  trigonometrischen  Linien ,  oder  ihrer  Kreisbogen 
voraussetzen»  schienen  mir  rathsameri  ia  dem  folgenden 
Kapitel  zasammen  geatellt  werden» ^ 

/ 

Beweia  für  No^  % 

$•  5*     In  der  Formel  3)  euvörderat  b  zr  t  ge^ 
aetzt » 
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gibt  f— r —  ZI  TT-  arc  UngV]^«     Wird  hierin  ferner 

(M.  8.  Cap«XL  $.  20  ) 

I     /8        ,      _  a          ßß  , 

X  rr  r  H und  a  zz geeeut:  »ohat  man 

dx  rr  df  und  a-fxx  rr  -  +  ^f  +  ff* 

also  auch 

dy  fl fiYg-{")3 

I 

Beweis  für  Nd»  19  und  so* 

JJ.  6«     In    No«    13*^    suvörderst    b  ~  i    gesetzt» 

..     ^      dx         1  .       „-i  1  .      x 

gibt  Fttt — \ 's'^Z^'^  arc  sin  xT — r:  =— arcfin^^r— . 

Hierin  wiederum  x  ~  r  +  —  und  a  rz — 

gesetzt  y  bat  man 

r — 5- — ^ rf:  x= —  arc  sin  uv.oV,     ;     X  •  also 

auch  fxzT — n -v  — x=^  arc  sin  x>^  00        ;  +  K....(A 

also    f         ^'^ 


z:t=-  <  arc  sin         ^  /    --arcsm-  ^C;   — -\ -(B' 

-wenn    das   Integral    B'    mit   y  ZI  o    verschwindend 
eeyn  soll. 
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A  n  m  e,r  k  u  n  g. 
§.  7^  In  den  Integraltafeln  S.  ißS.  steht  lufgefährt 

f  __--^ 1  =:=^  arc  ain  x^^^t^  4-C....  (8t 

und  r^r: — ^-^ — :  rr  — -   arc  ain  rsröä-r— T+C....(S} 

» 

Das  erste  von  uns  durch  (H  bezeichnete  Ihtegr^at 
ht  gerade  die  Gegengröfse  unaera  vorhin  gefandeneo 
(A.  Zuvörderst  könnte  man  vermuthen«  dafs  der 
Verfasser  sein  Integral  auf  dem  gewöhnlichen  Wege 
des  Rationalmachens  gefunden  habe,  .wobei  denn 
leicht  eine  Umwechselung  des  If  sich  einschleichen 
kann.  Dejnn  wenn  wir  auf  unserm  kürzeren  Wege 
die    FormeL  (S(    erhalten    wollen,     so    würden    wir 

X  -~  —  r  4-  —  ,   and  übrigens  wie  vorliia 

a  rz  —  —  -^    ^nsetzei^    müssen  ;     indem    alsdann 

dx  n  —  df ,  und  das  übrige  wje  vorhin  sich  ergibt, 
(Noch  lieber  würden  wir  nach  unserer  allgemei- 
nen Bemerkung^  dafs  jedes  — darcsinXndarccosX 
ist,  hier  zu  schiiefsen  wissen,  dafs  aus  unserm  (A 

auch  —  f ^J ~-L  arccosin    °'y^+^     +  C 

sich  ergeben  mufs.) 

Nächst  jener  Vermuthung  aber  wollen  wir  hier 
auch  bedenken,  dafs  für  mögliche  Sinus  statt 

des  fx=7 — : r  vielmehr  f  r=T-= :    gehört; 

r(a  +  xx)  r(a  — XX)    ^ 

weil  ja  f-TT rZ:x;:-.arcsinxr— =3^  sin^^r^    füif 

r(a— XX)      1*1  a       t  i        Ta 

x 
alle  — ,   nicht  ^  i  •    allemal    mögliche   Sinus    ge* 

w^hrt* 
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Wenn   vnt  nun   bierin  x  rr  r  —  —  •     und 

Ä  rr  — 1-  p-  anteuen,  ao  haben 

—  «     I    iß  1 

gleich  der  obigen  (9  in, den  Integrahafelti. 

Da  nun   diese  Oleicbang  ($B  ant  dem  für  mög« 

dx 

liehe  Sinui  nnmittelbar  anatelligen  ir^, • — r  durch 

r(a — XX) 

die  einfache  Subatitutiod  ilzz%^—    sicH    ergibt : 

•o  war  es  echicUich»  diese  (9  am  liebsten  in  Ge- 
brauch zu  nehmen,  und  daher  auch  ihr  gemSfs, 
statt  unserer  obigen  (A  lieber  die  ebenfalls  richtige  (8 

r(« + Pf  -H  VW)     r— Y         r(«i8 — 4«v) 

aetaen» 

Denn  da  aus  dieser  Gleichung 

.  d):  1  ,        _gY)(— j3 

auch     ■;    ^   A^  ,   '  ^x  ~  X5 —  aifC  sin  -^^    ''^    ^      ■ 

T>+pH-v)frt     r-7         r  (*)8 — 4dv) 

als  richtig  folgt  (weil  der  GegengröCse  eines  Sinus 
auch  die  Gegengröbe  seines  Bogens  sugehört):  so 
haben  wir,  nun  auch  —  y  >^*^^  "hv  gefordert,  dafs 

^  rc+ly-Ytf)  =  rv  "" ""  r(»^+4n)  "^" 

mufs ;  und  sehen  hieraus ,  dafs  diese  Gleichungen  (Q5 
und  (^  in  den  Tafeln  einander  augehörig  sind;  und 
der  Verfasser  auch  hierin  diejenigen  Ausdrücke  ge- 
wählt hat,  welche  für  den  Gebrauch  die  schicklich« 
sten  waren» 
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(Noch  Tielerlei  an^fere  Ausdrücke  dieter  beiden  -Integrati«- 
^anden»  ^reiche  von  verschiedenen  JD^uhematihern  verschie« 
den  aufgeführt  werden ,  müssen  sämmtlich  /ins  den  hier  De» 
handelten,  durch  bekannte  Formeln  der  analytischen' Irigo* 
nometrie  sich  ergeben  können ;  daher  yrir  durch  ansere  hier 
mitgetheiUe  Bemerkung  auch  uns  sichern  kö/nriön , 'iäifrv^ir 
von   jenen   Formeln    nicht    swei  solche  einander  zugehörig 

glauben*  von  denen  die  eine  ein  X  ..  Jt  4-  —  ,    die    andere 

18/      r    r, 

_  ^    ß  .  '     •         • 

•in  X  —  "^  f  '\''Z'  in  dem  binomischen  Integrand  T^faut* 

setzen  mfifste.    Auch  werden  wir  in  solchen  Fällen, "\ro  eine 
Verwechselung   zwischen    -f-  O    und   — •  O  »    wegen 

+  1  «-     1  '■■;''  ' ' 

O  IZ    ,    ^.^  t  und  —  O  ««        ^    in    änfserst  paradoxe 
-i-oo  —00  "^ 

Sätze  führen  kanUf  um  aufs  reine  zu  bringen  wissen,^ 


-•«         4.«   .# 


§.  8»    Beweis  für  No.  iit    . 


» 


In  der  letzten  obigen  Gleichiknga  wie  sie  in  den 
Integraltafeln  steht» 

f^^.    .  / T  zz  —  arc  sin  ^ ."^Z ~    '\ »   'vyfeyde 

jf  rr  z"  gesetzt;    so    hat   man    da;  rz  n&^~*'  d;&   und 
n  n  B*°»    also  diese  Gleichung  nunmehr  als 

-         ndz  1  •      S7Z«— ß 


Um  >  aus    diesem    Integrand    mit    trinomiscber 

Stammgröfse,  auf  diejenigen  mit  binomischer  Stamm- 

gröfse  zu  schliefsen»   dürfen  wir  etwa   a  ~  o   nicht 

setzen,    indem  sich  von  vorne  her  übersehen    läfät» 

dafs  dadurch  die  bestimn^enden  Relationen  wegfaUen 

würden.    Wenn  wir  aber  ^  zz  o  aetzen;  so  haben 

wir 

-ndz  1  .    «YZ«^^   1  •    ^  «^V 

f  x^: s T-  —  rr-  arcsm  ——  ~x=-  arcsm  flz»  f^  , 

r(«za-a'»--yki^}         Yy  Tay       /fy  « 

15 
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WödttTch  nnn  Tiefo  quadratbeb   irralionale  Integran« 
den  sogleich  integrirt  «ind« 

Sa  s«  B.  das  Integrand  No.  ii. 

f    ^;, r  auch  r::  f^..    a -r    isl:    ao    bat 

xT(bx— -a)  T(bx^ — ax^) 

man,  am  s  — an  ~  3  zu  erbaUen,  n  rr zu  neh- 

men»  welches  una 

Um  in  der  Gleichung 
^X^T—^^^ T\  =  T="  arcain  ßz*  f^^  den  Exponen- 

ten  s-*sn  n  1  zu  erbalten»    muFs  man  n  ~  —  aet« 

«en,  welches  uns 

dz  2  -        .-.yz 


ZT  r=-  arc8in2  T-^  # 


,        -     dx  3  ,       ^bx      „ 

also   1  — r — -  —  TT-  arc  im  c  T  —   gibt. 

T^ax — bxx)        I  b  a    ^ 
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Dreizehntes  Chpitet^ 

Integranden  mit  mehrfach  diinensicmirUn  irig<h 

nometrischen  Linicn*^ 

Zum  Beispeil  cfos  nacbber  (t^ortnel  ij)  $.  tu) 
bebandelte  Integrand  fsin^^d^,  ist  der  algebraisch 
integrierbaren  Form  fXPdX  nicht  unterworfen,  kani| 
auch  vermittelst  eines  conatantfsn  Hölfafactora  tbt 
nicht  unterworfen  werden.  Vermittelst  cfinea  ver» 
änderlicben,  cos  9),  würden  wir  dasselbe 


=  f 


1        •  *  1 

sin  9)™  cos  9  dijp  ~  f 


^  -   ^  ,     ^  ^  (sin  <p)«  d  sin  cp 

cos  y        '  '     ^  cos  0  ^      ^^  ^ 

erhalten »   dessen  d  sin  9   nun  allerdings  dasf  Di  ff  4^ 
tential    der  Stammg^rOfs^  ain^   tu^maehl,     E^ 


—  (1  — ainSP*)"* 


auch  ferner —        >•   . 

cosy       (1  — siny»)* 

darch  das  Binomialtbeorem  eine  Reihe  gibt,    w^lchd 

mit  siny  multipHcirt,  in  federn  ihrer  Gliedcrr,  dei 

Form  f  A  (lin  (f)}^  d  sin  ^  mit  constantem  N  ttnä  A  tm« 

terworfen,  also    algebraisch  oder  logarithmisch  filtti« 

grirbar   ist:    so   würde  hiemit  dieses  Ilntegral  aUemal 

allerdings,  aber  allemat  ab  eine  unendliche  Rei^ 

he  gefunden  werden^ 

In  dieser  Hinsicht  würden  wir  besser  schliefsen, 
dafs 
rsin({)«d5p  ~  fein  9»-»  sin^dy  zi  f sin  9«-«  ,d  eos^, 

also  auch  zz  f(i^cos9^)  ^  dcos9  ^^7^  mufs,  da 
dann  diese  binomische  Potenz ,  in  ihre  Reihe  aufge* 
]ös*t,  ebenfalls  laoter  integrierbare  Glieder  nicht  nur 
giebt,   sondern  mih  mit  einar  endlichen  Glieder aahl 

15* 


I 
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abbrechend  seyn  muCs ,  falls  m  ZZ  s  r  -|-  i «  nSm« 
lieh  m  irgend  eine  bejahte  ganze  ungerade  Zahl  iat, 

r 

§.  s.    Das  in  $•  5^  und  femer  behandelte  Inte- 
grand  fsin^^cos^^dj)  würde 

nicht  nur  i)  als  ~  teiny^^^^ cos^^ Acos^ 

ni_— -i 

~f(i.-cos5p^)   2    cos  9^  d  cos  ^^ 
aondern  auch  s)  als  rr  «*  f  sin  9™  06s  9°^*  d  sin  9 

~  «^  f  sin  5P"  (i  -sin  j)*)   a   d sin  5> 

eine  durchaus  integrirbare  Beihe  darstellen;  und  die 
erste  wurde  sich  endlich  gegliedert  ergeben ,  ,wenn 
m  (die  zweite,  wenn  n)  eine  bejahte  ganze  unge- 
rade Zahl  wäret 

§4  3*  Auf  ähnliche  Weise  würden  auch  die  übri- 
gen nachher  folgenden  Integranden  vermittelst  dea 
Binomialiheoreiäes ,  oder  auch  durch  andere  Reihen- 
entwickelung t  integrirbar  gemacht  werden  können« 
Im  allgemeinen  aber  ist  es  rathsamer»  mit  den  neue- 
ren Analysten  die  Methode  des  partiellen  Integrirens 
zu  befolgen,  wodurch  man  in  den  Fällen/  da  das 
Integral  in  endlicher  Gliederzahl  erreichbai  ist ,  sehr 
bequem  auf  ein  rückständiges  einfacheres  Integrand 
gebracht  wird»  welches  man  g.enau  anzugeben  weifs« 
Diese  einfacheren  Integranden  will  ich,  zum  Besten 
der  Anfänger,  in  den  10  ersten  Fomieln  voran- 
schicken* 

Es  ist  1)  fsin^d^)  n  cos  9 

^  P  dy  ^^^sinydy^^-dcosy        ^dcosy 

^    siuy         siny*  ""   i^cosy*         i-coscp* 

•      1  *     i-4-coicp      -«.   ^     V 

aUo  =  -  -  (00  ^X__|.    (X.  §.9.)  , 


\ 
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3)  tcoB^dy>  ZI  —  ein  9 

^  dy    _    C08  y  dy ^  deiny 

^^    coey  cosy*  i-siny-* 

aUo  =  ir09l±^.    (X.  §.9.) 

5)  f  «in  y»  C08  y  dy  ~  f  »in  y™  d  ain  y 

Bin  cp''^*^^ 
also    ~  *-—  (I.  €.  la  und  ff.  ao.) 

^       fliny°*  ^ 

^  ein  y-»-»^  _^ 


also  rr 


-^m  -j- 1  (m-i)  sin  y™—» ' 

(I.   U.  12.) 

7)  f  cos  y»ein  y  dy  rr  —  i .  f  cos  y»  d  cos  y 

V                 co8y«+»     rt   ^       X 
also    ~ r — •    C^*  §»i^0 

8)  f  ' ^ ^^»  ■  =  —  fcoey-ndcoey 

cosy**  ^  ^ 

also  ~  —  — ^ —  ~  5 — r- 


j 


— n-f-Ä        (n-i)co«y'^~** 

9*)  fcosynn^d^  ~  fco8  9dco89 

also    =  ^^  +  C    (I.  §.  18.) 

also    =  —  2iii52!  J-  K    (I.  §.  18.) 

Beide  Integrale  sind  richtig»  und  man  kann  auch 
durch  Bwei  verschiedene  Constanten  C  und  K  erhal* 
teuy  dafs  sie  für  alle  y  einerlei  Grö&e  geben«.  Denn. 

um  ^—S^  +  C  rr  —  *J£jL  -|-  k  zu  erhalten»  ist  ja 


»lu  nötbig  K-C  =  «o'r+""y'  -  1  ^„  haben. 
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E$  mnb  lo)  f  i    f  ^     ^  =  (09  ^^  =  (0fltaiig9 

'     §in9>co09  '  CO69)  ^       ^'^ 

sejn.     Denn    da   «iny*  -)-  cos 9'  rr  1  ist:    so  liat 


man  f-r 


d9 


sin  9  cos  9 


—  r  sin  9^  d9     ,        cos  y*  dy  '  _  ^sfnQd»    jcosedy 
'^     Sm9  CO»  9  "^     sin  9  CO»  9  C019  sin  9 

^        ^dcos9    ,    ,dsinq)  iX.S.4  ^    #     ^    ^ 

=  -  ^  75^9    +  'TST?  =-IO(|eos0+ro(|do<> 

^cos9 


S.  5«    Zwei  Haupisäjze. 


Erstens:    rsin9ncos9nd9  ist 
llf  i)'rz  -i-  sln9»+»cos9»-»+  — r8in9'»-*«cos9"«d9 

ß)  ~  ^4-  — Z-, •  sin  9™^  cos  9B--9 

-^  '     m  +  i   m+3        ^  ^ 

•  .m-fi.m+5.         '  '        ' 

.V  ■  n— i  n— 3     *      • 

3)  —  *    +     5  + . — ^. 8in(^™+5cos(J)«-5 

m+i  ni+3  >**+5 


,     .n  i.n>3.n  5.   ^^.^  ^^^ ^^ 


und  so  weiter» 
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Zweiren«:    X«in9™coi9)<^  d^x  ist  aach 
12,  0  rr '  co8a)»+»«in g)«-«+— 1-  f cos q)»^fin ©««dg) 

n+i   11+3 

+  "-'"-g:  f  co•a^«^<•^n«>•-4ckp 
•    .n+t.n+3.    .  ■  »^  '^       :^^ 

3)=:-    «        -♦    -•'""' •"^^-  ' 'cosy^geiBy^t 

.tn-i.m-3.in-5.  ^^^^  ^.^ 

'    .u+i.n+^.n-tr^.  '  '  ' 

§.  6.    Beweis  für  H,  i)/ 

f  «in  y«  cos 0"  dy  ~  f  cos  9»~'  siti  ip»  coe y  dy 
also  :z  fco« 9*^*"'. sin ^»^  d sin 9  geschrieben,  ' 

VI.  §4. 
ist  ein  =:      rp      •dQ  =  PQ  — fQdP 

,  ^      sinO"^»    -.8inö)"*+*  ^, 

also  ~  coscp«-», f 1 — ^ — .n-i«cos(^»-flacos(^ 

na-j- 1       in-|-  i 

zz  cosO)«-»  sing)»*^  +  -^rsin«»^cosg)«-«  d€^ 

♦ 
Beweis  für    12,  i). 

fein  9»  cos  9"  d9 ,  —  f  «in  9»^-«.  cos  9»  sin  9  dy 
also  iz  f«7-sin9™"'^co«9'^dcos9  ge«chrieben, 

VI.  §.  4. 
ist  ein  =       f      P      ,dQ  =  PQ  —  fQdP 

,  •  cos  ©'»+«    ^co»  0)"+*  .  ^  -   . 

also  ZZ  -  «m  9™-» 2- f f — .  m-i .  sin  9^-«  d  sincp 

~—^«  ein  Q)"^»  cos  g)«+»+ f  cos  *«+«sin  ©'»-•dö), 

n+i       ^  ^  n+i  ^         ^ 

Mit    der  ersten  Oleichnng  in   11)  und  12)  «ind 
auch  die   sten,  3ten,  u«  «•  w*  erwiesen  p  weil  si# 
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dadurch  gefolgert  wurden»  dafs  wir,  auf  das  jedes- 
mal rückständig  gebliebene  Integrand,  die  erste  Glei« 
chung  selbst  wiedeium  angewandt  haben. 

S»  7«  Ist  sie  rmal  angewandt^  so  wird  in 
11«  r)  das  rückständige  Iiitegrand  ein 
Xsin  y«+»  cos  y»"*' dy ,  in  12,  r)  dagegen  das  rück- 
ständige Integrand  ein  fcosy^^*' siny^-^^dy  seyn^ 
Wenn  daher  nnsr-j-i,  nämlich  n  irgend  eine  gän- 
BC  bejahte  ungerade  Zahl  ist:  so  wird  man  durch 
rmaligt  Anwendung  der  11»  i)  auf  das  rückständige 
Integrand  fsiny^+s'cosydy  kommen»  welches  nach 

5)  sich  n  — r—', — ^  ergehen  mufs» 
^  m-{-8r-4-i       ^ 

Oder  wenn  m  n  ftr-f-i  ist:    so  kann  man  sich 
durch  12»  0  >^^  ^^  rückständige  Integrand 
fcos y^'^'sin 9 dy  bringen»  welches  nach 

7)  sich  ~  —      ,  ^   ,        ergeben  mufs« 

n-j-sr+i 

Doch  würden  wir  gerade  für  diese  beiden  Fälle» 
das  genaue  Integral  noch  einfacher»  nach  den  folgen- 
den beiden  Lehrsätzen  finden  können;  und  über- 
haupt wird  es  das  beste  seyn»  die  Fälle,  in  welchen 
wir  das  vielamfassende  fsiny"^  cosy^dy  genau  au 
integriren  wissen»  erst  späterbin  darzustellen»  nach- 
dem wir  noch  mehre  dahin  gehörige  Formeln«  wer- 
den aufgeführt  haben;  wobei  ich  sehr  darauf  achten 
werde»  die  Anfänger  mit  den  gewöhnlichen 
Formelni  bekannt  zu  machen, 

$•8*  ^i^  beiden»  vielleicht  ganz  neuen  Haupt- 
sätze aber  habe  ich  vorausschicken  wollen»  weil  sie 
nicht  nur  in  einigen  Fällen  sehr  bequem  zum  Ziele 
führen»  sondern  auch  die  beiden  folgenden»  sehr  ge* 
Wohnlichen  Lehrsätze  ungemein  leicht  aus  ihnen  ab- 
anleiten sind»  und  gerade  durch  diese  Ableitung  der- 
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selben  wir  von  ihrer  völligen  Allgemeinheit  auf  das 
deutlichste  überzeugt  werden/  Denn  in  den  obigen 
sehr  einfachen  Beweisen  $.  6.  Hegt  es  vor  Augen^ 
dafs  jedes  in  denselben  gebrauchte  Integral  fdQ  der 

algebraischen    Integrirnngsregel   f  Xp  dX  rr  — r—     ge- 

mSfs»  und  jedes  in  denselben  gebrauchte  Differential 
dP  der  algebraischen  Differenziirungsregel 
d^XP  ~  pXP~*dX  gemSfs  au  finden  war.  Da  nun 
diese  beiden  Regeln  für  bejahte  und  verneinte«  so- 
wohl ganze  als  gebrochene,  folglich  auch  irationale 
und  algebraisch  unmögliche  £xponenten  p  gültig 
sind:  so  ist  es  uns  einleuchtend,  dafs  in  den  beiden. 
Hauptsätzen  auch  die  Exponenten,  «nond  n,  den* 
selben  Allgemeinheit  mächtig»  und  in  den  bei-* 
den  nun .  folgenden  Lehrsätzen  ebenfalls  derselben 
mächtig  bleiben  müssen« 

$«  9»    Lehrsatz  I  und  II« 
Iter  Lehrsatz:    fsin^^^cos^^dg)  ist 

13)  ~ cosq)»+»sinCp«-»+  -^fcoaq)"sIng)«*^d$ 

*^^         m+n       ^  ^        m+n      '   ^         ^ 

Ilter  Lehrsatz:    fsin 9™ cos g)^ dg)  ist  äutibL 

14)  rr sin  ©»+»  cos  cp»-*  +  — ^  f  sin  Cp«»  cos  Cp»-«  do) 

^'       m+n       ^  '         m+n         ^         '         ^ 


0 

$•  io.    Beweis  für  L 

Im  Iten  Hauptsatze  m  — s  statt  m,  und  n-{-fl 
statt  n  geschrieben,  gibt  uns  die  Gleichimg 

(m-i )  fsin  5pni^  cos  9»+«  dy  —  sin  y»-^^  cos  9»+» 

4"  C"-*"^)  ^^^'^  9"^  ^ö8  SP'** 
In    ihrer  linken    Seite    cos  9^  zz  i*— sinj)^  ge- 
schrieben« gibt  uns  die  Gleichung 
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(m  -*  1 )  rsin  9«-«  C08  9"  dy  —  (m — i)  fiin  9«  cos  9«  d^ 
—  fliny»— » C089«+»  +  (n+i)  fainy»  cos^^^  dy,  also  auch 

—  (m-f-n)  sin  9«  cos  y**  dy 

zr.  sin  5)"»-»  cos  9"*+*  —  (m-i)  fsin  9»-^ cos  9"  dy 

welche»   dorch  —  (m -}- n)  dividirt,   den  Lehrsau  L 
gibt. 

Beweis  für   IL 

Im  Ilien  Hauptsatze  n  —  ft  statt  n ,  nnd  m  -)-  d 
statt  m  geschrieben,  gibt  uns  die  Gleichung 

(n — 1)  rsin9"+»cos9a-«d9 

—  —  cos  9«—»  sin  9»*+>  4"  (»+*)  f  cos  9"  sin  9»  d9 

In   ihrer    linken   Seite   sin  9'  z:  1  —  cos  9^   ge- 
schrieben« hat  man 

(n-i)  f  cos  9n-«  sin  9«  d9  —  (n-i)  fcos  9«  sin  9»  d9 
—  —  cos  9»-»  sin  9»+«  +  (0*+»)  f  cos  9»  sin  9™  dq> , 
also  auch  die  Gleichung 
(n  -J-  m)  fcos  9»  sin  9«^  d9 

ZZ  cos  (J)*»"-*  sin  9»»+»  -|- Cn-i)  fcos  9«-«  sin  9™  d9 

welche,  durch  -|^(n-^m)  dividirt,   den  Lehrsatz  II, 
gibt, 

$•  11,    Zusätze. 

Da  jeder  von  den  beiden  Exponenten  m  und  n, 
nach  §•  8«  sowohl  bejaht  als  verneint,  folglich  nach 
dem  Gesetze  der  Stetigkeit  auch  =  o  kann  gefordert 
werden:  so  haben  wir,  in  der  Formel  13)  den  Ex- 
ponenten n  n:  o  gesetzt , 
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also  ffiiq^' d^s-coa^ 

1  1      ' 

r        ffliny^dys — coft96in9+- rsin9)^d9 


fiiA  93  d9=-  i  cot9  ilnf)'  4>  -  r  6in  9  d9 

3  3 

a     ,  5  -  -  cosO) 

3 

rt]D9^d9=--C089ein934.^  r8iD9'  d9 

gl       J  •  ^  .  S   t  ^ 
=  f         -7  .-C08(P8in<{)  +  7«— 9 

4  s  4   • 


Woraus  nnn  vor  Aagen  Hegt,  dafa  man  für  {edea 
bejahte  ganze  m  genau  zu  integriren  weifa ;  auch  fui^ 
jedes  ungerade  m  das  Integral  durchaus  algebraisch 
ausgedrückt  werden  Könnte;  weil  ja  das  gegebne 
sin  9  ::=:  X  gesetzt»  allemal  cos 9  ZZ  r'(&— xx)  Btyn 
mufs. 

Für  ein  gerades  m  aber  muCs  das  letzte  Glied 
des  Integrales»  mit  dem  Bogen  9»  allerdings  trans- 
acendent  bleiben. 

In  der  Formel  14)  den  Exponenten  m  n  o  ge- 
setzt, gibt  una 
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16)  (cos 9« dy  z: i  sin  9 cos  g)**-* + --^  f  ifCos  9^*-^  dy 

ako  fcos^'d^m.sin^    ' 

f cos  9*  djprr  -  sin 9 cos  9-|-  -  9 

f  COS  9*  d9  :z:- sin  9  COS  9*  +  -  f  COS  9  dy 

3  3 

—  i  -f-.sin9 

f  COS  9^  d9  r:  j  sin  9  COS  9^  4*  I  •  r  COS  9>  d9 

rr  ^  +?.-8in9cos9 +-*.-•*? 

woraus  nun  scbon  erhellet,  dafs  wir  auch  für  jedes 
ganae  bejahte  n  genau  su  integriren  wissen,  und 
das  Integral  wiederum  abwechselnd  algebraisch  und 
transcendent  in  seinem  letzten  Gliede  sich  ergeben 
Biufs* 

$•  12«  Nach  diesen  Formeln  13)  14)  15)  und  16) 
werden  wir  nun  über  die  genaue  Integrabiiität  eines 
y  ~  fsin9°^cos9»d9,  und  zwar  zuvörderst  unter 
dem  Beding,  dafs  m  und  n  bejahte  E^xppnenten 
seydn,  folgendes  zu  bestimmen  wissen* 

1)  Wenn  m    eine  ungerade  ganze  Zahl,    ein 

~  i2r-|-  1  ist:    so  I(ann  y   durch  rmal   wiederholte 

Anwendung  der  Formel  13)  auf  das  rücl^ständige  In« 

tegrand  fcos9^sin9d9  gebracht   werden;   welches 

cos  (6^"^^ 
nvL&i  Formel  7)  sich  — r —    ereibt,   der  Ex- 

n  -f-i         ^ 

ponent  n  mag  seyn  was  er  will- 

s)  Wenn  n  eine  ungerade  ganze  Zahl  ist:  so 
wird  man  durch  die  Formel  14)  auf  das  rückständi- 
ge f8in9>»cos9  d9  kommen  können;  welches  nach 
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sin  cp™*^^  ^ 

Formel  6)  eich  ~  — ^ —    ergeben   mufa,    ber  |c- 

dem  m» 

3)  Wenn  m  eine  gerade  ganze  ZaU,  ein  rr  sr 
ist :  60  kann  y  durch  Formel  13)  auf  das  rückständige 
fco6  9)<^d9  gebracht  werden,  welches  nach  Formel 
16)  genau  integrabel  sich  ergiebt,  falls  auch  n  irgend 
eine  ganze  Zahl  ist,  sie  mag  gerade  oder  ungera- 
de seyn« 

.4)  Wenn  n  '  eine  gerade  ganze  Zahl  ist:  so 
kann  y  durch  die  Formel  i4)  auf  fsin^)»^  d^  gebracht 
werden,  welches  nach  Formel  15]  g*jnau  ititegrabel 
sich  ergiebt»  falls  auch  m  irgend  eine  ganze,  gerade 
oder  ungerade  Zahl  ist« 

Dafs  wir  also  vermittelst  dieser  4  Formeln  jedes 
f sin  9)°^ cos 9° d^  genau  zu  integriren  wissen,  wenn 
entweder  von  den  beiden  Exponenten  irgend  einer 
eine  ungerade  ganze  Zahl  ist,  der  andere  Expo- 
nent mag  seyn  was  er  will,  oder,  wenn  beide  Ex- 
ponenten ganze  Zahlen  sind.  Und  alle  diese  Integra- 
le werden  hiemit,  vermittelst  der  beiden  Lehr/ätze 
einfacher  gefunden,  als  wenn  wir  uns  der  beiden 
Hauptsätze  unmittelbar  bedienen  wollten,  so  lange 
nur  von  bejahten  Exponenten  m  und  n  die  Kede  ist« 

^  .  ■  • 

S«  13*  Auch  für  verneinte  Werthe  dieser  Expo- 
ilenten,  also  für  fsiny-«  C08  9"d5),  für 
f  sin  5p"»  cos  9-n  dy  ,  und  für  f  sin  y«  cos  9**^  dy, 
müssen,  nach  §.  8»  >11c  bisher  gefundene  Formeln 
ebenfalls  richtig  bleiben«  Da  sie  aber  als  unendliche 
Reihen,  nur  bei  eintretender  Cohvergenz  sich  brauch- 
bar ergeben  würden:  so  wird  auch  hier  die  Frage 
entstehen,  in  welchen  Fällen  sie  durchweine  endli- 
che Gliederzahl  genau  können  ausgedrückt  werden. 
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%  14.   Im  Iten  Lehraatse  m-f-s  <t^K  m. geschrie- 
ben 9  giebc  uns  die  Gleichung 

(m-j-a+n)  Tein  9«+«  cos  ^"  d^  ir  —  cos  y«+»  sin  y«»-Hi 

-j-  (m-f-i)  fcos  9«*  sin  5p»  d^ 

also  —  (m-f-i)  fcos  9«  sin  9™  dy  n  —  cos  9«+'  sin  ^™+» 

—  (ni4-Ä+°)  f  •^'^  9^"^  cof  9»  dy 
Hierin  ^-m  statt  m  gefordert,  giebt  uns 

V  rCOSCp«. C08C)"+»  ,    ,  .  .  cosop*     , 

^      ^    sin9»   ^  8m9*-*  '  ^  ^  sin9»-a    '^ 

■      ^cosO)»,  1    cos  9«+*    xn~n-3  ^cos  Cp^  dcp 

'^     sin9iA    ^  m-i  sin9™""*      m-i      sin9"»~* 

För  den  einadnen  Werthfall  n  n  o»   also  «nck 

/'    sin  9™  m-xsia^"*  '  m-i    sin  9»-* 

Q.  15«    Im  Uten  Lebrsatse  n-|-A  statt  n  gefor- 
dert, gibt 

(m-|-n-{-a)  fsin  9"  cos  9**"*^  d^  —  sin  9«+»  cos  9**+* 

-\-  (n-|-i)  fsin  9™  cos  9^  d9 

—  (n-|-i)  fsin  9™  cos  9**  d(P  —  sin  9™+»  cos  9«+* 

— (m+n-J-a)  fsin  9™  cos  9tt+«d9 

HIeriil  — -n  statt  n  gefordert ,  gibt 

,  ^sinCp«-  1     «in(p™+»  ,   n-m-ö  psInQ)™  d9 

lg)  f  — ^— dcprr 2: f — ^^ 

"'^     CO«  9*»    ^      n-ico8  9"-»    *     n-i       cos  9"-«  * 

Für  den  einzelen  Werthfall  m  r=  o  also  auch 
"  '^    cos 9<^      n-1  cos 9»^-*  *^ n~i    cos 9«-« 

cos  (D^ 

§.  i6»    Wenn   daher  im  vorgegebnen  f  ■.       ä^y 

der  Exponent  m  eine  bejahte  ganze  Zahl«  also  ent- 
weder eine  gerade  zzsr,  oder  eine  ungerade  mar -[-1 
ist:    so    wird  man  nach    r maliger   Anwendung    der 


I 

I 
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Formel     17)     entweder    aaf    fcos9^  dy,    oder   auf 

cos  (ß^ 

f    .    ^-  dq)   fcommen. 

8111  OP'^ 

,Und  wenn  im  Torgegebneti  f ^^9  der  Expo. 

iient  n  entweder  ~  ar,  oder  —  2r-[-i  iat:  so  wird 

man  nach  r  maliger  Anwendung  der  Formel  ig)  «nt« 

sin  CP*"^ 
weder  auf  sinCp^dcp,  oder  auf  f — IX-udcp  komme». 

Von  dem  rückatSndigen  rcos^p^^d 9)' wissen  wir 
nach  16),  dafs  es  genau  integrfrt  werden  kann,  wenn 
n  irgend  eine  bejahte  ganze  Zahl  ist« 

Von  dem  rückständigen  f sin  q>^  df  wissen  wir  ea 
nach  15),  wenn  m  irgend  eine  ganse  Zahl  ist. 

cos  QP'^ 

Das  rückständige  f— r— ^dy  aber,  als 
fcoft^^sin^-^idy  mufs  nach  Formel  14V  ans 

1 9)  f  cos  9"  sin  9-»  dy  ZI  — -  cos  (f)«-^  -pT — r-^r — .  dy 

geben,  welches  durch  rmal  wiederholte  Anwendung, 
-wenn   entweder  n::=srt   oder  nnsr-f-i-  i^t«   im 

ersten  Falle  auf  das  rückständige  f  -H~r  •  nach  s)  tn% 

tegrirbar,    im    zweiten    Falle   auf   das    rückständige 

~^T— -  (durch  10)  integrirt)  bringen  mufs. 


cos  9  8in  9 

sm  fß^ 
Das  rückständige  f — X^dcp  endlich,  als 

^        cos  9     ^ 

r8in^™C08  9~>  d9>,  m^fs  nach  Formel  15)  uns 

V  *.  .  1  i      .  sin  Q)"*~* 

ao)  f  sin  Cp«  cot  tfr^  dcp  n: '—  — ^  sm  tt)n-i+ jl j^ä 

^  ^       ^  m-i        ^  cos  9)       -^ 

geben,    welches    durch    rmal    wiederholte    An  wen 
düng ,    wenn    entweder    m  ~  a  r    oder  m  ~  a  r  -J- 1, 
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iit»  im  ersten  Falle  auf  daa  rudUtilndiffe  T  -^  nach 

^        COf  9 

4)  integrirbar,  im  zweiten  Falle  Mriedenim   auf  das 

rückftändige  f J  .    ^  bringen  mnfs. 

°      cos  5p  ein  y  ° 

§.  17«     In  def  Formel  17)  — -  n  statt  n  geiclurie- 
beo»  gibt 


fii)  r-: 


dy 


smy^cosy^ 


•   ^9 


,  m-fn^fi^        .  dy 


—      m-1  sin y™-»  cos  y"*--»  '     m-i      sin  y»-^  cos  <>* 

In  der  Formel  18)  *">i^  ^^^tt  m  geschriebcUf  gibt 

dy 
^     sin  y^  cos  y^ 
— -L.  1  ,  m4n'ft  g,         dy 

n-i  *  sin  yn»— *  cos  y**~*  '     a-i      cos  y*^  sin  y»* 

woraus»  wie  in  §.  iß,  erhellet 9  dafs  auch 

f-? — =~ — :1p  genau  integrirbar  seyn  mufs«   wenn 

sin  y™  cos  y«*    °  ° 

8OW0I  m  als  n  irgend  eine  bejahte  ganze  Zahl  ist« 

§.  Iß«    Hiemit  wissen  wir  nun  allerdings»    wie 

,-  -coscp«  -         ,    -sinop™-  ,        , 

sowohl  f-r-^.dy»  als  i       ;  ^dy»  und  auch 

eipy^    ^  cosy^  * 

t  -: ^ genau  integrirt  zu  finden  sejen.  wenn 

sin  y™  cos  yu  o  .       o  ^     ' 

in  sowohl  als  n   irgend  eine  bejahte  ganze  Zahl  ist. 

Da  wir  aber  im  obigen  §«  12.  gefunden  haben»   dafs 

fein  y°^  cos  y^dy  auch  genau  integrirbar  seyn  mufs» 

wenn  irgend  einer   von   den   beiden   Exponenten  m 

und  n   eine  ungerade  ganze  Zahl  ist,    der  andere 

mag  seyn»   was  er  will:    so  kann  die  Frage  entste* 

hen»  ob  nicht  eben  dergleichen  auch  für  f  -: — -^^- — -- 

Statt  finden  möchte;  und  diese  Frage  wird  sich  nun 
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durch  die  beiden  neuen  Hauptsätze  §•  8*  l^ürzer»  als 
durch  die  gewöhnlichen  Lehrsätze  $•  9.  beantworten 
lassen. 

§,  ig.  Im  Iten  Hauptsätze  werde  —  m  statt  m 
geschrieben,  so  hat  man 

53)  fsin5p*-™co8  9"dy 

1     cos  G)"-»  ,    n-i  r  •  ^  « 

ji-m  sin  y«-»   *   i-m  ^  r         r 

Im  Uten  Hauptsätze  — >n  statt  n  geschrieben«  gibt 

24)  Tsin  9™  cos  9-"  dy 

1    sin  cpm-i  ,   m-i  .  _^   .  ^  , 

i-ncosy»-»   '     i-n  '  r         r 

Ist  nun  — m~  —  ar— 1,  so  wird  man  nach 
(r^-i) maliger  Anwendung  der  erstem  Formel,  das 
rückständige   Integrand   fsin5p-»+«C'f+»)  cosy»-«CT+i)  j^jp 

erhalten,  welches  als  zz  f^in  ycosy»-«^^»)  dy ,  nach 
Formel  7)  für  jedes  n  allerdings  genau  in.tegrirt  wer- 
den kann.  Da  aber  der  Coefficient  dieses  rückstln» 
digen  Integranden  unter  seinen  Factoren,  allemal  ein 

—  enthalten  wird:  so  ist  der  Ausdrück  nicht  be- 
o 

stimmt  genug,  um  angewandt  eu  werden* 

Da  eben  diese  Unbestimmtheit,  auf  dieselbe  Wei- 
se sich  ergeben,  müfste »  wönn  — nn—  sr— -1, 
nämlich  dieser  Exponent  eine  verneinte  ungerade  Zahl 
wäre:  so  wissen  wir  nunmehr #  dafs  durch  einen 
einzigen  ungeraden  Exponenten  die  genaue  Integra» 
bilität  nur  gesichert  ist,  wenn  dieser  Exponent  eii^e 
ganze  bejahte  Zahl  ist. 

S.  20*  In  dem  bekannten  dsin^  rr  cos  9  dj) 
werde  9  rr  n\|/   mit  constantem  n  gesetzt:    so  mufs 

dsinn\|/  ~  cosn>)/«dn>);  n:  nco8n4'd\j/  seyn; 

^        16 
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folglich',  wenn  dy  ~  cos  n  >{/  d\p  iit ,  y  —  -  §in  n  + 
6eyn. 

£ben  so  Icann  gefoTgert  werden ,  dafs 
aus  dy  iz  8inn\^  d-^/,  auf  y  zz cosn>;/ ; 

auch  aus  dy  =i  r -rr ,   auf  y  —  -  tangn  \f/ , 

und  eben  so  auch  aus  den  übrigen  fünf  trigonome- 
trischen DiflFerentialen  t  Diff.  R*]X.  S.ii,  auf  derglei- 
chen Integrale  zu  schliefeen  ist.  (Indessen  wird  es 
für  uns  hinreichend  seyn ,  uns  fernerhin ,  wie  schon 
bisher  in  diesem  Capitel  es  geschehen  ist ,  durch  die 
Sinus  und  Cosinus  auszudrücken ,  und  nächstdem  am 
liebsten  die  Tangenten  zu  Hülfe  zu  nehmen,  weil 
ja  diese  drei  Linien  in  Hinsicht  ihres  -^  und  »-  am 
einfachsten  bestimmt  sind«) 

§«  Si,    Demnach  kann  z.  B* 
aus  dy  ir  (A-f-B sin\^-|-Csin ö>|/-f-D 8in3>f/....)  d>^ 

C  D 

auf    y  ~  A4'  +  Bcos\^+-co8  2^j/  +  — cos3>}/..,.+Con8t; 

2  3  * 

aus  dy  rz  (A-|-Bcosif/-|"Ccosa\^T7|-Dco83>^...Od+ 

C  D 

auf    y  IT  A+-Bsin>f" — sin^^f/ sin 3 4^ .... 4  Const 

a  3 

geschlossen  werden. 

§.  93«  Wenn  hiemit  die  bekannten,  in  Diff«B, 
aber  nur  sehr  kurz  von  uns  berührten  Gleichungen 
swischen  dortigen  mehrfach  dimensionirten  Sinus 
oder  Cosinus  verbunden  werden:  so  können  dadurch 
mancherlei  merkwürdige,  auch  für  die  Integralrech- 
nung brauchbare  Relationen  allerdings  sich  erweisen 
lassen«  Indessen  werden  wir  derselben  bei  unsern 
Erörterungen  der  angewandten  Mathematik  nicht  nö- 
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thig  haben«  Ib  vieler  Hinsicht  aber  wird  es»  na« 
mentlich  auch  für  Anfänger  nützlich  seyn,  das  bis«^ 
her  nnr  trigonometrisch  behandelte 
y  ~  fsiny"*  cosy**  dy  auch  mit  dem  algebraischen^ 
«  oehr  sorgfältig  von  uns  behandelten 
9  rr  f(a-|-bx")P  x"»  dx  in  Vergleichung  au  bringen, 
vvodurch  -vrir  auch  noch  eine  neue  genaue  Integra- 
bilität  des  y  entdecken  werden.  Durch  teutsche 
Buchstaben  werde  ich  hiebei  die  Dignit'äten  in  dem 
algebraischen  p  schreiben »  um  die  in  den  trigonome« 
Aischen  y  bisher  gebrauchten  lateinischen  m  und  n 
fernerhin  beibehalten  zu  können« 

§.  03,     Wenn  wir  nämlich    iii   dem 

y  ~  fein  yn»  cos  5p"  dy  das  Bogen -Differential 

-  dsinCp  .    , 

dcp  rr  ^  ansetzen :  so  haben  wir 

'  cos  ^ 

y  ~  r  cosin  ^p""*'  sin  5p"»  dsln  (p.    Hierin 

ein  5p  ~  X,  also  cos  9  rr 'TCi-^xx)  geschrieben,  gibt 

uns  y  rr  r(i  — X*)  2    x"^  dx ;  welches  nun  der  in  Cap« 
V*  von  uns  umständlich  behandelten  Form 
^  ZZ  r(a-}-bxn)Px«»  dx  unterworfen  ist« 

§.  125.     Da  nun  Jene  Form  9,  nach  Cap.V*  §♦  öä, 
genau  integrabel  befunden  wurde, 

ij  wenn  tnrzn  — 1  gegeben  war:  so  mufs  auch  y  in* 
tegrabel  seyn,  wenn  ihr  ra  ~  2  —  irrfist;  wel* 
ches  wir  durch  Formel  7)  schon  wissen. 

Beide  Formen  p  und  y    müssen  ferner  integrabel 
seyn, 

II)      wenn     m  +  nj)  r:  —  tl— 1   im  1>, 

also  wenn  m  -h  d  •  — —  rr  •—  ft  —  1  im  y , 

also  wenn  m  +  n  n  —  1  ist.  (Eine  neue  Inte* 
grabilität.  Weil  ja  m  und  n  hier  auch  bejahte  und 
verneinte  Brüche  seyn  können«) 

16  * 


*ß 
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III)  wenn  im  9  der  Exponent  )»  zr  r , 

al0O  im  y  der  Exponent     "*     zr  r,     folglich 

11  !:r  fir«—  it  das  heifst,  n  irgend  eine  bejahte 
ganze  ungerade  Zahl  ist  (schon  bekannt  nach  $,  1  s) ; 

»irv  •      -  tn4-i 

IV)  wenn  im  9  uns  — • —  ~  r, 
#  '  n 

also  im  y  uns  — 3IL  —  r     also  m  —  ft  r  — ^  1, 

das  heiCst  m  als  irgend  eine  ganze  bejahte  bngerade 
Zahl  (oder  bei  r  z:  o  auch  n  — *  1)  gegeben  isa 
(schon  bekannt  nach  j^«  tfi); 

--^  •      ^  Hl  -I- 1    , 

V)  wenn  im  ti  uns  — r  P  ~  —  ' » 

II 

Im  y  also  — ^^^ — V-  -   "^     m  —  r,   also" 

m  -}"  n  ~  — -  s  r  gegeben  ist.  (Eine  neue  Integra- 
bilität»   weil  m  und  n  auch  Brüche  seyn  können.) 

$.  26«  Da  die  durch  II)  aufgefundene  Bedin- 
gung, dafs  m-j-n  —  —  2  ^eyn  mufs,  nur  einen  ein- 
zelen  Fall  von  der  durch  V)  gefundenen  Bedingung 
m-f-n  ~  — 2x  ausmacht:  so  besteht  alles,  was  wir 
im  vorigen  §en  Neues  gefunden  haben  ^  darin 

dafs  y  zz  fcos  9**  sin  5p™  djp 


n— I 


als  y  iz  f(i  — x^)  a  x"*dx  , 

mit  9  zr  f(a4-bx")Pxn»  dx  verglichen,  nach  Cap,  V^ 
§«  si,  V)   genau    integrabel' seyn   mufs,    wenn 
n  >)-  m  ZZ  —  sr   gegeben  ist,   die  m  und  n  mögen 
übrigens  seyn,  was  sie  wollen, 

§«  27.  Der  Satz  ist  meines  Wissens  neu,  und 
aus  vielen,  zum  Theil  ziemlich  verwickelten  For- 
meln gefolgert;  daher  es  wohl  gerathen  ist,  durch 
ein  Beispiel  zu  prüfen,  ob  er  sich  zutreffend  be- 
weise. 
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ßey  n  —  -  und  m  ir  —  -  gegeben ,  so  ist 

n-|-m  ~  —  ~  ~  —  a.  1  iz  —  a^r  für  »  ~  !♦ 

Da  nun  nach  Cap«  V,  §•  si ,  V) 

9  ZZ  f(a  +  bx«)Px««dx 

^      1  n      Z'    x^      V5!±!? 

""Oa.aH*m  +  tt\a+bxny  "    +^ 

1  '    •  1      ^     x*^      NÜLiü 
~  — .  — j —  f  — ,  /  ^  1  n     aeyn  mufa» 

a    m  +  oVa  +  bxV 
wenn  H  ir  —       '   »  -•  j)  —.  i  —  o   gegeben  ist,  wie 


n 

n— i 


es  im  vorgegebnen  y  "  r(i — x^)  a   x"»  dx   für 
n  —  -  und  m  n  —  --  f  bei  tt  —  ft  also 

p  zz     ~     —  —  -   alldrdingJB  der  Fall  ist:    so  be- 
haupten wir» 

dafs  fcos9)^8in9     dg),  auch  =rcos9  ^cin^)   ^dsin^ 

als  f(i-x^ri  x~^  dx.  sich  =  -.|  (^^y  * 

also  auch  = (  — r —  )*    sich 

ergeben  mufs;   welches  nun  auch  durch  algebraische 
Dißferenziirung  als  vollkommen  richtig  sich  bestätigt. 

§«'  28*     Das  hiemit  gefundene  Integral   trigono- 
metrisch ausgedrückt,   behaupten  wir 

dafs  fcosy^siny^^dy— C-A^j    seynmufs; 

welches    ebenfalls    durch    trigonometrische  Differen- 
siirung  völlig  bestätigt  wird. 
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^*  Qg.    In  dem  $•  sj.  vorgegebnen 

y  =  Tsin  9°^  cos  9<^  d(^ ,  das  Bogendifferential 

-  d  cos  Qp  ,  ^  , 

öfp  r:  ■■■■.    '^   angesetzt«   und  nun 

— y  n  fsiny""*  cosy«dcos9 

mit  —  9  n  fCa-l-bx")Pxwdx  verglichen,  würde  una 
vermittelst  der  5  Bedingungen,  unter  welchen  »-9 
integrabel  seyn  mufSs  für  -^y  nidhta  anders  angeben» 
als  was  wir  seit  $.  &3«  schon  gefunden  haben,  dafs 
ß»  nämlich  genau  integrabel  seyn  mufs»  wenn  1)  ent« 
weder  m  oder  n  eine  bejahte  ganze  ungerade  Zahl, 
Qder  wenn  a)  m-{-n  —  — ar  gegeben  ist» 

§•  30.    Diese  ate  Relation  ist  so  eben  durch  Ver« 
gleich ung  zwischen 

y  rz  fsin9>™  cos(^^d9  und  dem  früher  behandelten 
9  rr  r(a -|- bx")»  X«  dx   entdeckt,     die    Ite  Relation 

aber ,  auch  durch  die  eigene  Betrachtung  des  9  in  j{*  9 

u.  8.   w.  schon  gefunden  worden.    Durch  diese  obige 

Betrachtung  des  y  aber  haben  wir  auch  noch  andere 

ioiegrable   Fälle   desselben   gefanoen,    welche   durch 

die    Vergleichung    mit    p    und   dessen    fünf  integrable 

Fäile   sich  nicht   ergeben  wollen;    da  wir  doch  oben 

in  Cap«  V*   geäufsert  haben,    dafs   durch    diese    fünf 

Fälle    die   sämtlichen   Integrabilitäten  des  9   erschöpft 

fic^'eu!     Ich  erwiedere,   dafs    dabei   nur   von  solchen 

Fällen  des  9    die  Rede  war,    welche  durch  die  Rela« 

tionen    zwischen   den   drei  Exponenten,  n«  P«  ttt» 

allein    schon  integrabel  gewährt  wurden,    unabbän« 

gig   von    den   Coefficienten   a   und  b,     welcbe    dabei 

sollton    seyn   Können,    was  sie  w^ollen;    da  hingegen 

«.  m  die  Behauptung,    dafs  m  und  n  als  ganze  Zah« 

leii  gegeben ,   jedes  sin  9*°  cos  y™  dtp   genau  integrabel 

gewähren,     auch     auf    das    allgemeinere    Integrand 

f  (ä -^  bx")P  x^  dx    unter    dem    Beding    eines    auf 
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=:  1  —  i«x^  eingeschränkten  i-{^bx**   würde  eingrei« 
fen  können« 


$•  3i.     Lesrsatz  III  und  IV,  samt  Beweist 

Lehrs.  III«     t (l>^  dq)  sin  (^ 

ZZ  r9^«8ih9d(p  geschrieben,   ist 

VK§.4. 
ein  =  rp.  dQ       ■  VQ  —  fQdP«  also 

25)    —  —  9^  cos  9  +  1  f  cos  (p « 5pi-*  dy« 

Lehrs«  IV«    fcp^d^cos^ 

IT  tg>^MCOß^  dq>  geschrieben«  ist 

VI.  5. 4. 

ein  ~fP.  dQ  =z=  PQ  —  fQdP^  also 

s6)    rr  yUiny  —  1  f  sin  5p.  5pi""»  dy. 

§.  33.  Nach  rmal  wiederholter  Anweddung  des 
Formel  25)  hat  man  also  das  rückständige  Integrand, 
f C08y.(j>i-»d5p,  also  rrfcosydy  zi  siny,  wenn  1  ei- 
ne bejahte  ganze  Zahl  r  ist;  und  nach  r maliger 
Wiederholung  der  Formel  s6)  hat  man  das  rückstän- 
dige Integrand 

fsin  (J>.  9^-»  d^  —  Tsin  djp  rr  —  cos  y,    wenn 
1  rz  r   ist. 

S*  33*    Die  gewöhnlichen  Formeln  sind 

37)  fy^dcpsiny  ~  — 9^  cos  9  +  l<J)^'"*8in9 

—  U-i.fyi-^d^sinjp 

sß)  fy^dcpcos^  —  (P^siny  -f-  1 9^"* cos 9 

—  l.l-i.s9^-«d9cosy. 

27)  ergibt  sich  aus  Lehrs.  III,   wenn  wir  dessen 
f9^-»cos9d9  —  9i-*sin9 — (l-i)f9i-a8in9d9 
nach  Lehrsatz  IV  anseuen^ 
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sg)  ergibt  sich  ans  Lebrs.  l\\  wenn  wir  dessen 

f  yi-'sinydy  zz  — 9i-»co8  5p-|-(l— i)f5p*-«cosyd5p 

nach  Lehrsatz  III.  ansetzen. 

$•  34*  Nach  diesen  gewöhnlichen  Formeln  werden 
wir  allerdings,  wenn  1  ZZ  sr,  also  eine  ganze  gerade 
Zahl  ist,  schon  nach  r  maliger  Anwendung  zum  Ziele 
gekommen  seyn«  Wenn  aber  1  rz  flr-j-  i  ist,  so  w^er- 
den  wir  nach  r  maliger  Anwendung  der  Formel  2?) 
das  Integrand  f^d^sincp  rückständig  erhalten »  wel* 
ches  nach  Formel  ci)  sich 
zz — 9  cos  y -|-  fcos  y  dy rz— 5P  cos  y  -{- sin  9  ergibt. 

Eben  so  werden  Mrir  nach  r maliger  Anwendung 
der  Formel  fig)  das  rückständige  Integrand  fycosydy 
erhalten  r  welches  nach  Formel  26)  sich 

ZI  9  sin  9  —  fsin  9  dy  ZI  9  sin  y  -j"  cos  9   ergibt. 

$•  35*  Allerdings  würde  ich  nun  diesem  Capitel 
noch  mancherlei  Integrirungen  hinzufügen  können. 
Aber  bedürfen  werden  wir  ihrer  nicht;  und  etwa 
der  Vollständigkeit  wegen ,  dieses  Lehrbuch  für  An- 
fänger und  künftige  Fractiker  anschwellen  zu  lassen, 
würde  um  so  tadelnswürdiger  seyn,  da  selbst  auch  in 
den  gröfsern  Werken  der  Integralrechnung  eine  hie  und 
da  Beabsichtigte  Vollständigkeit  meistens  nur  relativ, 
und  auf  Klassificationen  begründet  ist,  wdche  selbst 
nicht  nur  mangelhaft  sind ,  sondern  zum  Theil  auch 
dem  weitern  Fortschreiten  dieser  unerschöpflicheo 
Wissenschaft  durch  eingeschränkte  Ansichten  hinder- 
lich werden  könndri. 
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Vierzehntes    CäpiteL 

Integrirung   einiger  Exponentialgröfsen. 

$•   1. 

I)  f  h^  dz  =  h^+C,  folgt  sogleich  aus  Diff.R,  XII.  §.5.  (8 

II)  Ta^dz  Jana^'+C  r  ^    *    ^    ^    ^    ^    ^    ?  S'3»(3 
auch  "h^^a-j-C»  für  Berechnung  bequemer* 

(Dortiger  JJ,  ß«) 
Ist  m  eine  cönstante  Qröfse,  so  hat  man 

hm« 

III)  rh»2^dz  IT (-C,  weil  ja  d.  a™»r:mh««^dz 

m 

'  (dortiger  §.5.  (7) 

aUlZ 

IV)  ra«»*dz  —  — r-  +C,  weil  ja  d.a"»r:ina"*.dz.Ia 
'  mla  »      '  ' 

(dort.  §.4(5) 

limzta 

auch  —  — ; 1-  C    für  bequemere  Rechnung 

mla*  * 

(dort.  §.  80 

§.  fi.     V)  Auch  f(x«d».(x  +  zx»'dlx)r:x«  +  C 

(also,  nach  dortigem  §,  8.  auch  izh^tx-j-C) 

muTs  allerdings,  und  ebenfalls  unmitt^bar  aus  dorti- 
tigem  §«  2«  (1  sich  ergeben;  aber  es  ist  selten« 
dafs  man  auf  einen  so  glücklich  zusammen  gehöri- 
gen zweigliedrigen  Integranden  triflFt:  ttnd  die  ein- 
gliedrigen sind  gar  häufig  eben  darum  nicht  geradezu 
und  genau  integrirbar,  weil  ihnen  das  zweite  dazu 
gehörige  Glied  fehlt« 

Wenn  wir  hiebei  nach  dem  dortigen  allgemei- 
nen d.x*,^  nämlich  d.x*  izx^(lx.dz-f-z.dtx)  ,  im 
dortigem  ^.  s. ,  es  bedenken,  dafs  selbst  auch,  für 
z  r=  ^  gegeben,  das  zweigliedrige 

d.x^  —  xx(lx.dx  -f-  x.dlx)    eintreten    mufs:    so 
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sehen  wir  die  Ursache  ein,  warnm  durch  eine  ein- 
zige veränderliche  Gröfae»  wenn  aie  einmal  als  Stamm- 
gröfse,  und  einmal  als  Exponent»  oder  als  logarith- 
mische Gröfse  vorkommt 9  die  Integrirang  eben  sol- 
chen ßeziehangen  und  Schwierigkeiten  unterworfen 
seyn  kann »  als  wir  bei  Differentialen,  mit  zwei  ver- 
änderlichen Gröfsen  zu  behandeln  haben;  daher  denn 
selbst  auch  die  beiden  Integranden,  fa^'^^x^dx  und 
fx™(Ix)i^dx,  mit  consianten  m  und  n  uns  etwas 
zu  schaffen  machen. 

Gerade  diese  beiden,  mit  den  ihnen  unterworfe- 
nen merkwürdigen  einzelen  Fällen,  werden  mit 
Recht  von  den  Analysten  vorzüglich  behandele  Ich 
halte  aber  für  nöthig,  «diese  Behandlung  umständli- 
cher und  systematischer,  als  ich  vorgefunden  habe» 
darzustellen ,  wenn  man  nicht  beim  wirklichen  Ge- 
brauche für  angewandte  Mathematik,  gar  häufigen, 
und '  dann  sehr  unangenehmen  Anstofs  finden  solL 
Auch  wird  man  nie  zur  deutlichen  theoretischen  Ue» 
bersicht  dieser  Formeln  gelangen,  wenn  man  nicht. 
die  Reihen  der  folgenden  Aufgabe  mit  einander  vor 
Augen  gehabt,  auch  mit  diesen  Reihen,  mehrere  in 
der  Differentialrechnung  bereits  gefundene  Differen- 
tiale, nebst  den  logarithmischen  Differentialen 
der  algebraischen  Function  x*^  in  Verbindung 
gebracht  hat. 

$.  5.     ji  u  f  g  a  b  e. 

Die  Exponentialgröfsen  der  ersten  Hö« 
he  x^^  und  a^  (Dift'.R.  XII.  §,  1.)  durch  eine  Rei- 
he nach  Logarithmen  der  Stammgröfsen 
auszudrücken  (auch  das  algebraische  x™ 
mitconstantem  m,weil  man  dergleichen 
Reihe  desselben  mit  jenen  Reihen  ofte  zu 
verbinden  hat). 
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0.   4*     Auflösung. 

Da   nach   der   Logariihmik ,    Diff.R.  X,  §•  37 »  al- 
lemal 
Y^^  ,  LogY    (LogY)'    (LogY)9    (LogY)« 

und  Y  =  x^  gesetzt»  uns  LogY  ZU  zLogx  gibt:  so 
haben  wir 

•>-='+^'+^^+zSt¥ +  ••••■ 

dessen  A  die  Subtatigente  in  einem  beliebigen  b^Sj« 
steme  bedeutet,  dem  die  LogY  und  Logx  zugehörig 
gedacht  werden.  Für  die  natürlichen  Logarithmen 
also 

III)  [auch  xm=i+__+-_i-^+-_X 

«4.  Clx)_4         ^ 

^         1.2.3.4 

das  algebraische  x™  mit  constantem  m«] 

"^  '     i  1.2  1.2.3       i#2.34. 

V)  auch  a™'r:i  +  mzla  + ^ — ^+ ^^ — ^  +  ... 

^         -  1.2  1.2.3 

es  mag  hier  m  constant  oder  veränderlich  seyn, 
weil  ja  z  in  IV)  schon  jede  veränderliche  Gröfse 
bedeuten  kann. 

Doch  wollen  wir  in  der  Folge«  falls  nicht  aVis- 
drücklich  das  Gegentheil  erinnert  ist,  unter  m  nur 
eine  constante  Gröfse  verstanden  wissen. 
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t 

^  '       '   a     '  a.3  '  fl.3,4/* 

h  r:  Sf  7182818*  ••  9  sl^  ^16  Basis  des  hjperboli- 
schen  Sx^temes  bedeutend;  dafs  also  in  der  Reihe  IV) 
jedes  loga  zr  (ogh  ri  1  ist« 


t  •  •  • 


ö-  5.  ; 

Die  folgenden  8  Differential -Ausdrücke 

d.x»   rr  X»  (lx.dz4-»^dlx)  .  .  .  .  ♦ ,  (1 

d.x*    n  X'  lx*dz-^x«— 'zdx  •«••««••••«(& 
d.b»   =  b«dz*Ib  .  .  .  ♦ (5 

d.b"»*~  b"**d»mz.lb,  für  jedes  m  .•••«•  (4 
d.b"^^r=  mb^^dz.Ibf  für  ein  constantes  m.  •  •  (5 
d.h™*r:  h»*d.inz,  für  Jedei  m   «•••••••  (6 

d.h"»*"  mh™«dz,  für  ein  constantes  m  .  .  ♦  (7 

d.h«    —  h'^dz*  .  ♦  .  .  .  ♦ r.  ,♦...♦  (8 

haben    wir    in  Diff«  R  XII.   §«  s  bis  jj«  5   bereits   ge- 
funden. 

Km  den  obigen  VI)  Reihen  aber  wollen  wir 
auch  auf  die  folgenden  theils  eingliedrigen,  theils 
mehrgliedrigen  Differential  -  Ausdrücke  (9  bis  (16 
schliiersän. 

Aus  III),  der  Reihe  für  das  algebraische  x™  folgt 

1  1.8  1.2.3^  ^         •  ^* 

auch  -  m  [.  +  ^  Ix  +  2^  (Ix)»  +  ^  (Ix)3+ ...] .  d  (x  (9* 

auchrzmx»»,dlx,   durch  III)  selbst, ,  .  (lo 

dx 
Da  dieses  auch  —  mx«' —  —  mx°^""'dx  ist:  so  sehen 

x 

wir    hiermit    das    bekannte   algebraische    Differential 

d  x™  zz  m  x°*""*  dx    auch   durch    logarithmisches   Diffe* 

rential    ausgedrückt,     als   unendliche  Reihe  in  (9   als 
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einen   eingliedrigen ,    und  in   sofern    endlichen   Aus- 
druck,  in  (lo* 

Aus  V)«    unter  der  Bedingung,  dafs  m  nur  con- 
stant  sey»  folgt 

d .  a"»  =  dz.  m  la -f- a  dz.  m*  (la)*  -^ m^  (ta)' 

+  *I^.m4aa)« (11 

auch  ~(i+m2la+ i  >— ^-+...)dz.nila(i2 

also  auch  na™^  dz  «mla,    im    endlichen   Ausdrucke» 
wie  (6. 

Aus  VI)  folgt  d .  h»  =  dz  -i-  z  dz  4—^ + —^ + ...  (iS 

2  M  3  ^      ■ 

auch  rr  (i  -1-z  ^ 1 ;..)iz    (13* 

^1       '    s    '  2.3 

also  auch  n:  h^  dz,  im  endlichen  Ausdrucke» 
wie  in  (8     •♦•«♦•««••«♦•    (14 


§.  6. 

Um  nun  auf  ähnliche  Weise  auch  d.x^  sowohl 
im  Reihen-  als  im  endlichen  Ausdrucke  nehen  ein- 
ander zu  finden ,  bedenken  wir  zuvörderst ,  wie  es 
für  d.XY  =:  YdX-f  XdY  in  DiflF.R.  VlI.  J,  19  schon 
bemerkt  ist,  dafs  dieses  Differential  des  Productes 
zweier  veränderlichen  Gröfsen»  als  die  Summe 
aus  den  beiden  partiellen  Differentialen 
^d.XY  und  3^d«XY  kann  gefunden  werden.  Da 
nämlich 
eben  so  auch  d^x*  IZ  *d,x^4~^^«^'^  •^J"  mufs,  und 


V 
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«d.x«  m  da  Jx  +  z  dz,(Ix)*+ .(Ifc)3+..»i8t,  nach  (i  i 


Z^Clx)^         z3f[x)3 

•0  muCi  d.x*  n  d.(Älx)+d. — ^^-^  -fd.      ■  ■■  +o»  fleyn^,..  (15 

S  2*3 

indem  ja  d«(z(x)r:iz  dlx-|-(xdz  ist^ 

ferner  — ^ ^rr a*.Ixdlx4-(Ix)^zdz  ist;   u.  e.  W. 

Da  nun  ferner  'd « x^  auch  n:  z  x^  d  (x  ist ,  nach  (10 , 

und  ^d^x^auch  ~x2dz.  (x  ist,  nach  (la; 

•0  stimmen  auch   die  hier  gefundenen  Keihen  damit 
überein , 

dafs  d  •  x^  iz  x^  (z.d  (x -f- (x.dz)  ist,  wie  nach  (1 (i6. 


JBehandlung  der  Inte gr anden  fa"^x"dx  und 
f x°> ((og  x)" dx  mit  ihren  merkwürdigsten  ein- 

zelen  Fällen* 

§•  7*  Absichtlich  werde  ich  das  letzte  Inte- 
grand ,  obgleich  es «  bei  dessen  hier  vorausgesetzten 
Constanten  m  und  n  blofs  logaiithmisch  ist,  den- 
noch' erst  hinter  jenem  exponentialen  behandeln*  Für 
beide  werde  ich  zuvörderst  nur  diejenigen  Integri- 
Tungen  darstellen,  welche  sich  aus  den  Reihen  in  §.4. 
leichte  finden  lassen ,  die  übrigen  erst  nachher  dem 
theilweisen  Integriren  unterwerfen.  Nicht  blofs  für 
Anfänger  dürfte  diese  abgesonderte  Behandlung  rath- 
sam  sejn. 
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ö.  8.        ^ 

Da   a™*  =  1-1 .x+^^ .x^+^ ^  .x^+...  ist, 

80  muf»  (§.  4.V.)«.* 

n+i        1       n+3        1 . 2       n+3     * 

(mlay-»    x"+«  ,     ' 

•  •  •  *  ■: r. — ^  ..^.4- Ci^««.  seyn.   (1 

i.a...(r-i)  n+r      ^     '  ^        v* 

Die  Keihe  geht  allemal  ohn'  Ende  fort,  und 
zwar  mit  steigenden  Potenzen  des  x ,  wenn  n  eine 
bejahte  Zahl  ist.  Ist  n  eine  verneinte  ganze  Zahl 
m  —  r ,  so  ist  im  r  ten  Gliede  der  veränderliche  Fak- 

tor  zz  —  ~  loa  X ,    in    den    folgenden   Gliedern 

n+r  o  ^  ° 

x'       X* 

aber  wiederum  algebraisch,  — ;   —    u»    s.    w«     und 

'  12 

ebenfalls   steigend    ohn*  Ende.      Die  Reihe  ist   daher 

nur    bisweilen    brauchbarer,    als    andere,     die    wir 

nachher   angeben    werden«     Sogleich  aber  ist  von  ihr 

2u  merken ,  dafs  sie  für  n  zz  —  1    gibt 

r  «^^^      f      ,  mla   X    ,   (mla)*   x* 
X  '      1      1    '     1  •  s     .  9 

(mla)^a   ^^    I  r  rci 

§.  9.     Da  f x«i  (log  x)n  dx  auch  —  f  x«+»  (loj  x)n  — 

also  r=rx«+»(f09xjnd(xisi; 
zufolge  der  Reihe  III)  in   §.  4«   aber  auch  sejn  mufs 

60  wird  sich,  Gliederweise  integrirt,  ergeben 

r         .r     N     j  (Ix)"+^     .      („l  +  l)(Ix)n-h8 

fx™(lx)"dx  ZZ  —■ h     ■  ^^^ 

^     i.a       n  +  3   T^ ^3 
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Ist  n   eine  verneinte  ganze  Zahl  zz  —  r »  so  ist 
ein  (r— i)tes  Glied 

i,fi«..*r-i.     o  i.9*..r.*r-i*    . 

folgenden  aber  sind 

(m  +  Ol  i09_x      (°'  +  »)'^'  (jOflx)!    „,"  ,,  ^^  ,     ^,o 

1,2 r»     1         i.fi r+i,        s 

eämmtlich  wiederum  einfach  logarithmisirt ,  da  hin« 
gegen  tlx  den  Logarithmen  des  Logarithmen  des  x 
bedeutet. 

Für    den    "wiederum    vorzuglich    merkwürdigen 
Fall  y  dafs  n  r=  —  i   ist »  hat  man 
jX^dx  _  n^   .   m  +  t   [x        (m  +  i)^  Qx)« 

(m+1)^   (rx)3 

+  -77j;3--g-  +  --  +  C...(4 

m  r=  —  1   gegeben  in  der  Reihe  (3,   hat  man 

f  i — ' zz  ^— r h  o  ,    überdies  auch  dadurch 

X  n-j-i 

schon  bekannt ,  dafs  —  ZU  d  I  x 

X 

Cl  x)«+« 
und  f(lx)'*dlx  ~  —^ —  seyn  mufs,   durch  algebr4« 

ische  Integrirung  C.  I.  §.  is. 

In  der  Reihe  4)  den  Exponenten  m  ZT  o  gesetzt, 
gibt 
fdx^.f^  ,  tx       (fx)»       (lx)3        (Ix)4 

§«   10,     Dieser    letzte ,    sehr  merkwürdige  Aus- 

dz 
druck  des  7—  ,    indem  ich  hier  absichtlich  z  statt  x 
Iz 

schreiben  will,  verdient  auch  unmittelbar  auf  folgende 

deutliche  Weise  begründet  zu  werden.    £s  ist  näm- 
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lieh  «  =  1  +  I.  +  ^  +  ^  +  ....  (Diff.R.  X. 
fi*  370  al»o 
V^s^fdz      ^r^  J      1      U^    h^      U*     ,         ) 

fr-  — ^— r*^=f^T-i»+'2+ — +  — + — r+  *♦•> 

_.rd.Iz    dz    bdb    (b)^dfz    (rB)^dlz  ,        t 
L  U      «        a  2.3         Ä.3*4    '        J 

wie  in  obiger  (5, 

$»  11.    Da  nun  zrr  a"^  gesetzt» 

sich  dz  rr  d.a"«  n  a««dx* m la  (§.5.  No.  5.) 
und  Iz  ~  (•  a<o^  rz  mx(a  ergiebt: 

dz       a'"'^  dx 

60  hat  man  r-  z: «    Vermittelst  der  Reihe  (5 

iz  X  ^ 

also  1— ~l(mxla)Tfmxu+ — — +— »'•••(ö 

X  ^         '»  s.o         a.3«3 

Da  ferner  z  n  x™+i  gesetzt , 
eich  dz  —  (m  -|- 1)  x»  dx 
und  (ii  n  (m-f-i)(x  ergibt: 

dz        x***  dx 
so.  hat  man  .—  zz  -1 — b  aIso  vermittelst  der  Reihe  (5 

Iz         Ix  ^ 

.    -,x"dx      ,,     ,    .,     ,   .     .    ^f     ,  (m-4-0»(fx)* 
auch  f>>j^z:l(m-ft)tx+(m+0(x  +  >    ^  ^ 

(m+i)^.a09x)» 
"^        2.5.3         ^-•••♦v/ 

$«  12«  Die  Reihe  (6  iiBt  mehr  als  (2  [die  Reihe 
(7  mehi^  als  (4]  in  ihrem  ersten  Gliede  bestimmend« 
Jene  Unbestimmtheit  rührt  daher,  dals  die  Reibe 
a««  (S.  4.  No«  V)  [und  die  Reihe  für  x«»+«(§.9)3  in 
ihrem  ersten  Gliede  nur  1  haben,  die  lutegranden- 

17 
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Beihe  also  blof0 —  iund   -^ — j    im    ersten   GHede, 

nichts  aber  rom  a™  [and  m]  in  eich  erhalten;   in 

dz 
der  Integranden  •  Reihe  ffir  -p    aber  dae  erste  Glied» 

dfz 
ob  es  gleich  allerdings  auch  nur  -p-  ist,  doch  dessen 

ungeachtet  hier  vollständig  bestimmend  "wird»  "weil 
ja  hier  tz  die  ganze  Function  ausmacht;  daher  denn 
durch  z  n  a™* »  oder  ZT  x*+*  gesetzt ,  auch  die 
Function  a™^  und  x^  mit  gefafst  wird« 

In  den  meisten  Fälle  hat  man  für  die  Integrale, 
"welche  wir  seit  $.  3,  behandelt  haben,  noch  aiiderer 
Reihen  nöthig«  Nicht  nur  würden  sie  für  sich  selbst 
schon ,  um  richtig  gefafst  und  gebraucht  zu  werden, 
eine  sorgfältige  Behandlung  verdienen,  sondern  es 
ist  die  Methode,  durch  welche  sie  gefunden  werden, 
auch  von  anderweitigem  ausgedehnten  Gebrauche  für 
mancherlei  Abreichung  der  Integranden,  und  dabei 
so  geartet,  dafs  sie  auch  von  Anfängern  am  besten 
wird  begriffen  werden,  wenn  ich  sie  mit  Sorgfalt 
allgemein  und  systematisch  darzustellen  suche. 
Dabei  ist  es  auch  rathsam ,  die  Grundlage  dieser  Me- 
thode, die  Integrirung  zweier  urveränderlichen  Gr5« 
fsen,  obgleich  sie  oben  für  die  Reductionen-  alge- 
braischer, logarithmischer  und  trigonometrischer  In- 
tegrale schon  benutzt  ist,  hier  auPs  neue  vor  Augen 
SU  stellen« 

§.  13.  Dafs  1)  f(adv-|- vdu)  ~  uv  +  C  seyn 
mufs,  und  indem  wir  hier  der  Kürze  wegen,  nicht 
fernerhin  die  Constante  anschreiben  wollen , 

dafs  «7  f  { \!—\  —  -    seyn,  und  eben  defs- 

\a         xixxj       u 

halb  bei  den  folgenden  transcendenten  Functionen, 
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dzN 
auch  3)  f((z.ax  4^  X — J  rr  lOg  2P^ 

und  4)  r(4*dx*Iz  -j-  z^xdlz)  n  z*  geyn  mufs, 

davon  sind  wir  dadurch  überzeuge,  dafs  ur^a  eben 
dieae  hier  aufgeführten  zweigliedrigen  DilFeren- 
tiale  nach  einander 

i)  als  d.üv;  a)  als  d.- (Diff.R.  VII§a2u.a3) 

3)  als  d.xU   und   4)  als  d««<»  aus  Diff«R. XII. $« a 
schon  behannl  sind« 

^.  14«    Eben  so  wissen  wir,  dal^s 

f  r 

tCx^.  a™*  dx  A r-  •  n  x^""*  dx)  =;  — - —   seyn  mufs  • 

^  *  mla  ^       m(a         ''  ' 

weil  es  dem  r(X«dS  -f  S.dX)  =  X.3g  unterworfen 

*  "    ■  '  a«« 

ist,  wenn  x»  ~  Xt  und  t-t— ~  26  gesetzt  wird  (M* 

a*  §*6#  No,  (5)* 

$•  i5«  Wenn  uns  aber  etwa  lediglich  fXSdx 
gegeben  ist,  in  wielchem  zwar  X  sowohl  als  3B  Fun* 
ctionen  von  einerlei  ur veränderlichem  x,  aber  doch 
von. so  verschiedener  Art  sind^  dafs  sie  als  ein  ein* 
faches  Differentialproduct ,  als  ein  f(X3B)dx  nicht  in« 
tegrirt  werden  k&nnen,  sondern,  die  beiden  Fttn^ctio- 
nen  X  und  S  als  zwei  Variable  neben  einander 
behandelt  werden  müssen:  so  erhellet  es  aus  den 
uns  bekannt  gewordenen  DifFerentialform«n »  dafs  in 
Beziehung  auf  diese,  und  so  lange  wir  von  diesaa 
ausgehen  müssen^  dergleichen  vorgegebenes  Integrand 
fXSBdx  noch  eines  zweiten  Gliedes  bedürfe,  um 
ein  vollständiges  Integral  der  beiden  Variabein  X  und 
3B  an  die  Hand  zu  geben« 

17  * 
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$.  16.    Das  theilweiae  Integriren 

ist  nun  zur  Behandlung  eines  solchen  Integranden 
eine  sehr  anstellige  Methode.  Um  in  dieser  Hinsicht 
das  theil weise  Differenziiren *  als  solches,  deutlich 
vor  Augen  zu  haben,  mag  "i^d^uv  bedeuten,  dafs  in 
der  Function  nv  blofs  v  mit  einem  Differentiale  be- 
legt  werden  solle,  und  eben  so  dagegen  ^d.uv  be- 
deuten, dafs  lediglich  u  belegt  werden  solle;  indeCs 
durch  das  uneingeschränkte  d  im  d.uv  fernerhin 
wie  bisher  bedeutet  wird,  dafs  jlie  beiden  verändev« 
liehen  u  und  v  auch  beide,  als  solche  differenziirt 
werden  sollen:  so  ist  es  sehr  offenbar,  dafs  das 

allgemeine  Differential  d.uvn  udv-f-  vdu 

allerdings  —  ^d.uv+«d.uv,  nlm« 

lieh  die  Summe  auiL  den  beiden  partiellen 
Differentialen  seyn  mufs,  auch  als  solche  kann 
gefunden  werden«    (VergU  Diff.K.  VII*  $«  ss«) 

Q^  17.  Wenn  man  nun  für  das  theilweise  Inte* 
griren  geradezu  den  Rückweg  dieses  theil  weisen  Dif- 
ferenziirens  einschlagen  wollte »  so  miifste  man 
scbliefsen :    es    . 

mufs  f(udv-|-vdu)  rr  -  (^fudv  4-  "f  vdu)    derge- 

stalt  seyn,  dafs  sowohl  ▼fndv,  als  auch  ^fvdu,  je- 
des für  sich  schon  das  dem  f(udv  -f-  vdu)  zugehd- 
rige  Integral  ausmache;  weil  ja  durch  das  theilweise 
Differenziiren  die  beiden.  Theile  des  Diffierentiales 
aus  einer  Function  entstanden  sejn  würden« 

In  der  That  würde  man  eben  so  auch 
-udz  —  zdu 1  ,,r^2         rZduN        1  /"z       'z\       z 

f         —  ~— (*r «f — -  )  — -(  — —  i~^ 

u*  2  ^    u  u^  y     2  \u  '  uy     u 

sehr  richtig  finden;  und  eben  so 
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auch  f(z»dxlz+2iXx— ^  — -(^fz^dxlz  +  ^fz^xdlz) 

< — '  —  rt^  -i-  z»)  zz  z* 
sehr  richtig  finden.  >  2         ^ 

Es  dürfte  auch  dieses  Verfahren  sehr  zu  empfeh« 
len  seyn,  um  hei  vorgegebnen  zwei^  (auch  mebr^) 
gliedrigen  Differentialen  recht  gewifs  zu  werden^ 
dafs  die  zwei  (oder  auch  mehre)  Glieder  zasam« 
men  genommen »  eben  deshalb  das  Integral  einer 
Function  ausmachen»  weil  ihre  Glieder  theilweise 
integrirt,  eben  diese  Function  2^  (auch  mehr^  Q^^I 
geben.    (M.  s,  DifF.R.XXlI.  §,6.) 

§.  18«  Für  ein  vorgegebnes  eingliedriges  fXSdx 
aber  kann  dieses  nur  durch  folgende  Schlüsse  benutzt 
werden. 

Wenn  man  lediglich  des  vorgegebenen  Integrande'n 
Fartialprodoct  3Bdx  integrirt»  und  dieses  fBEdx  ~  & 
gefunden,  den  übrigen  Factor  X  aber  als  constant 
behandelt,  nämlich" unbelegt  gelassen, 

also  3SrX  •  BB  dx  n  X  ♦  6'  gefunden  hat , 

folglich  3^f3edx.X  +  xfg'.dX  z::  ©'X  -t-@'X  finden 
würde: 

so  mufs  f(X3gdx  +  ©'dX)  =  ©'X  seyn. 

0«  19«    Indem  man  nun  benutzen  will|  dafs 

auch   rxae  dx  +  f©'dX  =  ©'X   seyn   mufs':     so 

wird  dabei 

1)  voraus  gesetzt,  dafs  im  ersten  Integranden  nicht 

nur  X,  sondern  auch  9B,    im  zweiten   nicht  nur 

X   sondern     auch    ©'  —  f3£dx     als    veränderlich 

behandelt  werden   solle;    und  indem  man  ^ann 

ferner 

a)  daraus   folgert,   dafs   fX36dx  =  X.  ©' —  f®' dX 

seyn  müsse;    so  hat   man   hiedurch  für  das  vor- 
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giegebna  Integrand  einen  xweigliedrigen  Aas- 
druck  gewonnen»  dessen  erstes  Glied  (5'X  dnrch 
theilweises  Integriren  ^des  vorgegeb- 
nen Integranden  allerdings  gefun- 
den ist. 

* 

S*  so.  Solch  ein  Auffinden  des  ersten  Glle* 
des  darch  theilweises  Integriren«  wird  nun 
für  das  rückständige  Integrand  auf  folgende  erste 
oder  zweite  Weise  fortgesetzt ,  je  nachdem  ein 
Iter  oder  Ilter,  oder  statt  des  Uten  auch  ein  Illter 
Fall  eintritt« 

Iter    Fall. 

dX 

Sej  —  =:  Q'  dergestalt  gefunden,  dafs  man 
voraussieht»  es  werde  auch  der  »weite  Difterential- 
quotient  i^  =  q\  auch  der  dritte  ^=Q"'  ««d 

s.  w»  in   bequemen  Aasdrücken  Q";  Q'"  u^  s«  w. 

sich  ergeben}  und  sey  überdies  vorher  zu  sehen»  dafs 
aufser  dem  ersten  bereits  gefundenen  Integrale 
fSdx  —  S*  auch  das  zweite  f©'dx  rr  @"  ,  auch 
das  dritte  r®"dx  n  O'"  u.  s.  w.  sich  bequem  auf- 
finden lasse:  so  wird  man  das  §.  19  No.  2  rückstän- 
dige Integrand  fe'dX  als  fS'^^x  =  fe'Q'dx. 

Auch  als  rS'Q'dx  rr  Q'@'  —  r@"dQ'  zu  finden, 
und  dann  ferner  auch  r@"dQ'  r:  Q"6'  —  r6'"dQ" 
zu  finden  fortfahren. 

$•  21«  Die  biemit  nach  und  nach  gefundenen 
ersten  Glieder  des  jedesmal  rückständigen  Integran- 
den, mit  gehöriger  Beachtung  ihres  wechselnden 
Zeichens  benutzt»    haben   wir  nun   schon  gefunden 
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rje  dx ,  X  =;  X  6'  —  Q*  6"  +  Q"  6'" — f ©'"  dQ " , 

,ia  =  xr$d,-^r.f$dx.dx 

dx 
+  g.f33edx3-r.P$dx3.^;  ....  (8 

und  Beben  hieraus  schont 

dafs  +  QC«»-»).  ©(«)  +  r©(n).  dQCn-0 

d(tt— 0  Y  rin— lY 

^a-  ist  +  -35^»f36dx-±f.-r3ßdx».dl^ 

^^^  ungerade  "^^  Glied  mit  seinem  rücliständigen  In- 

tegranden    darstellt,    auch    dieses    letzteren    absolute 

Grüfse   als  f®^dx.Qi^  geschrieben ,    wiederum    die 

Form    des   vorgegebnen  Integranden  .  hat ,    also   wie« 

derum  wie  dieser  in  ein  schon  integrirtes  Glied,  und 

einen  noch   rückständigen  Integranden  zerlegt  wer- 

d'^X 
den  kann;  falls  nicht  etwa  -^ —  rr  O*^     schon    con- 

dx"  ^ 

stant  sich   ergeben  hat,    z*  B.   wenn   X  n  x^    oder 

X  ~  ((09  x)^   gegeben ,    und    n    eine   bejahte   ganze 

Zahl  wäre« 

§•    S2.      Wenn    indessen    das    letztere,    nämlich 
X  ~  (lOflx)^  gegeben  wäre,  und  dessen 
dX~n(f09x)»""»d[09x,  wegen  der  andern  Function, 

als  -7-  n  n      ^        ■    hätte  gebraucht  werden  müs- 
dx  X  ° 

dX 
sen:  so  würde  schon  das  nächste  d-r~   zur  beque« 

dx  ^ 

men  Reihenform  nicht  einfach  genug  ausfallen,  und 

somit  schon  der  folgende  Ute  Fall  eintreten  Können« 

Ilter    Fall. 

$•  &3.     Wenn  im  vorgegebnen  fXdx.X,   die  X» 
Wie  vorhin,     diejenige  Function    bedeutet,    welche 
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zur  Entwickelnng  der  R^ibe  iminerfort  differenzlirt 
vrerden   soll»   gleichwol  von   der  Art  ist,    dars  etwa 

schon  die  X  selbst,  oder  doch  ihr  -r-  ZI  Q'  »     auch 

dx         ^ 

andere  folgende  Diflferentialquotienten  nicht  bequem 
und  einfach  genug  sich  würden  differenziirto  lassen» 
wohl  aber,  wenn  sie  vorher  mit  einem  Factor  q »  q', 
q"  u.  B«  w*  multiplicirt  würden,  dann  sich  einfa- 
che, für  die  Reihe  gut  anstellige  Differentialquo- 
.tienten 

A   «lX_«,    ^q'JqQ  — n/.     clq"dq'dX_«,,,  , 

•'•li7=^'"feir  =  ^  •  J4Jp^=R".. ergeben. 

und  dabei 

f  —  dflc :    f-,  f -  dx.  dx;  f-;r  f-,  f-  dx.dx.dx  u*  8.  w* 
q         '       q     q  '     q"    q'    q 

als    (ST    ;        C"  >       C"  u.s.w.  ge^ 

funden,  auch  bequeme  Integrale  ausmachen  würden: 
^o  wird  im  vorgegebnen»  und  in  jedem  rückständig 
gen  liitegranden,  wo  es  nöthig  ist,  dergleichen  sich 
selbst  aufhebende  Multiplication  des  DifFerentianden 
und  Division  des  Integranden  unternommen ,  und  in« 
dem  man  übrigens  wie  vorhin  verfährt,  dadurch  fol* 
gende  Reihe  erhalten: 

r$dx,x  =  f  — dx.qx  rr 
qy  f?  dx.  Ii3?f  i  [?dx.dx4Ö:^:3?rAf^f?^  .. 

^     q  dx      q  q  dx  dx      q    q  q 

....  ±q(n)R(n)®n+f_|_dx.q("^)l^JL (Q 

Das  aufgeführte  allgemeine  Glied  mit  seinem 
rückständigen  Integranden  ist  das  n^te  der  Reihe» 
wenn  das  erste  als  vorangehendes  Glied  nicbt  mitge- 
zählt  wird;  und  q(n+0  bedeutet  denjenigen  veränder- 
lichen»    X  enthaltenden    Factor»     mit    welchem   |m 
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ruckstSncligen  Inl^granden  dessen  Differentiand  mul- 
tiplicirt  ^werden  mufs,  um  für  das  nächstfolgende 
Glied  einen  schicklichen  Differentialquotienten  za 
haben* 

^  §.   ö4»     Jls  Illter  Fall 

mag  aufgeführt  werden,  wenn  man  die  Function  3S 
selbst  9  im  r3Edx«  oder  auch  ihre  schon  gefundenen 
Integrale  ©%  &'  u.  s.  w*  durch  ein  q  oder  q\  q" 
n.  s.  w«  zu  dividiren  genöthigt  ist,  um  bequem  in« 
tegriren  zu  können ,  dabei  aber  zur  Aufhebung  dieser 
Division  der  übrige,  und  für  das  nächste  Glied  zu 
differenziirende  Theil  des  vorgegebenen  oder  rück- 
ständigen Integranden,  durch  eben  dieses  qt'q't  q" 
n»  s.  w.  unschädlich  multiplicirt  werden  kann.  Die 
allgemeine  Form  der  Reihe  bleibt  die  vorige,  um  so 
mehr,  je  mehr  es  gewöhnlich,  zutrifft,  dafs  man  ge* 
rade  im  III ten  Falle  den  integranden  Theil  zu 
dividiren,  'den  differentianden  Theil  zu 
multipliclren  nöthig  finden  wird.  In  umgekehr« 
ten  Fällen  indessen  würde  ja  «uch  q ,  q' ,  q''  • , ,  •  für 

111  ,,111  -.. 

-.    -7t    -77««»»  f  tind  dagegen  -  ,   ->,    -t?«.*..*.     tut 

4t  ^9  ^"«••t   gelten  können. 

$.    S5,      Zusatz» 

Sollte  das  vorgegebne  Integrand  ein  f3Ed£.X  sejn» 
dafs  nämlich  S  selbst  dia  urveränderliche  Gröfse  wäre, 
auch  bei  Entwickelung  der  Reibe  auf  d3B  differen» 
ziirt  und  integrirt  werden  könnte:  so  würde  zwar 
im  •  Iten  Falle  die  allgemeine  Form  der  Reihe  Mrie« 
derum 

f$d3e.x=xr2d3B-^r.r3ßd$.d3ß+|p.paed3e»-..: 

«bcr  auch  =X  _.g-;-^  +  _._--...ae3m...  (10 


269  Cap.  XIV.    Integrinmg 

Und  aneh  biebei  wird  sowohl  der  obige  nie» 
als  der  III  te  Fall  eintreten  können  t  dafs  man  nem- 
lich  die  Di£ferentianden  oder  ^ntegranden«  um  be« 
qneme  Ausdrücke  dafür  zu  erhalten,  zuvor  durch 
eine  SEfunction  zu  multipliciren  oder  zu  dividiren 
nöthig  tiat^ 

$•  d6»    Anmerkung. 

So  febr  ich  Übrigens  bofiPe»  dafi  die  obige  allgemeine 
Darstellung  dieser  Zerlegongsmechode  für  Anfänger  und  Ge^' 
übte  nützliche  UeberscI^taangen  gewähren  wird;  so  mufs  ich 
übrigens  doch  allerdings  erinnern»  dafs  man  in  der  Aas*' 
Übung  nicht  allemal  die  allgemeine  Reihe  ^8  oder  (9  befol/ 
gen»  sondern  lieber  ans  freier  Hand  zu  zerlegen  suchen' mag, 
indem  man  aus  dem  rückständigen  Integrandeut  wie  aas  dem 
Torgegebnen»  auf  das  nächstfolgende  Glied  der  Reihe  schliefst; 
besonders  da  man  selbst  in  solchen  Fällen ,  wo  sich  schon 
{«fSEdx.dx  nicht  gut  will  integriren  lassen»  und  selbst  auch 

•in  f  -T  f  "^  d  •  dx  »    das   sich  bequem  integriren  liefse »   nicht 

darstellen  will»  dennoch  jene  Zerlegungsmethode  bei  einem 
diesei  Glieder  hier  ergreift»  dann  aber  das  zweite  Glied  so 
ausdrückt»  dafs  es  noch  alle  folgenden  in  sich  hat,  und  nun 
sieht,  ob  sich  das  rückständige  Integrand  so  ausdrücken  las- 
te» dafs  es  dem  vorgegebnen  ähnlich  werde»  und  deshalb 
die  Form  der  schon  gefundenen  beiden  Glieder  auch  für  wei- 
tere Entwickelung  dienen  könne»  Fnr  die  beiden  uns  vor- 
züglich beachtungswerthen  Integranden  0, 7«^  werden  uns 
beide  Reihen  sehr  gute  Dic^nste  leisten. 

ra™«x«dx    als    Beispiel   für   Fall   2    he* 

handelt. 

§»  27.  Für  das  erste  Integrand  ist  in  §•  8»  aller- 
dings  schon  die  Reihe  (1  gefunden.  Wenn  wir  aber 
eben  dasselbe  auch  der  obigen  Methode  des  partiellen 
Integrirens  unterwerfen:  so  werden  dadurch  noch 
zwei  andere  Reihen»  und  beide  sehr  bequem  und 
leicht  gefunden»  indem  dabei  der  sehr  bequeme  Ite 
Fall  ($•  so)  eintritt»  nicht  nur  wenn  man 
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erstens  das  dortige  X  IT  x»,  folglich  das  dor- 
tige 3E  zz  a»^  setzt;  dann  neben  den  sämmtUchen 
Differentialquotienten 

dX  «  ,      ddX  _  ^       „  . 

^=nxn-i;   .^  =n,n-i.x»-*  n.  s^  w- 

auch  f3Bdx  rr  — r-;  f.f3Bdx.dx=  ; — — --   u*  s.  w#^ 

nila   ,  (mla)* 

als  die  sämmtlichen  Integrale  in  sehr  bequemen  Aus« 
drüclcen  sich  ergeben;  sondern  a^ich  wenn  man 

zweitens  das  dortige  X  ~  a»«,  folglich  das 
dortige  £  zz  x*^.  setzt »  die  sämmtlichen  Differentiale 
und  Integrale  ebenfalls  sehr  bequem,  nämlich 

dX  -        ddX  .     #  ^- 

•^  rz  a™*»mla;  -j-^  :::::  a»^.(mia)*  u.  s«  w. 

und  f$dx  =  j^;  f.f$dx.dx=^^;:^^^^^^n...  w. 
sich  ergeben. 

$•  28*  Zufolge  der  Reihe  (8  in  $^  21»  wird  da^ 
her  durch  die  erste  Wahl  erhalten 


fa"«dx,x»~xn  — j — nx^'^-z — rT^+n.n-i.x"-« 


m(a  (mla)*  *       (mja) 


3      •••• 


amx 

...  +  n.n-i n~(r.i)x«'rj— ^±R.ra««d.x«'...ai 

indem  im  rückständigen  Integranden 

durch  R  —  — ^ — ,  V'V^    — ^  •  nämlich  der  constante 

(nla)'^+i 

Factor  des  rten  Gliedes  bedeutet  wird» 

Wenn   nun  n  zz  r^    also  n    eine    ganze  bejahte 

Zahl  ist,    so   wird  der   rückständige  Integrand  mit 

d .  x""'  zr  d  ♦  x^  ZI  o  völlig  wegfallend  sich  ergeben 

haben.      Die  Reihe  ist  daher  mit  dem  rten  Gliede 

^  a"* 

^  n .  n-i»  •••  «2  •  1  •  - — .    ^^    beschlossen  »    nnd   somit 
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das  Integral  ganz  genan  gefunderi.  ^  Bei  jedem  andern 
Werthe  des  n  aber  läaft  sie  ohn*  Ende  fort,  doch 
mit  abnehmenden  Potenzen  des  x,  wenn  x  eine  be- 
jahte Zahl  ist^ . 

0.^  Qg.  Ebenfalls  der  Reihe  (8  gemSfs ,  -wird  da* 
gegen  durch  die  zweite  obige  Wahl  erhalten 

fx»dx.a"«— C+a°« — • t-^-^ ^ 

n+i      «n+i^n+fl.      .n+i,n+ö.n+3. 

.«..^^^"^'^^"""""iR.fxn^d^a^x...  (12 
^  •n+i«n+a*...^n+r.  "^  ^ 

wo  R  wiederum ,  wie  allemal «  den  constanten  Coef* 
ficienten  des   schon  hergesetzten   r  ten  Gliedes ,    hier 

also  R  z:  T  — ^ ^ bedeuten  solU 

^  4'n+i«...«n4*r« 

S«  30.  Wenn  wir  das  allgemeine  fx^dx.a^^anf 
rx^'^dx.ax™^  einschrSnlsen :  so  können  wir  statt  die« 
ser  Reihe  (12  auch  die  folgende  sehr' gewöhnliche 
Form  aufführen 

dx  ^        sk^^        a™*(mfa)*         a™*CmIa)* 

x"  ^ni,x"-*    .n-i,n-2.x»^'^    ,n-i.n-a.n-3,x"'3 

.♦•• ^ ' — -+Rf— --d.a«»^....  (13 

Das  Integrand  fx™(f09x)«dx  als  Beispiel 

für  Fall  II. 

0.  31  ♦  In  5»  9  ist  bereits  eine  Reihe  (3  für  die- 
ses Integrand  gefunden«  Wollen  wir  dasselbe  auch 
der  obigen  Methode  des  partiellen  Integrirens  unter« 
werfen :  so  können  wir  leicht  überzeugt  werden,  dals 
es  dem  Iten  Falle  nicht  zugehörig  ist. 

A)  Denn  wenn  wir  erstens  X  ~  (logx)",  folg- 
lich 3E  ~  X™  setzen:  so  wird 

sich  -g-  _ ^ _  ^ ergeben. 


•  •♦  • 


t    -  ,      •    '      » . 
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und  aomit  Bchon  -r^i  unbequem  mehrglied- 
rig  sich  ergeben  müssen. 

Indem  nun  eben  defshalb  der  Ute  Fall  dergestalt 
eintritt,  dafs  in  der  allgemeinen  ihm  zugehörigen 
Keihe  (9   q  Z=  i>  und  q'  ~  x  zu  setzen  ist:   so  hat 

man   q  -j-  =:  x*-^ — - —  ZZ  n(lx)»-», 
^  dx  X  N    •       » 

,       ,  .   ddX   _.               (Ix)n-9 
also  oq.^^  i:Z  n.n-i*i ^  ;     woraus   nun 

schon  vor  Augen  liegt,  dafs  auch  q''  rz  x,  auck 
q"''  r=  x,  und  so  weiter  jedes  folgende  q  ebenfalls 
tz  X  zu  setzen  ist. 

Dieser  dem  DifFerentialquotienten  zugefügte  Di* 
risor  x  rz  q'  rr  q''  ~  q'"  u*  s.  w#  zum^  Ersatz,^  dem 
jedesmaligen  Integranden  als  Multiplicator  zugelegt, 
wird  nun, 

indem  der  erste  f3Bdx  ZI  fx^dx  n  —    ist, 

in+i 

den  folgenden  f-f3ßdx.dxirr7- jdxrr-i rr  • 

den  dann 

folgenden  f-  f -  f $ dj^ ♦  dx.  dx n  f ; —  rr  r ? 

•        ,         XX..-  (m+i)*      (m+i)^ 

geben,  u.  s«  w««  nach  der  allgemeinen  Reihe  (9  in 
$«  S3.  also 

rx«dx.axMrx)n— -nax)n-x^^j:j— 

B)  Wenn  wir  auch  zweitens  X  n  x™  ,  folg« 
lieh  32  z:  (IpJ  x)tt  setzen , 


/ 
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das  Integral  ganz  genan  gefunden.   Bei  jeder/        .^ 
Werthe   des   n   aber   läuft    sie  ohn*  Ende/    '" 
mit  abnehmenden  Potenzen  des  x»  wen*  jz  d- 

jahte  Zahl  ist^ 

Eben  so 

$,  sg.    Ebenfalls  der  Reihe  (8  . 

gegen  durch  die  zweite  obige  '^' 

n+1      «n+i 
_(mla)»-*a"*x»'.'  *A«r  III te  Fall 

••*•  '*'.n+i^n+a ^  -.  ••  W.  jedes  —  x 

wo  R  wiederum,  wie  s' 

ficienten  des   schon  br  Integranden  entnomme« 

.      ^  (m(a)'         -A  jedesmaligen  Differentian- 

also  H  ZI  7    ■ 

^  rn+i^.. 

$.30.    Wen     ^=(«+0«"=Q'. 

fx"^dx,ax«»* 

ser   Reihe  (1 /-:  (m  +  0*-x"f  ^^o 

Form  auffiT-^ 

dx  ''y,?^- —  (o*+0^*x"  u.  s.    w.    immerfort 

f — a^^s'^  x^J 

^"         ^   tftfo»  g'^'  •   *^  werden  wir  hiemit  wiederum 
/^ß^he  (9  in  §•  »5.  erhalten 

^.i«dx.x»  =  x«+^^^^'.(m+Ox«^-^^ 
'     /fif  n  +  i     ^       ^  «n+iai+s.  . 

.+'^+J.n+a»n+3,       "*"  «n+x . n+a^ ... ♦n+r* 

±Rf(Ix)»+'.d.x«+»..*  +  C...*  (15 

§•  33*  Wollen  wir  diese  allgemeine  Formel  auE 
/^f00x)''^dx«x™  eingeschränkt  wissen:  so  können 
^ir  sie  auch  auf  folgende  Weise  schreiben 

^  ^"*^^P         x"'+'  (m-|-i)  x"+*        (m-fi)^x"+' 

^cioa^'"'     (n-iXlx)"»  ~n.i.n-fi.(lxj«^''.n-  i.n-2.n-3^)"-3* 

(m  4- 1)^>  x"+i  1  11  f  ^  •  ^""*"* 

•  •  •  •  -^  ., — > •+  11 1  t; — ^ 

.n-i,n-2, 


— ^ — --TT-; — hRf;,  ,^  .  ...  (16 

\ n-r.(l  x)«^-»  ^       (Ix)«-'       "^ 


■■V 
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«irbin»  wie  allemal«  den  eonetanten  Factor 
hergehenden,  also  des  leisten  unter  den 
n  Gliedern  bedeutend» 


haben   wir    (nm  nunmehr  das 
egrand  f  x™  dx  (foj  x)**  vor  dem 
^x«a"^  zuerst  aufzuführen) 
ide  drei  Reihen  gefunden» 


.«I 


.  (r  x)»-w      (m+i)»  (tx)»+» 
— n  (Ix)""* ; rT4n.n.i.(Ix)»« 


•••• 


m+i  (m+i)*     *       ^   ^     (m+i)^ 

m+id^O^    (ni+i)x"+'(fx)'H^ .  Cm-n)^x«H-»(Iy)«-f3 
'^  ,n-f-i      .  n  +  » ♦  n  ^-  fl .        »n+i  .n+fi*n+3« 

•     ^     •n+i*n4^«...«n+r,     —      ^   -^  ^**' 

§♦  35*    Für  täJ^  x^  dx  sind  ebenfalls  drei  Reihen 
gefunden , 

x«+»    mia   x"^    (mla)*    x^ts 
*'      n+i  -    1      n+2       1 .  Ä    •  n+3 

t     (mta)^»     xn+f       ' 
*  •i.2»...«r-i.  n+r       T^ 

•lux  sSlX  ^DIX 

*^  m|a  (mla)*  (m|a)*  •  .    '     * 

...  Tn.n-i,...,n-(r+i)x»-«r^^±Rra»«a,xa»...  (U 

^..N      «*»"+*    (m  I a).  a»* xn+«    (mla)*a"i»x»+3 

12/ s *"*——"- *■"    ■  ""'    + "^  ••♦♦§ 

n+i       .n+i,n+2»         «n+Ln+fitn+s* 

_(mfa)»-»a"«x'»+'  ,  «  r  ^j-j     «^      xi^ 

...4:^ ^ iRfx^+^d^a««»,-  (12 

^  4n+iin+s«.M«n-fr.  '^      ■  - 
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BO  wwäß  f3E[dx  rr  f((0gx)ndx  nicht  gut  xategrirbar 
«cyn,  wohl  aber  f  ^  '  ^  ^    dx  als  r=  f((ogx)<^d(ogx  al- 

lerdin^t  ®  n      J^      aehr   bequem  geben«     Eben  ao 
bqquem  wird     ..  t  i 

r  ®'  j     _  (f  X)'*+»  dx  _       (I  X)n+fl  ^, 

ferner  ^—  dx  =.^ir-^- =  ■.      ^    ■    z;  ST  «♦  «•  MT. 

«ich  ergeben;  daher  hier  (iibrigena)   der  III te  Fall 
-dergestalt  ein trht,  dafe.q,  q%  q^  n«  s.  w*  jedes  =::  x 
anzusetzen  ist« 

Da  nun  auch  dieser  den  Integranden  entnomm^ 
ne  Factor  x,  dagegen  dein  jedesmaligen  Differential^- 
den  zugelegt, 
'  d«xX_d.xi»+x  s    «_/x, 

»»• -aj-.= -gjp  =  (m+i)x»  =  Q  , 

*'  ,  •      ji  xO' 
auch -—^  rz  (m-}-i)*.x»,  also 


dx 


d   xO 
auch     *    ^-  n  (m-{-i)^.  X™  u,  a.    w.    immerfort 

sehr  bequem  gibt:   so  werden  wir  hxemit  wiederjum 
nach  Reihe  (9  in  §•  a5.  erhalten 

f  (log  x)«  dx.x«  =  x^+\  ii-^- (m+0  x«-^    ^  ^      ■ 

'  "^z   .n+i .  n+a  ♦  n+3«       "*"  «h+x .  n+i^  .••  «n+r* 

±Rf(Ix)»+'.a.x«+»..«  +  C.«.«  (15 

S«  33-  Wollen  wir  diese  allgemeine  Formel  auE 
f (fogx)''^dx«x™  eingeschränkt  wissen:  so  können 
wir  sie  auch  auf  folgende  Weise  schreiben 

X"  dx  x'P+^  (m-|-i)  x"+*        (m-fi)^x"+' 

Cl09 x)"""  "(n-i)((x)"» "".n- i.nfi.(Ix)>^a''.n- i.n-s.n.sTix)»*-^* 

•  •  •  •       .n-i  .n-a n-r.d  x)--  +  ^M  ^j  ^^,-,  -(10 
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R  fernerbin »  wie  allemal«  den  eonetanten  Factor 
des  nächstvorhergehenden  ^  also  des  letsten  unter  den 
schon  xntegrirten  Gliedern  bedeutend» 

§.  34»  Hiemit  haben  wir  (nm  nunmehr  das 
blofs  logarithmische  Integrand  f  x™  dx  ((og  x)^  vor  dem 
andern  exponentialen  fx^dx^a™^  zuerst  aufzuführen) 
für  fx°^  dx  ((Ogx)'^  folgende  drei  Reihen  gefunden» 


•  ••• 


••♦ 


••• 


m+i  /     (m+i)*  ^   '     (m+i)9 

'.n+i      .ii+i,n-|-fl.        ,n+i,iH-8,n+3,    "'. 
•n+i«n*fs«M.«n+r,     —      ^   ^  v^v* 

■ 

S«  35«    Für  ttfl^x^äx  sind  ebenfalls  drei  Rdhcin 
gefunden, 

^^      x«+»    mia    x»^    (mU)*    »»ts 
''""n+i-    1    *n+2       i.Ä    •n+3***'* 

.    ,     (mia)^«     x^       * 
'  ,i.2».M«r-i.  Ji+r        T^ 

Httx  3inx  a™^ 

*^  mla  (mla)*  (m|a)*  .  .    •*•* 

0mx 

♦  ..  +n.n-i»...tn-(r+i)x»»r — r^±Rra™3cd,x«r...  fU 

^miaj^ 

A t%\      ««  »""^^    (^ '  *)•  ^"*  ^""^^    (m  I  a)*  a«ix x«+3 

n+1       .n+i^n+2»         «n+i.n+fi^n+s»        ♦•♦♦• 

_(mfa)»-»a«xn+»,  «  -  „.    ,     «,      /iu 

>   ,    ^. — iRfx^+'dta«».,.  (ß 

4n+iin+s«.«,4n*fr.  '^      ■    .     ■  ^^ 


••• 
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f  •  36.     Für  m  =r  -^  1    "wird,  dorch  die  Reihe 

'  ix  flx)"-*^ 

3)  niis  f — (loa  x)«*  rz  ^— ^j; —  angegeben,  wie  ea  ohne 

dx 
dies,  wegen  —  r=  d(ogx,   und  der  Hanptregel   des 

algebraiacben  Integrirena  (I.  $•  is)  achon  bekannt  i«t. 

Uebrigens  aber  möchten  die  Exponenten  m  nnd 
n  gegeben  aeyn»  wie  sie  wollen ,  ao  werden  die 
Keihen  3)  und  1)  allemal  ohn*  Ende  fortgebend 
bleiben« 

Dagegen  werden  14)  und  H)  abbrechend  seyti« 
und  aomit  ein  genauea  Integral  gewähren,  w^>^i^  ^ 
irgmä  eine  bejahte  gan^ie  Zahl  ist ;  und  aonat  nicht. 

$•  $Tß,  Ist  n  irgend  eine  verneinte  Zahl,  ao  wird 
ea  wolü  allemal  daa  beate  aeyn,  die  atait  15}  nnd  17) 
hereita  in  §•  33  und  .30  gefundenen,  und-  aehr  ge- 
wöhnlichen Ausdrücke  zu  gebrauchen ,   näiplich    16) 

t^^A^^n  x"»-*-»  (m4-i)x'»-*-»         (m4-I)^x"'^' 

Clx)^^    *(n.i)(|x)»-»   .n.i.n-fl,(lx)'**  .n-x.n-fi.n  3T(lx)«-3' 

\n.x,n.2,..,,n.r.Ox)-'r'*'^-'(no^  '•  ••  ^ 

und    13) 
a»»*dx^p        a"^        a"^(m!a)*         a"^  (m  f  a)^ 
x"'    ^    '*.n-i.x»-»"*.n.i,n-a,x»a"'»n-i.n-2*n-3.x»-a'*** 

♦n-i#n~a^,.„n-r.x'*""'  '        x»-'^^  ^ 


♦••• 


•  •• 


§♦  38*    Wenn  m  dem  Integranden  f'^j r^     der 

Exponent  n  ala  irgend  eine  bejahte  ganze  Zahl 
gegeben  9  und  man  mit  der  EntwickelUng  bis  zum 
n— *  r  ~  1  gekommen  ist,    also  die  beiden  letateo 
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Glieder  der  Reihe  (16 

halten  hat :  so  würde  eine  weiter  getriebene  Entwi» 
chelung  etwas  besseres  nicht  lehren  können »  als  was 
wir  aus  §•  9.  Reihe  (4  schon  whsen ,  dars  nämlich 
das  nunmehr  noch  rückständige  Integrand 

rX"^.,  — ir..   t   "^H-^    Ix  ,   (m+i)'    (Ix)»  / 

f-dx_lU  +  -^.-  +  -j-^--^ 

.$.  39»     Fiir   alle  diejenigen   Werthe  des   x,    bei 

welchen    diese  Reihe    eine  bequeme   summatorische 

Convergenz    gewährt,   wird    man   sie  allerdings   un-> 

mittelbar   benutsen    können»^   Wo  uns  aber  diese  Be» 

rechnung  zu  unbequem,   oder  sogar  diese  Beihe  sich 

divergent  ergeben  sollte«    da  wird  man  bu  bedenken 

I*  \  ■    dsi 

haben,  dats  x"»+*  z:z  b  ffesetzt,   uns  x'^dx  ~   • — -—  ^ 

.     .       m  -J-  i 

1-  /        —loa«  ,  •      5Cn*   j     -*-    4z       .. 

auch  loax  ~         ■  t  und  somit  ;■'   ■■  dx  Tl  7——  Äibt> 
^  m+i*  lOgx  1092^     * 

X™  dz 

also  auch  das  rückständige  Integrand  f--dx  ~  fi— — * 

°  Ix  logs 

geben  muFs;  so  dafs  wir  nunmehr  mit  der  einfache» 
ren  Reihe 

es  BU  thtm  haben  würden» 

§.  40.     Seit  dem  Jahre  igo6  aber   ist  uns  diese 

dz 
Reihe»  als  das  Integral  f.— ^^     für     so     viele    Werthe 

des  e  in  Hrn,  Soldners  logo-logarithmischen 
Tafeln  so  genau  berechnet  dargeboihen,  dafs  man 
nunmehr  ein   Integral,    welches  nur  noch  den  rück- 

18 


\ 


374  (^»P-  ^f^*    InUfrirung 

standigen  Integraoden  Tj —   hat,  fast  für  eben  so  gnt 

gefunden  achten  kann,  als  wenn  das  rnckstSndige 
Integrand  durch  die  gewöhnlichen  logaritbmischen 
oder  trigonometrischen  Tafeln  bestimmbar  geworden 
wäre.  Selbst  Leonhard  Ealer,  der  gröfste  Cal* 
culator  des  vorigen  Jahrhunderts,  und  mit  ihm  die 
übrigen  berühmtesten  Lehrer  in  dieser  Sache,  hatten 
an  der  Ausführbarkeit  solcher  Tafeln  gezweifelt« 
Diese  Zweifel  zur  deutlichen  Würdigung  zu  bringen, 
und  die  Richtigkeit  der  gelieferten  Tafeln  auch  An- 
fingen! TerstSndlich  darzulegen,  schien  mir  keine 
ganz  leichte,  nnd  doch  so  wichtige  Sache,  dafs  ich 
ihr  ein  eignes  Kapitel,  das  XVlte  gewidmet,  und 
überdies  in  dem  XVten,  durch  eine  deutliche  Sum- 
mirnng  der  dahin  gehörigen  harmonischen  Reibe  da- 
su  Torbereitet  habe. 

^.  41«    Wenn  in  dem  andern  Integranden  f  — ^ 

(§•  370  ^^'  Exponent  n  ebenfalls  al»  irgend  eine  be- 
jahte ganze  Zahl  gegeben ,  und  man  mit  Entwiche« 
lung  der  dortigen  Reihe  (15  bis  zum  n  —  r  ^11  ge- 
kommen ist,  also  die  beiden  letzten  Glieder 

-  a«^(m|a)n-fl      ,         (mia)«-«        ^d.a««      ,    , 

als  — ^-- ^ — - —  f erhal- 

.n-i.n-fl*.. .♦2.1.x  '   •n-i.n-S4.,.42»i»       x 

%tti  hat:    so  ist 

wegen  d,a»*  —  mla.a«*dx  (§.  5.  No.  5.) 

(mla)"~«  a"^dx 

auch  r=  — ^ f .    das  letzte  Glied,  mit 

.n-i.n-24...*2.i#        X 

dem  rückständigen  Integranden 
a«xa)c_  mlxx       (mU)*x2       (mla)3x^  , 

Für  solche   Werthe   des  x,    bei   welchen   diase 
Heihe  eine  bequeme  Convergenz  hat,  wird  man  sich 
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immerhiiv  noch  ihrer   bedienen;    aonst  aber  bedenkt 
man^    dafa  man,    a>°^.=i2    geaeut»   auch    mxloga 

—  (oa  z  f  also  X  —  —7— ,  nnd  dx  ~ r-  » 

^  mla  a«mla 

,      «aP^dx        r  B.ds     in(a        ^  dz     ,  ,    , 

also  l rr  1 p-.t rr  f, hat,  und  da* 

X  2»mla   lOjz  lOgz 

her   auch  dieses  hier   rüchständige  Integrand  vermit« 

telst   der    eben   erwähnten   Soldnerischen   Tafeln  ge* 

naü  genug  berechnet  erbalten  kann, 

§•  49.  Nunmehr  wissen  wir  also  von  den  bei- 
den Integranden  fx™(l08x)»dx  und  fa^^x^dx,  dars 
sie,  wenn  ibr  Exponent  n  eine  bejahte  ganze  Zabl 
ist»  sogleich  durch  die  Reihen  (l4  und  (H  genau» 
das  heifst,  durch  eine  endliehe  Gliederanzahl  9  be- 
stimmt gefunden  werden;  wenn  aber  in  diesen  ih- 
ren  Ausdrücken   der  Exponent   n   eine    verneinte 

ganze  Zahl  wäre»  dann  diese  Integranden  als  frj -^^dx 

und  t— ^dx    (nach  §,  37«  bis  §.  41.)    auf  das  Inte« 

grand  f  t gebracht  »^    und    vermittelst    der    loga- 

rithmischen   Tafeln    genau    genug    können   gefunden 
werden. 

§.  43*  Wenn  aber  in  diesen  beiden  Integranden 
n  weder  eine  bejahte  noch  eine  verneinte  ganze  Zahl, 
sondern  irgjend  ein  Bruch  ist:  so  werden  wir  allge- 
meine Betrachtungen  über  den  unendlichen  Fortgang 
dieser  Reihen  am  besten  auch  aus  ihren  ganz  allge- 
meinen Ausdrücken,  für  das  Integrand  fx°>(iDgx)'^dx» 
also  aus  den  drei  Reihen  in  §.  34  abnehmen  können» 

Bei  der  dortigen  ersten,  der  Reibe  3)  ist  es 
ziemlich  leicht  zu  sehen ,  in  welchen  Fällen'  sie  eine 
bequeme  Convergenz  gewähren  möchte*    Wenn  maa 

18  * 


J76  Cap.  XIV.    Integrirung 

aber  in  dieser  Hinsicht  die  beiden  öbrigen  in  An« 
spmcb  nehmen  mufs:  so  ist  es  zuvörderst  allge* 
mein  gewifs,  dafs  jede  Fortsetzung  dieser  Reihen 
nach  ihrem  bereits  gefundenen  r  ten  Gliede ,  auf  der 
Entvrickelung  des  dabei  noch  rückständigen  Inte- 
granden  beruht. 

Da  nun  in  der  Reihe  (14  der  rückständige  Rei* 
hentheil 

dir 

i  R  f  x»+i.  d  (I  x)«^ = ±  R .  n-r.  f  x«+».  ((og  x)»-<»+»}  Jl^ 

=  ±  R  r X«  (fog  x)'*-C»^0  dx , 

In  der  Reihe  15)  dagegen  der  rückständige  Reihen» 
theil 

rz  ±1[lfClx)«»+*d.x«+»r:R.m4i-fx«CIo9x)n+*dx  ist, 

so  ist  nun  leicht  zu  sehen ,  dafs  man  für  ein  gebro- 
chenes'bejahtes  n  die  vorletzte  Reihe  (14»  für  ein 
gebrochenes  verneintes  n  dagegen  die  letzte  Rei- 
he (15  zu  ergreifen  hat«  um  durch  irgend  ein  r  da- 
hin zu  kommen,  dafs  das  rückständige  Integrand  et- 
wa nach  der  Reihe  3)  entwickelt»  eine  convergente 
Reihe  gebe» 

Eben  so  kann  man  für  das  Integrand  fa°^^x»dx 
aus  den  rückständigen  Integranden  in  (11  und  (12 
(§•  350  beurtheilen  ,  welche  Reihe  man  zu  verglei- 
chen» und  bis  zu  welchem  rten  Gliede  man  sie  zu 
befolgen  hat»  um  das  tückständige  Integrand  nach 
Reihe  (1  convergent  entwickeln  zu  können. 

§,  44.  Hiemft  hoffe  ich,  für  die  Absichten  die- 
ses Lehrbuches  hinreichend  es  dargelegt  zu  haben, 
dafs  wir  im  Nothfalle  jedes  f  xi°  (log  x)^  dx  und  jedes 
fa'^x^dx  würden  zu  integriren  wissen;  ob  es  gleich 
bisweilen  etwas  mühsame  Rechnungen  verlangen 
dürfte.  Uebrigens  aber  müssen  wir  nicht  die  Hoff- 
nung aufgeben,  für  einzele  Fälle  hie  und  da  noch 
bequemere  Reihen   auffinden  zu  können«     So  ist  es 
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freilieb  etwas  Mrertb  zu '  wissen ,  dab  man  für  den 
Fall  einer  gegebnen  gansen  Zabl  n 

im  f  X"  (log  x)'~"  dx  —  It- — ^  dx 

und    f  a"«  x"^  dx    n  f —  dx  ,   vermittelst   der 

X" 

Soldneriscben  Tafeln  genau  genug  integriren  l(ön« 
ne.  Allerdings  aber  ist  der  Gebraucb  dieser  Tafein, 
wie  wir  im  XVlten  Kapitel  es  seben  werden«  bis- 
weilen etwas  mühsam  ,  daber  icb  scbon  oben 
geratben  habe,  lieber  der  dortigen  Reihen  sieb  zu 
bedienen,  falls  sie  hinreichend  convergent  sich  be* 
weisen.  Wenn  wir  z.  B.  für  das  zweite  Integrand 
nach  dessen  allgemeiner  Reihe  so  viele  r  Glieder  in- 
tegrirt  haben,  bis  das  gegebne  irz:-^(r-[-i)  gewor- 
den, also  der  rückständige 

Integrand  IT  jprA — v     ■■   ■■ '  ■■         f —  a«*    ist:     so 
"  (n-f-i).n-f-fl^ 2-1.    X 

mag  man»  ehe  man  äu  den  logologarithmiscben  Ta- 
feln greift,  zuvor  prüfen,  ob  man  für  diejenigen 
W^^fthe  des  m  und  x,  für  welche  man  das  Integral 
zu  wissen  nötbig  hat,  etwa  nach  der  Reihe 

f — a««  — C+lx+mJa.-  +  ^ ^. — ^+^ ^. — ....  (2 

oder  i  :r:K+ICmx.la)  +  mxla+^ ^+^^ ^••••(6 

ziemlich  leicht  zum  Ziele  kommen  könne«  Und  nun 
bietet  sich  hier  überdies  noch  eine  andere  Reihe  dar; 
nämlich 

X  '  ((xmla)     (xrala)*    (xmla)"* 

welche  bei  einigen  a,  m  und  x  ungemein  stark  con* 
vergirend  seyn  kann.  Man  erhält  sie  aus  der  Reihe 
(11 »  das  dortige   n  m  —  i   geiordertt 
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Fünfzehntes  CapiteL 

Reihen  -  Summirung  durch   Differential  •    und 

Integral  •  Rechnung. 

I 

§«  I.     Aufgabe. 
Die  naiürliche  harmonische  Reih^ 

ü  jede  bejahte   ganse  Zahl  bedeutend,    au 
aummiren, 

Auflösung.     Fig.  04. 

V     0*  a«    Von  A  aas  seyen  die  Abscissen, 

A  bis  1  —  K  =:  1  :      A  bii  0  n  a  :     A  bis  3  ~  s  f 

A  bis  4  rr  S   n,  s.  w.  Aofgetragen,  und  in  ihren  £|id- 

puncten  die  normalen  Ordinalen  E  IT  1;    F  zi  —.; 

G  —  — ;    H  rz  —    n.  0«  w««   überhaupt  der  Abscisse 
3  4 

m  n  die  Ordinate  —  -  ,   und  der  Abscisse  —  n  -|- 1 

n  /  ' 

die  Ordinate  ■        ■■  zugeordnet,  so  sind 

die  Zahlen  der  Reihe    1  {     -   ;    —  ;  .....    -  ;  — ; — 

23  n       i)-^i 

als  die  Linien  i.E;  -E;  -E;  ....  -E;  — ; — E 

2         5  n      '  n-j-i 

uns  dargestellt,   E  die  beliebig,  angenommene  lineare 
Einheit  bedeutend, 

Ueberdies   aber  mufs  auch  in   jedem  Fnncte 
der  Abscissenlinie   vom  Functe   1    an^    eine  Abscisse 
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AP  rr  X  beendigt  >   und  die  Ordinate  PQ  r:  y  rr  - 

ihr  zugeordnet  gedacht  \rerden,  um  durch  die  £nd* 
puncte  dieser  y  die  Curve  EQN  u.  &•  w*  «tetig 
bestimmt,    und    somit    auch    ein   Fllcfaendifferential 

ydx  r=    **  dx  eich  denken  zu  können,  Mrelches  mit 

dx  n  o  geworden,  zu  der  mft  x  veränderli- 
chen Endgränze  der  Fläche  t,BQP  geworden  sey; 

dx- 
also  Cydj^  n  f — '  zz  fdlogx  —  logx 

uns  geben  müsse,  in  ao  weit  die  Gröfse  dieser  Flä« 
che  von  ihrer  mit  x  verinderlichen  Endgrän- 
ze abhängig  ist« 

Wegen  ihrer  irgendwo  anzunehmenden  An- 
fangsgränze  ein  constantes  Glied  C  hinzuge- 
fügt, haben  wir  also  fydx  =z  (ogx  -|-  C,  und  da* 
her  G  r=:  o,  wenn  wir  den  Anfang  dieser  Fläche  in 
der  Linie  i  bis  B,  dieser  Ordinate  der  Abscisse  xzzi, 
hiemit  fordern. 

Indem  es  hiemit  gewiCs  ist,  dafs  durch  die  Zahl 
(09  X,  die  Fläche  i,BQP  ganz  genau  und  vollständig 
ausgedrückt  wird;  so  ist  es  eben  dadurch  gewifs, 
dafs  dieses  nur  vermittelst  einer  Flächen-Einheit 
geschehen  kann ,  welche  die  Einheit  der  Flächen* 
Zahl  (09  X   ausmachen   mafs.      Diese  Einheit   ist  nun 

die  dem  (09  x  =  (ogh  =  (090,7188888  •••  —  ^  zuge« 
hörige,  zwischen  der  geraden  Linie 
1  bis  F  rr  1,718  —  »nd  der  Curve  BQ'  von  den  Or- 
dinalen E  und  FQ'  begränzten  Fläche,  die  daher 
bei  der  bereits  angenommenen  linearen  Einheit  £, 
auch  dem  in  der  Figur  punctirten  Quadrate  £,£ 
gleich  seyn  mufs. 

Um  uns  deutlich  daran  erinnert  zu  wissen ,  dafs ' 
die  logarithmiachen  Zahlen»   die  logx,   hier  Flächen- 
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gröfsfn  andemen müssen;  woHcp  wir  fy  dxrr((08x).EE 
schreiben;  wodarch  wir  dann  auch  auf  die  wesenN 
lieh  beachtungswerthe  Frage  aufmerksam  gemacht 
werden,  wie  wir  aus  solchem  Flächen -Integrale 
auf  die  Summe 

der  Linien  i«E4--E4--E4*7-£t««««« 

'   «        *    3       '4 

möchten  schliefsen  K5hnen ! 

§«  3.  In  der  Tbat  wird  dieser  Sehlnfa  nur  da« 
dul^ch  eine  anschanUche  Deutlichkeit  gewinnen  kön- 
nen ,  dafs  wir  uns  auvörderst  statt  dieser  Linien 
ebenfalls  Flächen,  und  «war»  fernerbin  ££:z:£.Ez:£^ 
bedeutend , 

die  Fläch«n  i.EE  +  -E£  ^-  L  ££  4.  i  ££ 

^  O  •r 

darstellen;  da  es  dann  dnrcb  die  graphische  Darstel- 
lung in  Fig«  95  vor  Augen  liegt, 

dafj    j,EE  —  »D.EE  zr  (foga  — (ogO.EE 
i.EE  —  »D.EE  =  (lefl3~l0g3).EE 

\.  EE  —  »D.  EE  =  ({084  —  IO0S).  EE     ' 
i.EE  —  -»D.EE  =:  (roj5  — l084).EE 

TT 

u*  B.  w.  jeyn   mufs  •    durch    'D;    ^D;   ^D;  u.  s.  w. 

diejenigen  Zahlen  angedeutet«  durch  welche,  eben« 
falls  vermittelst  der  Flächen  -  Einheit  E.E  n  E°.  das 
erste,  das  zweite,  das  dritte  krummlinige  Dreieck 
in  der  Figur  ausgedrückt  werden  müfste. 

Eben  so  nun,  wie  wir  aus  den  hergesetzten  4 
Gleiehungeu  zusammen  genommen  schliefsen  können, 
dafs  auch  in  unbenannt^n 
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Zahlin  <    *.        8   "^  3    ■     4  >  =:  lo05i  «nd  «o- 
(^-^D  -  »D  —  3D  —  -»DJ 

'mit  auch  i  ^-i-f-i-f  1  r:  logfi  +  'D+«D+«D+<D 

*  W  T" 

ieyn  m\x{s\   eben  6o   ist  es  einleuchtend »    dafs  über« 
haupt 

seyn  mufa« 

j^«  4.     Wünschen  wir  statt  des  fOd(n-|*i)  in  deif 
rechten  Seite ,    lieber  log  n  zu  haben »    «o   braachen 

wir  nur  zu  bedenken,  dajjs  n-j-i  auch  zz  ^(ji-^--) 

ist,   also 

log  (n  -f  i)  n  log  n  +  log  (i  +  i\  folglich  (DlftR.  X.  36) 

auch  iz  (og  n  "4-  —  •—  ••^-s-  -}-  •••-y — .  — — •  • ,  •  #  • , 
'^      '  n       an*   *  3n»       4n^    •-      * 

seyn  mufs;  wodurch  wir  nun  erhalten 

§.  5.    Für  nrroO  wird  wegen  -  r: -—=0,  dia 

^,,1  Ij^l  ^!j*  ** 

n       an-*    '   sn^       4n'*   '  ßn^       6n^ 

auf  das  völligste  sich  vernuUen ;  immerhin  aber  wer- 
den in  der  Gleichung 

*        3  00 

neben  (OgOO  noch  die  Zahlen  der  unendlich  vielen 
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Dreiecke  vorhanden  bleiben,  welche,  wie  wir  nach- 
her es  erörtern  werden ,  fiberhanpt  die 
Summe  ZZ  0,577121566  •*•  geben  müssen» 

Q.  6.    Durch  die  graphische  Darstellung  Fig.  05 
ist  es  anschaulich,    wie    die    unendlich    lange 

FUche  (1  -4 1 •..  H )  ♦  E  E     aus     sweierlei 

Flächenräumen  besteht;  indem  dereine  n ((og 00)« ^^ 
in  der  Ordinate  n  E  an£angend«  zwischen  der  un- 
endlichen  geraden  Linie  1  bis  U,  und  der  unendli- 
chen krummen  Linie  EMU»  immer  schmäler  and 
schmäler  freilich  werdend,  aber  doch  überendlich 
fortlaufend  ist.  ,  Dafs  diese  Fläche  überendlich  groEs 
aey,  würde  auch  dann  uns  anschaulich  bleiben, 
wenn  wir  uns  die  überendliche  Länge  der  genann- 
ten geraden  Linie  als  ein  erreichtes  VoUgrofs  dersel- 
ben vorzustellen  rermöchten,  und  dann  der  völligsten 
Wahrheit  gemäfs  die  Behauptung  hinzufügen  müfs- 
ten,  dafs  in  diesem,  vollgrofs  entfernten  Puncte  U 
der  geraden  Linie,  auch  die  Curve  diese  gerade  Li- 
nie berührend  geworden  sey, 

$«  7,  Die  zweite  Flächengröfse  besteht  in 
der  Summe  der  unendlich  vielen  Dreiecke 

=  »D,EE  +  *D,£E  +  3D,EE....+  «D,EE. 

Von  dieser  Summe  ist  es  sogleich  anschaulich 
einleuchtend,  dafs  sie  um  ein  merkliches  kleiner  als 
1 « ££  0eyn  mufs.  Denn  wenn  wir  uns  statt  der 
krummlinigen  Hypotenusen,  in  diesen  Dreiecken,  zu- 
vörderst  ihre  Sehnen  vorstellen:  so  ist  es  einleuch- 
tend,   dafs  die   vollgrofse  Summe  aller  dieser  geradli- 

E    E         1 
nigen  Dreiecke  ganz  genau  n:  — - —  ~  —  EE  ausma- 
chen  würde;   und   nun  eben   so    einleuchtend,    dafs 
die  noch  übrigen  FlächengröCsen  zwischen  den  ge- 
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radelinigen,  und  den  von  uns  sogenatinun  krummU- 
nigen  Hypotenusen »  bei  weiten  noch  nicht  so  viel, 
als  die  vollgrofse  Summe  derjenigen  geradelinigegi 
Dreiecke  belegen  kann»  welche  zn  den  vorigen  Drei- 
ecken hinsugefügt  eine,  yollgroffe  Snmme  von  Paral- 
lelogrammen« iz  !•£•£  geben  müfste;  indem  ja  —  E 
die  Grundlinie  eines  jeden  Parallelogrammes «  und 
ebenfalls  zz  £  die  Summe  ihrer  sämmtlicben  Höhen- 
linien  seyn  würde. 

§•  8*  £ben falls  geometrisch  anscbaulich  Ist  ea, 
dafs  vom  loten  gerad^linigen  Dreiecke  an^  wel- 
ches wir  durch  '^^«££  bezeichnen  wollen,  die 
Summe  aller  noch  übrigen, 

C^^  +  ^D  +  '^S)  ...  +  •©).££=—.££ 
die  Summe  ('*'«©  +  «°»©  +  »o»2)..,+  «^©)JB:£=:JL.eE 

100 

die  Summe  («°o°£)4-'°°'©...  + '®2)).£Er:-i-..EE 

*  '  1000 

gans  genau  seyn  mufs. 

Da  nun  jedes  D«EE  — S.EE  zz  fJf.EE  genannt, 
dieser  Flächenraum  zwischen*  der  geraden  und  krum^ 
men  Hypotenuse  allemal  beträchtlich  kleiner,  als  das 
geradlinige  Dreieck  SD  •  ££  ist :  so  ist  hiemit  auch 
einleuchtend,  dafs  die  Zahlensumme 

xcg^  "8+  "g.-.  +  «'g^lö,! 
die  Summe  «^^g  +  «^«g  +  *«^g  ♦♦,  +  *^g  <  o.oi 
die  Summe  «oo^g^-^ooig^ioeag  ,^^  4.  «g  <  0,001 

u«  s,  w«   seyn  mufs« 

Gesetzt  also,  man  wäre  dessen  gewifs, 

dafs  »D4- *D+3D,,^^iooocoD_  0,577218  ....  ge- 
funden, diese  Zahl  in  ihren  ersten  Decimalstellen  aus* 
genyacht  richtige    Ziffern  hätte;    so  wäre   man  eben 
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dadarcb  Tertfcberf,  dab  durch  die  sämintlicbeii  fibri- 
gen  Dreiecke  kein  Zuwachs  für  diese  2abl  entstehen 
könne «  der  m/ebr  als  böcbstens  o,  000009999  *  •  •  •  be* 
trüge,  wodarcb  also  auf's  höchste  nnr  die  510  Deci« 
maiktelle  um  1  vergröbert  werden  könnte« 

§.  g.    Eben  die  Gleichung  0«  5« 

Ä       5  00 

calculatorisch  betrachtet,  sind  wir  nun  schon  durch 
Vorerinn,  IV.  Lehrs,  $«  9  gewifs,  dafs  die  linke  Seite,  in- 
dem sie   eine  zyvät   gliederconvergente,    aber  nicht 

•ummatorisch  convergente  Reihe  ausmacht,  durch  ei« 

■  

ne  noch  ao  grofse  Zahl  nicht  abgereicht  werden 
kann;  sondern  wenn  man  die  Summe  der  ersten 
»Glieder 

i.+  '^  +  -T-  ••♦-{•—  gefunden  bitte,  dann  die 
Summe  der  rückstlndigen  Glieder 

■    ,    ■  +  — T —  . .  •  +  -  ,  ■     bis  zu  einem  angebli- 
n+i    '    n  +  Ä  •    n-|-r  ® 

eben  (n4-r)ten  hin,   schon  mehr  als    —     sicherlich 

n 

ausmachen  würde« 

Da  wir  nun  von  der  Dreiecksnmme  in  der 
rechten  Seite,  durch  §.  q  echon  dessen  gewifs  sind, 
dafs  sie  ausgemacht  kleiner  als  1  seyn  mufs:  so  ist 
dadurch  schon  so  viel  gewifs,  dafs  auch  der  togOQ 
au  grofs  seyn  mufs,  als  dafs  er  durch  irgend  eine 
noch  so  grofse  Zahl  könnte  abgereicht  werden. 

§.  10,  Die  ersten  Dreiecke  sind  von  beträchtli« 
eher  und  merklich  verschiedener  Grofse;  daher  z.  B. 
die  Summe  der  10  ersten,  vermittelst  der  Gleichung 
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am  leichtesten  eich  dadurch  >  finden  iSfstt  daCs  n^an 
die  10  ersten  Glieder  der  harmonischen  Reihe  an« 
mittelbar  summirt,  und  von 

ihrer  Summe  ZZ  s»  9S896035  ••« 

den  log  II  ZZ  fl,397898s7««*  abzieht» 
-vrodurch  sich       o«53io6998.m  =  'D+«D,+  3D,.*+«0U. 
ergibt. 

$.  11.    Da  es   aber  ans  der  graphischen  Darstel* 
lang/ Fig.  fi5,  einleuchtet,  dafs 

das  Dreieck  »D ♦££=—££—  [I08(n+i)--Iogn].EE 
also  die  Zahl  °D  =  -1  —  log  (i  -t  ^\  «'«o  (Diff.ILX.iy.36) 

so  mufs  von  einem  gewissen  n  tfn ,  schon  '^D  ^  - — - 

2on 

scyn,  folglich  auch  n+iD<;  ■  ■     ,  ■  ■■     seyn;      daher 

nun,  wenn  man  sich  die  Reibe  für  eine  grofse  An- 
zahl von  Dreiecken  berechnet»  und  ihren  Ertrag  bis 
zur  8^ci^  Decimalstelle  hin  genau  gefunden  hätte, 
dann  noch  so  viele  der  fernerhin  folgenden  Dreiecke 
hinzugefügt,  dennoch  ihr  Zusatz  immerfort  zu  unbe« 
trächtlich  seyn  würde»  um  bis  in  jene  8  ersten  De- 
cimalstellen  hinein  zu  reichen«  Schon  die  wenigen 
ersten  10  Dreiecke  berechnet,  haben  0,5  für.  die  er« 
ste  Decimalstelle  gegeben;  und  möchte  man  nun  von 
den  folgenden  Dreiecken  '^D.EE;  '^D.EE  u«  s.  Wt 
noch  so  viele  hinzufügen:  so  würde  doch  bei  allen 
diesen  Summirungen  die  erste  Decimalziffer  o,  5  im* 
merfort  dieselbe  bleiben» 

Euler  hat»  obgleich  durch  ganz  andere,  als  die 
von  uns  aufgestellten  Ansichten,  die  hieher  gehdri* 


» . 
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■       ■ 

ge,  in  vielfacher  Hinsicht  merkwürdige  Zahl 

0.5772156649015325  •«•  bis  auf  diese  16  De- 
cimalstellen  dergestalt  berechnet,  dafs  sogar  diese 
t6  Stellen  unverändert ,  iminerfort  dieselben  bleiben 
würden  t  wenn  man  auch  noch  so  viele  Dreiecke 
(um  dafür  nach  meiner  obigen  anschaulichen  Dar# 
Stellung  mich  auszudrücken)  hinzufügen  wollte.  Von 
andern  ebenfalls  sehr  zuverlässigen  Calculatoren »  vor« 
süglich  dem  Hm,  Prof«  Rot  he»  ist  die  Berechnung 
noch  weiter  getrieben» 

$•  ifi*  Da  wir  durchaus  und  überflüssig  zufrie- 
den seyn  können,  wenn  wir  bis  auf  die  ^ie,  oder 
7te  Decimalstelle  genau  zu  rechnen  wissen:  so  kön^ 
neu  wir  behaupten»  dafls  allemal 

*  +  T  +  T •••  +"^  =  ^^8  (n+O  +  o, 577^2566  «eyn 

mufs  für  jedes  n»  welches  grofs  genug  ist»  um 
durch  die  ihm  zugehörigen  »D-f-^D  +  3D...4-nD, 
für  jene  q  Decimalstellen  die  darin  aufgeführten  Zif* 
fern  schon  eingeliefert  zu  haben« 

Für  kleinere  n  aber  müfste  diese  sogenannte 
constante  Zahl  gehörig  correctirt  werden ,  indem  ja 
nach  unsern  bisherigen  Darstellungen  dergleichen  Zahl 

von  der  harmonischen  Reihe   1 -\ 1 ••. -I le- 

*    Ä    '    3        *    n 

desmaliger  Endgränze—    eigentlich  abhängig  ist» 

keinesweges  etwa  eine  durch  den  Constanten  Anfang 
dieser  Reihe  bestimmliche  Integral  -  Constante  aus- 
macht; von  welcher  wir  vielmehr  schon  in  ß.  2. 
uns  versichert  haben,  dafs  sie  gerade  —  o»  nach  un- 
sern obigen  Darstellungen,  würde  seyn  müssen* 

$»  13«     Anders  allerdings  verhält  es  sich  mit  die«' 
ser  merkwürdigen  Zahl  0,57721566  »•»  nach  Eulers 
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Gange  in  seiner  Calculiriing.  Nach  einer  allgemeinen 
Summirangs- Methode,  mit  deren  schwieriger  Dar- 
Stellung  ich  die  Fractiker  nicht  glanhie  belasten  zu 
mi|ssen ,  hat  er  aas  der  harmonischen  Reihe 

N  ZZ  1  -| j •••  +  —    veränderlicher  EndgrSn- 

ze,  durch  Integrirung 

rdN=:tn+i«l£  +li- l^a 

'     an        an*    '    4n**        6n* 

als  eine  mit  n  veränderliche  Gröfse  des  N  gefunden« 
Da  nun  dieser  Ausdruck  für  n  ZZ  i 

schon  rzo^ —  — £-l---2—  ^^^^,.  angehen 

'     fl         fi  4  ^ 

würde:  so  mufs  man»  um  für  n  ~  i »  auch  N  Zü  i 
zu  haben,  im 

N  =  In  +  JL  — ^4.5%-^  ...  4-  Const 
*    sn      an*  ^  4n*      6n<*  .        ' 

1        R         R         B 
diese  Const  ~  — -l — J  —  ^J---i  ^,.  ansetzen » 

fl   *    a         4   :    6 

welche ,  nach  diesem  Gange  des  Eulerischen  Cal- 
culs«  allerdings  nun  durch  die  geforderte  constan- 
te  Anf angsgränze  i  des  Integrales  fdN  bestimmt 
wird« 

$•14«     Lediglich    wegen    der. Divergenz   der 
Bernoullischen  Zahlen  *) 


*')  Durch  Bj  ;  B,  ;  und  so  wslcsr  bezeichne  ich  die  er- 
ste, zweite,  •••  Bernoullische  Zahl  mit  Hrn.  Eytel- 
wein  in  seinen  Grundlehren  der  höhern  Ana* 
lysis,  Berlin  1824 ;  da  es  bekannt  ist ,  mit  welcher 
glücklichen  Sorgfalt  dieser  zuverlässige  Lehrer,  na* 
mentlich  auch  die  rsthsamsto  Charakteristik  zu  Wählen 
weifs*  f     , 


1 

368  Cap.  XF.    Reihm  -  Summirung 

II   —  A  .  n   —  ^  .  n   —  7  .  ti    —  S8t7  . 

B,  ^  gg  ,  B,  _  —  .  B,  _  g.  ,   Bs  _  .^j^  i 

Bp  rr  54*973  u.  a.  w»  kann  nun  diese  Cönatante 
unmittelbar  durch  n  zz  t  gesetzt,  aogleich  annä^ 
hernd  nicht  gefunden  werden« 

Da  aber  Euler  für  n  n  lo  die  Gleichung 

hat,  deren  linke  Seite,  durch  unmittelbare  Summ!« 
rung  dieser  nur  logliedrigen  harmonischen  Reibe, 
leicht  £U  finden  ist,  und  in  der  obern  Zeile  der 
rechten  Seite  nunmehr  die  Glieder  wegen  der  he* 
trSchtlich  wachsenden  Divisoren  immer  kleiner  und 
kleiner  sich  ergeben:  so  kann  hiedurch  die  unterste 
Zeile  der  rechten  Seite  n  0,57721566« ••  allerdings 
gefunden,  und  als  eine  von  der  geforderten  Anfangs* 
gränae  1  der  Reihe  abhängige  Integral^ Const an 1 6 
gefunden  werden« 

§•  15«    Nach  diesem  Gange  des  Eulerischen  Cal« 
culs  ist  daher  als  ganz  allgemeine  Gleichung 

,4.1+1      +l-rn4-J--^'4-^_A3 


•  •  • 


+  o>577äi566  ♦»• 

gefunden,  und  auch  zum  Gebrauche  unmittelbar 
dienlich,  wenn  n  eine  so  grofse  Zahl  ist,'  dafs, 
der  BernouUischen  divergirenden  Zahlen  ungeachtet, 
die  Reihe,  wegen  der  stark  wachsenden  Divisoren, 
sogleich  als  eine  summatorisch  convergirende 
Reihe  sich  ergeben  mufs.  Der  Beweis  für  diese 
snmmatorische  Convergenz  ist  mir,  bei  allen  darüber 
^vorgefundenen ,  und  selbst  versuchten  Angriffen ,  im- 
mer so  schwierig  geblieben  >   dafs  ich  nicht  gerathen 
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finde,  hier  dergleichen  mitsutheilen;  beaondeis  da 
ich  von  den  Bernoallifchen  Zahlen  einen  anderwei« 
tigen  Gebrauch  zti  machen  nirgend  nötbig  haben 
werde«  Allerdinga  würde  man  von  der  erwähnten 
Convergenz  sehr  allgemein  übenetengt  aeyn  mitisen^ 
wenn  tnan  auf  diesem  Wege,  rein  und  völlig «  von 
der  allgemeinen  Richtigkeit  der  vorigen  Gleichung 
für  jeden  Werth  des  n  sich  überzeugt  wissen  >yoJlte* 
Die  stärkste  Convergenz  aber  wird  man  sehr  offen* 
bar  für  den  Werthfall  nnoO  erhalten,  fär  welchei^ 
auf  diesem  Wege  sich  die  Gleichung 

•  • .  +  Of  577fl»566  ergibt. 

$•  i6«     Durch    unsere    obige,  aehr    anschauliche 
Darstellung   haben   wir,    schon  in  $.  3«,    die  Glei* 

Chung   c?)        • 

i^-^4-i-..«4-^r:Iog(n+i)-f-»p4-«D+»D.^+«p 

erhalten. 

Wenn  wir  ntin  nach  $«  g  bedenken ,  daCi  jedes 
nte  Dreieck 

«D  =  ^  — lOflCi+^Viat,    folgHch 

aHchr:-  — Ipg*— rr-^toj»— tog(n+i)  aejm  mnfiif 

und  demnach   ^B  zz  x  ^  o  -^  \»%a 

*D  =  J  +  (O0S  —  I093 

>D  =  I  +  (003  TT  toj4, 

3 
überb.  alÄO  «-»D  =  ~  +  100  (n-i)  —  (ogn 

und   »D  ^n  -4*l0fti^~I^0('^^O  0^70  muCs: 

19 


390  Cap.  XV.    li§ihm  •  SitOantnmg 

80  ist  uns  hiemit  die  obige  Oleicbnng  J^)  iogar  ale 
TöUig  identisch  vor  Aogen  gestejUt« 

.         ■    • 
$«  17.     Als  solche  identische  Gleichung   i/irfirde 

sie  uns  für  die  Berechnung  der  harmonischen  Reihe 

Irgend    eine   neue  Lehre    nicht    gewähren    können, 

Wenn  wir  dann  aber  vermittelst  des  Sataes,   §•  g«» 

dafs  Jedes  "^D  ^'  — —  seyn  mufs»  uns  fiberseugt  ha. 

jiyeii,  dafs  es  eine  ZaU  n  r:  r  gibt»  bei  welcher  die 
Reihensnmme  ' 

.i+j-f|-  +  £-  =  togCn+i)  +  o,577Äi566  ••♦♦ 

dergestalt  sich  ergeben  mufs»  dafs  durch  jeden  noch 
grölsern  Werth  des  n,  für  diese  Zahl  in  diesen  ihren 
Q .  ersten  DecimalsteDen  irgend  eine  VerSndernng 
nicht  erfolgen  kdnbte,  auch  die  Veränderungen,  wel- 
che durch  vergröfserte  n»  in  den  übrigen  Decinul« 
(Stellen  allerdings  erfolgen  wfirdeu,  immerfort  Uei« 
ner  und  Kleiner  mit  gröberen  n  sich  ergeben  m&fs- 
ten;  so  sind  wir  dann  sehr  deutlich  überzeugt,  dafs 
yirir  für  jedes  n  ^  r  die  Summe  der  harmonischen 
Reihe«  vermittelst  dieser  Gleichung  bis  auf  die  Qte 
Decimalstelle  richtig  müssen  finden  können,  um  so 
mehr  also  auch  für  n  ~  OO  allerdings  die  Gleichung 

'  •i^j  +  j...+^  =  tog(O0+0+o.577«i56S..» 

und  nach  §.  4  aucli    ZZ    lOJ  OO   +  0,57721566  ,., 
bis  auf  die  Qte  Dicimalstelle  ausgemacht  richtig  aejn 
mufs« 

§.  18»  Die  GrÖfse  des  erwähnten  r  (oder  auch 
eines  kleineren  r,  wenn  man  mit  einem  geringeren 
Grade  der  Richtigkeit  zufrieden  seyn  will)  wirklich 
zu  finden,  idt  bei  weiten  nicht  so  schwierig,  als 
die  in  $«  15  erwähnte  Convergenz   beim  Gebrauche 
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der  Bemottllischen  Zahlen  zn  erweisen.  Indessen 
will  ich  auf  die  wirkliche  Aasfiihrung  hier  keinen 
Ranm  verwenden»  nachdem  ich  die  dreierlei  Absich« 
ten  diesem  Kapitels  nunmehr  erreicht  habe : 

i)  dem  Versprechen  in  Cap«  IIL  $«  64  gemäb»  an 
irgend  einem  Beispiele  zu  zeigen,  wie  man  di^ 
Methode  der  Differential-  und  Integralrechnung, 
welche  allemal  stetige  Gröfsen  voraussetzt,  auch 
auf  die  Snmmirung  nicht  stetiger,  nur  diskretes 
Zahlgröfsen  anwenden  kann; 

ft)  mit  der  merkwürdigen  Zahl  o, 577s  1 566, •• »  und 
dem  Begriffe  ihrer  Constantheit,  zuvörderst  bei 
den  Summirungen  der  natürlichen  harmonischen 
Reihe  bekannt  zn  machen;  denen  sie  ihre  erste 
Berühmtheit  zu  danken  hat;  und' 

3)  werden  wir  nun  die  sehr  gewöhnlich  gewordene 
Gleichung 

1000=  — Ci+^4-|«.+.^J-{-o.577fli556 

•ogleich  sehr  deutlich  erklären  können;  wodurch 
es  uns  dünn  auch  im  nächstfolgenden  Kapitel 
sehr  einleuchtend  werden  wird,  dafs  gerade 
dtiirch  dieden  Ausdruck  des  (ogo,  auch 
bei  Beredhuung  der  dortigen  Integral  -  Logarith« 
men,  ebenfalls  diese  Zahl  o» 577dl 566  ., /in  An« 
wtnduiig  gekommen  ist, 

$.  19.  In  Diff.R«  X.  S-  19*  i*^  ^9  bereits  gelehrt 
worden,  nichij  etwa,  dafs  jeder  Logaritbme  der  o 
ein  nr  —  00  •  eine  verneinte  unendlich  grofse  Zahl 
seyn  nmst^e«  wie  man  nach  einigen  Lehrbüchern  es 
g1aub<'ii  möchte;  sondern  dafs  in  allen  solchen  Lo- 
garithinen- Systemen,  deren  Basis  b  gröfser  als  t 
ist  (aiso  allerdings  auch  in  den  beiden  bereits  tabel- 
Ikten,    d^m  Briggischen   und  dem  natürlichen)»   der 

19* 


••• 


2  ,  Cap.  XV:   Reihm  -  Stimmining 

Logarithmd  der  o  ein  rr  — •  CO  s^jn  mufs»  Ein 
Mehres,  irgend  eine  etwanige  genauere  Angabe  die^ 
aes  —  OO  Itonnte  aus  den  dortigen  Gründen  vnnait- 
telbar  nicht  gefolgert  werden» 

Nachdem  wir  nachher  in  Diff«R.  §.  36*  die  dor- 
tige Reihe  für  LogCi— U)  erhalten  hanen»  €0  hätten 
i/vir,  ihr  U  =r  1  und  ihr  a  =z  1  gesetzt»  daraus 
schliefaen  können, 

dafs  1090  _  —  i—  -.  —  -.—  --...--_-  , 

«        3         4-  00 

also  (ogo  darch  die  Gegenanmme  der  unendlichen 
natürlichen  harmonischen  Reihe  gegeben  werde. 
Späterhin  aber»  in  Integr.R.IX.$.  16»  ist  es  schon  vor- 
läufig erwähnt  worden »  dafs  durch  die  wirklichen 
Summirungen  dieser  Reihe  eine  genauere  Bestim* 
mung  des  (ogo  sich  ergeben  werde;  die  wir  nun« 
mehr  kurz  und  deutlich  darstellen  können* 

§•  so*  Aus  der  in  $.  15  erwiesenen«  in  ihrem 
letzten  Gliede  bis  zur.  gten  Decimalstelle  richtigen 
Gleichung 

1  +  j+ -^ -+^  =  logoo  +  0,57701566  .... 

folgt,  — 10300=  —(»  +  J+^M.fi:)+0'577a»566..; 

Da  nun  —  lOflOO  —  lOfl-— -  —  lOflo  seyn  mufs: 

00 

so  würde  man 'auch  foflo  r:  —  H  +  N,  ebenfalls 
bis  zur  Qten^  oder  doch  7ten  Decimalstelle  richtig 
haben»  wenn  man»  die  Summe  der  harmonischen 
Reihe  (durch  H  angedeutet)  vollkommen  richtig»  oder 
doch  vermittelst  der  ersten  8  Decimalstellen »  in  die- 
sen N aber ungs weise  richtig  anzugeben  vermöchte; 
welches   aber  nicht  geschehen  kann»  weil  diese  un- 
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endliche  Reihe  zwar    gliedercon v.ergent ,  ^aber   nicht 
summatoriscb  coavergent  ist» 

$•21»  Indem  wir  von  diesem  H  bereits  wissen, 
dafs  e»  eine  überendliche/  darch  keine  noch  so  gro- 
fse  Zahl  abzureichehde  Gröfse  ist»  von  der  Zahl 
N  1=  o,  577  « « •  •  aber  ebenfalls  deutlich  überzeugt 
sind,  dafs  sie  einer  endlichen  GröCse  näher  und  nä- 
her zu  kommen  weifs»  welche  zuvörderst  gröfser  als 
o«5»  aber  kleiner  als  o,6;  gröfser  als  0,57,  aber  klei- 
ner als  0,58  in  ihrer  Wirklichkeit  als  stetige  Gröfse 
sejn  mufs ,  durch  den  diskreten  Zahl^nmafsstab  aber 
nicht  genau  erreichbar  ist:  so  bleibt  es  allerdings 
dabei»  dafs  auch  nach  der  Gleichung 

I09  o  =  —  H  +  N 
dieser  natürliche  Logarithme  der  o  durch  eine  noch 
so  grofse  verneinte  Zahl  nicht  erreichbar  ist«  sondern 
immerfort  unangeblich  bleibt»  indem  ja  ein  unend* 
lieh  Grosses,  auch  nachdem  nur  etwas  endlich  Gro* 
fses  von  ihm  abgegangen  ist,  immcK  noch  überehd* 
lichgrofs  bleiben  mufs»  '  .        > 

$.  29«     Indessen    ist   es  bei   c^inigen   calculatori« 
sehen   Verbindungen    etwas    werth»    es    deutlich    zu 
wissen»    dafs  der  (ogo   neben  dem  unendlich  grofsen 
—  H  auch  das  endliche  N  schon  in  sich  hat.     Durch 
die   neue  Methode  im    XXVten  Cap.  d.  DifF.K.  haben 
wir  es  an  mehren  Beispielen  dargethan«  dafs  die  end- 
lichen Gröfsen,  welche  man  als  Resultat  aus  mehreu 
unendlichen   Gröfsen   durch    andere  Methoden   aller- 
dings auch  gefunden,   aber   für  eine  Differenz  zwi-* 
sehen  unendlichen  Gröfsen  geachtet  hatte,    dieses  ei- 
gentlich  nicht  waren,    indem   die  unendlichen  Grö- 
fsen,  als  solche,   vielmehr   einander   vernuUen  mufs- 
ten,  und  etwas  endliches  nur  übrig  lassen  konnten. 
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weil  016  selbst  schon  an  sich  nicht  rein  unendlich 
waren»  sondern  etwas  endliches  mit  an  sich  hatten» 

0«  83«    Anch  bei  der  rorhin  gebranchten  Reiha 

findet  die  im  XXVten  Kspitel  gemachte  Bemerlning 
statt»  dafs  darch  ein  plötzliches  nrri  setzen, 
nor  das  unendlich  Grofse  im  Werthe  des  (Ofl  (i-i) = (Og  O 
könne  gefanden  werden;  nnd  so  dürfte  anch  hier 
die  Frage  entstehen,  wie  man'  vielleicht  vermittelst 
einer  aHmähligen  AnnSherung»  nach  der  dortigen  Me- 
thode I  die  endliche  Gröfse  N  möchte  auffinden  kön^ 
nen!  Indessen  finde  ich  nicht  nöthig,  mich  hier  da* 
mit  zu  verweilen«  Nur  mufs  ich  doch  erinnern, 
dafs  man  durch  diese  Methode  nicht  gerade  noth- 
wendig  auf  (ogo  =  —  H  -f~  ^  '^  treffen  erMrarten 
snuffl»  sondern  sich  statt  der  H  gar  mancherlei  an- 
dere unendliche  Reibe,  und  neben  ihr  sti^t  der  N 
eine  andere  endliche  Gröfse  ergeben  kann« 
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Sechszehntes  Capitel. 

Erklärung  der  Soldnerischen  Integral- 

Logarithmen. 

$•  1«     Zor  Berechnnng   des   Integrdes  fp-  fiir 

bejahte  n  (bei.  negativen  würde  .sogleich  (a  unmög« 
lieh  aeyn)  dienen  folgende  Sätse»  die  wir  nach  and 
nach  erweisen  werden» 

I)  Für  jedes  n  nicht  gröfser  als  i  gibt  dieses 
Integral»  von  u  ~  o  anfangend»  einen  negativen 
Ertrag 

die  Constante  K  =  —  [K-lo)  +  Co  +  ~J-j-...]   . 

=  +  0,5772156  ....  bedeutend* 

II)  Für   jedes  u    nicht   kleinef  als  1  muü 

da 

f|—  •  vom  n  IT  1  anfangend»  den  bejahten  Ertrag 
=  nu+la+^V^'+-^^^.-.  +  C  geben» die. 

•e  Constante  C=:—[IU  +  Ct+^=-^ +...]=— lo» 

'    also  =— (i+^+^.4.  +  ;^  J+o»577öi56-  g«- 

fordert»    (XV.  §»  so.) 

-du 
ni)    Für  jedes  u^i  mufs  der  Ertrag  des  1  —  » 

sogleich  mit  a  ~  o  anfangend» 


•  • 
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•ejm ;  ffir  einige  dieser  u  noch  reraeint  t  wegen  I) ; 
für  alle  dann  nocb-ilbrigen  grOberen  u  aber,  immer* 
fort  bejaht. 

§«  Q.    Die. Ute  Anwendung  dea  fr—     mit    ihrer 

rigentbfimlichen    AnfangagrSnze  und  davon  abhängi- 
gen Conetante  C ,    habe  ich  eingeachaltet,   weil  une 
eben  dadurch  daa  richtige  Zusammentreffen   der  Iten 
und  Illten   Anwendung  sammt  ihrer  gemeinschaftU« 
eben    Constante   K  ~  015779156  •••    vermittelst  der 
nachfolgenden  graphischen  Darstellung  auf  das  deut- 
lichste   vor  Augen    gelegt  werden  hann;    -wobei   ea 
auch  sehr  anachaulich  sich  ergeben  wird,  wie  noth* 
wandig  ea  auch  hier  iat«  swischen  einer  —0  und  -{«o 
gehörig  su  unterscheiden*   WSre  unser  grofser  Lehrer, 
Leonh.  ^Enlert  dieser  Unterscbeidang  sich  deutlich 
bewufst  gevresen,  so  durfte  von  ihm  die  dnrcbgrei« 
fende  Berechnung  ^dieses  Integrales  nicht  für  unmög- 
lich erklärt  sejn«    Herr  Soldner  hat   das  Verdienst, 
diese  Möglichkeit  durch  ihre  Wirklichkeit   dargethan 
BU  haben;    wozu  aber  auf  den   von  ihm  ergriffenen 
Umwegen    viel   Gewandtheit   in  dem  Calcul   liöthig 
war»      Nach  ihm  haben  einige  andere  berühmte  Ma* 
them^tiker  andere,   ihrer  Hoffnung  nach  deutlichere, 
Erweise  versucht.     Aus  eigener  Erfahrung  weifs  ich 
ea,  wie  leicht  man,  bei  Benutzung  eines  gar  zu  ab* 
atracten   Calcüls,    auf  Darstellangen    geratben   kann, 
die   während   ihrer    ersten  Auffindung   uns    befriedi- 
gend scheinen ,  nach   einigem  Zeitverlaufe  aber  auch 
dem  Erfinder   selbst   nicht  wieder  einleuchten   wol- 
len.    Ziemlich    viel    dergleichen   Deductionen    mufs 
man    gegenwärtig,    namentlich  vermittelst  des    Fun* 
ctionen  -  Calculs,     dem    Publikum    vorgelegt    sehen« 
von  denen  man   nach  aller  Wahrscheinlichkeit  versi- 
ehern   möchte,    dafs    sie  auch   von   dem   Verfasser 
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selbst,  zum  zweiten  Mahle  echwerlich  durchdacht 
werden  wollen  und  können.  Meinen  hier  folgen- 
den Vortrag  habe  ich  mehrmals  durchdacht »  und 
deutlich  befunden« 

»■■•". 

§.  3.     In    der  merkwürdigen  Schrift,    Theorie  et 

Tables  d^une  nouvelle   Fonction  transcendente  ^    par 

.  *  du 

/,  Soldner  f  Munie  1809»  sind  die  ErtrUge  dieäet  fp- 

für  u  — ;  u  ZZ  —    und   a«  -w»    nicht    nur    bis 

100  lUO 

zum   u  ~  —  zz  1    hin,   sondern  auch  darüber  bin- 
100 

ins ,  bis  zxxxa  n  n  -^  •    in    7  Decimalstellen ,    und 

1.00 

von  da  an,    nach    weiteren   Stufen,     bis 'zu    einem 
u  ZZ  isßo    aufgeführt;    füi^    welchen    Werth     des   u 
du  '' 

sich  f -—  —  217, 40761  «••  ergeben  hat.  Die  Ausfer- 
tigung dieser  Tafeln  war  nicht  nur  eine  mühsame 
Arbeit,  sondern  auch  eine  solche,  welche  nur  ein 
einsichtsvoller  und  gewandter  Mathematiker  für  nütz- 
lich anerkennen ,  und  mit  schicklicher  Genauigkeit 
durchführen  konnte.  Diese  Tafeln ,  vrelche  eben  so 
gut,  wie  die  logariibmiscben  und  trigonometrischen, 
einen  besonderen  Namen  verdienen,  werden  von. ei« 
nigen  die  logo- logarithmischen  genannt.  Hr«  Sold- 
ner selbst  nennt  sie  Integral  *  Logarithmen ;  und 
Würde   li.iftQo  ZZ  217» 40761    schreiben  *),    um  an- 


*^  Statt  li«  Qlogarithmus  integralis')  werdo  ich  lieber  3^ 
schreiben  t  mit  einem  deutschen  (,  "weil  man  die  na- 
türlichen Logarithmen  dazu  gebraucht  voraussetzt.  Ue- 
brigeus  ist  die  Benennung  Integral -Logarithroe,  ein- 
leuchtend richtiger,  alt  die  in  Italien  vorgeschlagene, 
Logologarichme  ^.  welche  ja ,  naöh  den  obigen  drei  Rei- 
hen »    nur  dem    ersten   GUede  derselben  zukommend 
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(11=1  sQo) 
daCi    f.—    r=  fti7, 40761»  nimlich  for  u  =:  laQOp 

ab  einen  einsden  WerthEdl    des  rerinderlich^  n» 

An 

des  Integrales  fs—  Grobe»  bis  mar  5ten  DecimaUtelle 

berechnet«  zz  317» 40761   sidi  ergeben  habe»  wobei 

denn  aach»*sii  grober  Bequemlichkeit  in  der  Anr 

dn 
Wendung»  des  Integrales  fr-   Anbngsgrinse    so    ge* 

(u=o) 

nommen  ist»  dab  fr—   rr  o    sidi    ergeben   mfibte» 

In 

welches  wir  ebenfalls  deutlich  und  anschaulich  wer- 
den BU  erklären  suchen. 

$•  4*  Wenn  Hr«  Soldner  schreibt»  dab  bei  s^i* 
nen  Tafeln  li«o  ~  o  gefordert  sey:  so  wird  damit 

bedeutet»    dab    in   denselben    die    Erträge   des   f|— 

sSmmtlich  vom  u  rr  o  anfangend  angegeben  sejen; 
daher  Mrir  behaupten  können»  daCs  seine  Angaben 
dieses  Integrales»  für  alle  u  ^  1»  unserer  obigen 
Iten  Formel,  und  für  alle  u  ^  1»  unserer  obigen 
Illten  Formel  gemäb  sich  ergeben  müssen» 

Um  nun  meinen  analytischen  Erweis  dieser  Iten 
und  Illten  Formel«  vermittelst  der  dazu  nöthigen 
Uten  Formel,  auch  Anfängern  deutlich  und  anschau« 
lieh  darzulegen,  mufs  ich  die  schon  erwähnte  gra- 
phische Darstellung  voranschicken,  und  etwas  ge- 
nauer, als  es  von  Hrn.  Soldner  geschehen  ist»  nu 
erklären  suchen» 


seyn  fvürdo*  Indassen  wird  es  imiDorhin  erlaubt  seyn, 
bisweilen  aach  Logologarithmen  oder  Soldnerische 
Logarithmen  sa  sagen. 
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Graphische  Darstellung    des   Integra^ 

flu 

les  fr-.    Fig.  fl6. 
$.  5.    Man  setze  fj-*  da  ZZ  IjAn^     und    jedes 

m 

▼  rr  r-9  als  rechtwinUiche  Ordinate»  der  Absc is- 
la 

se  AP  =r  u  zugeordnet!  so  wird  die  durch  solche 
Abscissen  und  Ordinalen  bestimmte  Flächen  -  Figur 
APMA  für  alle  u<:^(t  rr  A£}  eine  algebraisch  ver- 
neint geflächte  £bne  sejn;  weil  von  ihren  bei- 
den Dimensionen  die  einen »  der  bejahten  Abscis« 
sen Dichtung  gemäfs  gerichtet  sind,  wenn  die  Flä- 
che APMA  in  A  anfangend  und  nach  P  zu  wach- 
send gedacht  wird,  die  andern  Dimensionen  aber 
sämintlich  der    verneinten  Ordiaatenrichtung  ge- 

mäls  gerichtet  sind;  indem  ja  alle  j  ZZ—  t&t  u^i 

■ 

eine   (— )  y  rr  '       ,      ausmachen,  das  heilst,  wegen 

der  verneinten  Gröfsen  dieselr  (ogu,  lauter  verneint 
gerichtete  7  seyn  müssen» 

Da  man  aber  durch  das  Gesetz  der  Stetigkeit 
berechtigt  ist ,  mit  diesen  u  ^  1  auch  u  rr  1  =z  A£ 
selbst  noch  abgereicht  zu  fordern:  so  mufs  auch 
Ii  ZI  0»  als  eine  Gränze  jener  sämmtlich  veir« 
neinten  Logarithmen«  nothwendig  noch  als  eine 
—  o  betrachtet  werden;  daher  für  dieses  (in — o 

sich  die  Abscisse  y  ZZ  «—  n  — *  00  —  £U  erge- 
ben mufs* 

$.  6.  Wenn  wir  es  vermöchten,  uns  diese  im- 
merfort  länger  und  länger  werdende  £U  =  —  OO  als 
eine  voUgrofse  Linie  £U  z::  — -  00  wirklich  er- 
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fällt  vorzustellen :  so  würden  wir  auch  anschaulich 
es  darchsehen\  daf»  die  Curve  A  M  U ,  indem  sie  der 
EU  immerfort  näher  und  näher  gekommen  ist«  zu- 
gleich derselben  parallel  geworden,  dieselbe  berüh- 
rend treffen  mofs:  achneidend  durchaus  nicht: 
weil  es  ja  hinter  diesem  gemeinschaftlichen  Beruh- 
rungspuncte  ein  ferneres  Jenseits  nicht  geben 
kann ,  nachdem  die  £  U  in  diesem  Berührungsguncte 
achon  vollgrofa  geworden  gefordert  sejn  mufs« 

In   der  That  können  wir    durch   diesen   unsern 
wörtlichen  Ausdruck   dieser  geometrisch  geforderten 
Vorstellung  schon  im  Voraus   uns   überzeugt  wissen, 
duffl  die,  längs  £  U  n  — -  OO  unendlich  achmSler  und 
schmäler  werdende  Fläche ,    eben   defshalb«  "weil  erst 
im  erfüllten  Vollgrofs  der  EU«  ihre  Breite  ZZ  o   ge- 
worden  seyn  müfste,   selbst  auch   eine  unend- 
lich grofse   verneinte  .Flächengröfsealler- 
dings  aevn  mufs,     (Diese  Ueberzeugung  wird  be- 
sonders auch  dadurch   erläutert   und   bekräftigt,   dafs 
eine  vollgrofse  Linie,   selbst  auch,   wenn  die  zweite 
über   ihr  verbreitete   pin;iension  durchaus  und  völlig 
—  o  ist,    dennoch  einer  endlichen  Fläcbengrö- 
fse,  analytisch  gleich  zu  achten  sejn  kann;  Vorerin- 
ner.IX.  §.  ix.    Und  wenn  wir  nach  unserer  VIten  Vor- 
erinnerung eingedenk  bleiben,    dafs  jede  durch  zwei 
Factoren    erzeugte  arithmetische  Gröfue,    geometrisch 
als  eine   Flächengröfse  von  zwei  Dimensionen  zu  be- 
trachtiln  'ist;     so    werden    wir   überhaupt   in    vielen 
Fällen    von    ihrer     unendlichen    Grofsheit    überzeugt 
btyix,   über  welche   selbst   auch   Hr.  «Söldner   nach 
S    8   9«  ^-  O«  nur   durch  Beihülfe  seiner  analytischen 
Formeln,   nicht   aber,    wie   es   dort   hätte  geschehen 
sollen,  durch  die  graphische  Darstellung  selbst  schon 
gewifs    geworden   zu  sejn   scheint.)      Zugleich  aber 
ist   nun  auch    die  Frage  aufzuwerfen,    ob  wir  nicht 
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über  die  unendliche  Grofsheit  dieser  Fläche  AEUMA^ 
da  uns  das  Gesetz  ihrer  unendlichen  Verschm&lemng 
längs  EU  gegeben  ist,  eben  deshalb  auch  noch  et- 
was genaueres  sollten  bestimmen  kBnnen,  als  dafs 
sie  überhäuft  ein  ZZ  «^  CO  «^j!  Und  in  der^That 
wird  sich  ergeben » 

dars  sie  ~  —  (i  -}-  -  -j*  —  —  — )  -|-  fl .  0, 57721566  .•♦ 

also  eine  Differenz  zwischen  der  unendlich  grofsen 
verneinten  Parenthese  und  der  bejahten  Gröfse 
s.  0,5771!  1566  .«•  ausmachen 9  nach  XV.  §.  20.  also 
auch  —  (ogp  ^  0,577^1566 ....  scyn  mufs«  Dieses 
zu  wissen  wird  uns'  nöthig  und  nützlich  seyn »  auch 
wenn  wir  den  unendlich  grofseu  Ertrag  der  paren- 
thesirten  natürlichen  harmonischen  Reihe  näher  zu 
bestimmen ,  dahin  gestellt  seyn  lassen  w^ollten»  aufser 
da^s  wir  sogleich  als  augenfällig  behaupten  könnten, 
dafs  sie  an  absoluter  Gröfse  das  bejjihte  &•  0,57721566*«, 
übertreffend  sejn  müsse« 

§«  7.    Für  jedes  u  nicht  gröfser  als  1»  mufs- 

ten  sich  die  verneinten  Ordinaten  (— )T~r— rr-  er« 

(— )lu 

geben*     Da  hingegen  jedes  7  —  j —  für  u  >  i    einen 

bejahten  (u  hat:  so  mufs  das  hieher  als  Anfangsgrän- 
ze  der  bejahten  (u  gehörige  Ii  rr  o  auch  als  ein 
IZ  4*  ^    betrachtet   werden ,    und  daher  das   diesem 

u  ZI  1  zugehörige  y  ~  -; —  ~  -f  00  ::i:  EO  seyn  ♦). 

Und  die  für  alle  A  f)  ^  1 ,  im  unendlich  entfernten 
O  anfangende  5  längs  u  rr  4"  OO  —  £  K  sich  erstrek« 


*)  Weichet  daher  von  Hrn.  Soldner  in  der  gra- 
phischen Oarstellang,  als  solches»  nicht  so- 
gleich durch   !•  M*"^    hätte  sollen  bezeichnet  werden. 
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kend«  Cnnre  09KR  innrs  «owol  die  roUgroCse  EO» 
Miß  auch  die  voUgrofae  £R  asymptotisch  berüli- 
rend  werden,  also  wegen  ihres  Anfangena  nicht 
nur»  sondern  auch  wegen  ihres  Endens»  eine  be- 
jaht unendlich  groTse  Fliehe  £OSD}R£  begrin- 
sen.  Denn  indem«  bei  der  ebenfalls  bejahten  Abaciaaen* 
richtnng»  nunmehr  für  alle  u  ^  i  auch  bejahte  Or* 

dinaten  7  nr  7—  sich  ergeben:   so  muTs  iron  EO  an 

dn 

der  ganxe  übrige  Ertrag  des  Integrales  f.—  durch  ei« 

ne  bejaht  gefliehte  Ebne  fjdx  dargestellt  M^er* 
den,  in  der  graphischen  Darstellung»  durch  welche 
die  arithmetisch  anzugebenden  Groben  aller  Fliehen, 
▼on  einem  gemeinsebaftlichen  A  ZI  o  an  sollen  m* 
achaulich  gerechtfertigt  werden» 

analytische  Entwiekeluug  des  fr-* 

$.  8.    Wenn  wir  n  tr  b^  setzen ,  so  haben  wir 
I  u  rr  X I  b ,  und  —  ~  dx  •  I  b  ,   folglidi 

dn  =  udx.lbr:b^dx.-rfa  =  b^dx-  — , 

X  X 

-  du  b^  dx         -  ,   ,.   ,     r^^  r*>*^X 

also  r-"  =  f   folglich  1;—  ~  r • 

In  X     '        °  lu  X 

Da  wir  nun  aus  Diff.R.  X*  $«  33 1)  folgern  können« 
dafs  b-n  i  +  xlb  +  ^(Ib)^  +  gab)3-f  ^^(Ib)^+„. 

seyn  mufs»   indem,    die  dortige   Subtangente  a  ~  1 
gesetzt,  das  dortige  Y  ~  Log  b^  auf 
ein  X  r=  log  b^  ::z:xro0b  eingeschränkt  wird:  so  ha- 
ben wir  auch 


y 


•••• 
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folglich  r^=:f^dx  = 

§.  9*  Irgend  eine  verneinte  Zahl  für  b  ange- 
nommen, wurde  (09b  nnmSglich  machen*  Für  jede, 
bejahte. Zahl  b  aber»  sie  mag  so  grofs  oder  ao  klein 
aejh ,  ah  sie  will »  wird  dieser  Logarithme  möglich» 
4ind  demnach  die  ganee  Reihe  möglich  sich  ergeben» 
wenn,  ihres  ersten  Gliedes  wegen»  auch  x  nur  be^ 
jaht  genommen  wird.  Bei  jedem  verneinten  x  aber» 
also  bei  allen  u  ^  i»  für  welche  wir  doch  anch 
das  vorgegebne  Integral  berechnet  wissen  wollen» 
würde  das  erste  Glied  der  Reihe  •  sich  nnmöglich  er* 
geben  müssen! 

^.  lo*  Dieser  Schwierigkeit  werden  wir  une 
auf  das  kürzeste»  und  mit  ihrem  Gninde  selbst  über« 
hoben  sehen»  wenn  wir  bedenken»  dafs  nicht  dieses 
X,  sondern  u»  die  Gröfse  ausmacht»  welche  in  dem 
Integranden  vorgegeben  wird»  x  dagegen,  und  auch 
b,  blofse  Hülfsgröfsen  sind,  die  wir  zur  Erleichte- 
rung des  Cälculs  mit  herbei  genommen  haben»  Und 
daher  auch  fernerhin  beibehalten »  oder  austauschen» 
oder  auf  einzele  Werthe  einschränken  können»  je 
nachdem  wir  es  dem  Zwecke  der  Aufgabe  gemä(s 
finden. 

Da  es  nun  aus  dem  Begriffe  dieser  beiden  Hülfs* 
groGien  selbst»  nach  den  ersten  Gleichungen  des  $•  8. 

vor  Augen  liegt»  dafs  x  r=  t-t  seyn   mufs:    so  sind 

wir  durch  die  letzte  dortige  Gleichung  auch  dessen 

gcwifs» 


; 
I 
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« 

In       .    X 


und  diese  Reibe  der  vorigen,,  durch'  x  lusgedrück* 
ten»  congroenty  das  heirst«  in  allen  ihrenTein* 
i&el^n  Gliedern  ihr  gleich  aeyn  mala« 

$;  11»  Alle  nachfolgenden  Glieder  in  dieser  Rei* 
he  sind  nun  för  jedes  bejahte  u  dnrchaua  möglich, 
obgleich  eie  für  jedes  u  ^  i  ein  ( — ^)(u  erhalten, 
und  daher  abwechselnd  verneint  und  bejaht  auf  ein* 
andef  folgen  müssen« 

Zugleich  aber  erhellet,  dafs  man,  um  auch  das 

In  *      ^ 

erste  Glied  Ij-r-  allemal  möglich  2a  erhaken» 

für  jedes  u  <C  i  §   also  (— )(a,   aocp  i^^  ( — ^)Ib9 

für  jedes  a  ^  i,  also  (-l-)Iot   auch  ein  (-|-)Ib 

haben,  also  für  die  n  <C  i   ein^  b  <^  i,  und 

dagegen  für  die  u  ^  i    ein  b  >»  i  gewählt  wer* 
den  mufs. 

§•  12«    Unter  allen   b  ^  t   ist 

^  =  E  =  f^l^..  =  0'434«944  ....     da,   be. 
.qaemste,  weil  wir  dann  Ib  rr  — lh~— -i  haben; 
und  unter  allen    b  ^  i   ist  b  r:  h  das  bequemste, 
da  es  uns  (b  n  i   gibt. 

Diese  beiden  b  wirklich  gewählt,  haben  wir  nun 

A)f?5  =  I(-Iu)  +  rn  +  Ü]^  +  (l^  + +  K 

^    l  a  ^         '^  ^         *    fl  ♦  2     '  ö«3«3    '  ^ 

für  alle   u ,   vom    u  ~  o  bis  2um  u  rz  i ;  dagegen 

B,  rf^  =  au +  ,a  +  ä2L-+ä^; +  ..... +  c 

für  alle  u,  vom  u  n:  t  bis  u  ~  -|-00t 
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§•  13«    Da  die  Formel  A)  für  u  r:  0  aic^ 

rJ^=l(-ro)+ro+^  +  g|l'+...+K  erglebt. 

1  u        ^  •       ■    1  •-«     '   2.3. J     *  .        ° 

60  wird»  wenn  der  Ertrag  des  f—    mit  u  ZS  0   sei* 

nen  Anfang  nehmen  sali»  die  Constante  E»  als  die 
Gegengröfse  dieser  aof  a  rr  o  eingeschränkten  Reihe, 

^      ^  a.a       2.3*3      «•544 

aeyn  müssen» 

$•  14*    Wenn  wir  nun  aus  XV«  §«  fio.  bedenken, 

dafs     I090  rr  ~  (i  +  -+  ^+...+^  J+o,577fi»566- "^ 

und  dieses  =r  •—  H  -^  N  ,  der  Kürze  wegen  schrei- 
ben ;  so  haben  wir  —  (09  o  zr  H  ^—  N ,  als  eine  un* 
endlich  grofse  bejahte  Zahl,  und  daher  nach  J^,  13, 

«.        i    .«  TvfN  ,«  xT>    (H-.N)»    (H-N)3    (H-N)4 

woraus  erhellet»  dafs  wir  eine  schwierige  Reihe  su 
behandeln  hätten,  wenn  wir»  aus  dem  im  vorigen 
§»  gebrauchten  Werthfalle  u  iz  o»  die  Gröfse  der 
Constante  K  unmittelbar  wollten  su  bestimmen 
suchen» 

$•  15*  Wollten  wir»  statt,  dieses  ersten  Werth* 
falles  u  =:  o  in  der  Formel  A)»  ihren  letzten  Werth« 
fall  n  r:  1  benutzen:  so  bätteii  wir 

—  I(+o)  —  o -j-    0    —    0    •«•»•••  -^Ks 
weil  das  hierin  vojrkommende  (1»   als   der  letzte  sol- 
cher (ogu»  die  ein  u<<;i   hatten,  und  daher  sämmt« 

20 


a08  '  Cap.  XFI.    Erklärumg 

lieh  vern^t'Vrarefi«  telbtt  incb  ein  (09i=">-«o  •ejn, 
und  daher  —  (og  i  rr  -f-  o  gebeo  mar«.  * 

Da  wir  nnn  dnrch  deJi  Ausdruck  de«  K  im  vo» 
ri^en  $•  davon  allerdings  ubersengt  aind,  dafs  ea  ei- 
ne darcbaiM  mSgliche  Orörae  aeyn  mala:  ao  aind  ymt 
nunmehr  aach  von 

(1=1) 
der  Fläche  f Jl!?  =  lo  +  K  =  — H+N  +  K  al- 


lerdings  überzeugt,  dafs  aie  dnrchaoa  möglich  aeyn 
mufs«  Von  ihrem  ersten  Theile^  lo  =;  —  H  -j-  N 
wiasen  wir  auch»  dafs  es  eine  verneint  unendlich 
grofae  Fliehe  seyn  mnfs.  ihr  sweiterTheil  aber,  die  in 
{•  13.  verlangte  Integral-Conslante  K,  iat  una  noch 
unbeatimmt  geblieben* 

$•  16.  Um  dieaea  merkwürdige  K  auf  eine  recht 
anschauliche  Weise  bestimmt  an  sehen »  'müssen  wir 
fordern»  dafs  irgend  ein  gehöriger  Anfangstheil  der 
Fläche»    irgend    ein 


(•==) 


AFMrrr-s—    rrF,  unabhängig  von  unseren  In- 

tegrirungf n ,  oder  doch  onabhSngig  von  ihrer  Con- 
stante  K  gefunden  sey«  Wie  dieses  geschehen  kön- 
ne, werde  ich  nachher  ($•  39)  beibringen.  Für  jetzt  ange- 
nommen »    dafs   auf  solche  Weise  für  u  n  A  P  —  - 

8 

die  Fläche  APM  =  F  zr  —  0,3786711  ..♦  in  die- 
aen  7  Decimalstellen  richtig  gefunden  sey;  so  wer- 
den wir  auch  K  annähernd  richtig  durch  folgende 
Schlüsse  und  Rechnungen  au  finden  wissen. 
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JJ,  17.    FSr  «  =  ^  haben  wir  nach  Formel  A) 
$«  12»  überhaupt 


~liin  — 100+  ^"  _ —  .  ^  j  +  ■  ^  ■.  »  —  +  .„,  +  K 


fi .  ft      &.3>3     B.3.4.4 


+       I  a 


=:?  =  --  0,37867»»..» 

3665823... 

—  0,01s  1488... 

~  +  0.693147a... 

—  o, 6^09984  ,•» 

~  —  IN  100  111  »^^ 


(l  ß)*       = 


+ 


+ 


+  o,  660  887  . . . 
rr  '^  o,oi8Sot  *>» 

Hh  o>579  38ö.*. 
2  —  0,  ooö  406  ,*  % 
ö»3-4*4        +  0,576932  ... 

(I8)'     r:  +  o,ooA  266.., 


■  ■im      ■»■III 

3,3,3 


••AO^— *«iaMda 


»•3  4»5^5       +  o,577248--» 

([  a)^     rr  *—  o>  oDoo  g6  ♦  > » 

a.34»5.ö  6       -t-  Oj  5772  ^a  o  • 


Woclötcb  nun  gefunden  idt»  dars  Krr  0,5770.,.  sey» 
müsse;  indem  es  vor  Augen  liegt»  dafs  noch  so  vie* 
le  ferneren  Glieder  der  Reihe  hinzugefügt;  irgend 
etwas  in  diesen  vier  hergesetsten  Deeimalstellen 
noch  2U  indem  nicht  vermögen  wurden!  Durch  ge» 
nauere  Rechnung  wurden  wir  diese  Integral -Con« 
staute    K  IT  Oi577di566  .•»    dergestalt  finden»    dafs 

20^ 
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alle  ferneren  noch  genaueren  Aafsachungen  nnr  noch 
die  höheren  hier  fehlenden  Decimalstellen  betreffen 
könnten* 

$•  t8«  Eine  Integral- Co natante  ist  diese  nn^ 
endliche  Zahl  K,  "weil  sie  dem  Integral- Ausdrucke 
der  Formel  A)»  welcher  für  alle  von  u  ~  o  an  hia 
n  ZI  t  hifi  verinderliche  Werthe  der  n  gültig  ist,  al- 
lemal hinzugefügt  yftxAtn  mufs,  um   die  Oröfse  der 

Fläche  AFM»  längs  jedem  AP  rr  —  anzugehen j  wo« 

durch  denn  ehen  in  %.  13«  sich  ergab »  dafs 

diese  K  =  —  I(_Io)-Io-^i^  — ^^ eeyn 

i»2       ft.3»5 

müsse» 

$•  ig*    Da  wir  nun    durch    $•  17.    auch   versi- 
chert sind ,  dafs   dieses   K  dem  N   in  der  Gleichung 

lo  ~  —  H  4"  N  (jj»  140   gleich  ist:   so  wissen  wir 
auch,   dafs  K  =:  (o  -]-  H  seyn  mufs;    folglich  auch 


•  •  t  • 


2.2  a.3,3     .  a.344 

nach  der  letzten  Gleichung  §•  ig  sejn  mufs* 

Und  da  wir  nach  $•  15.  bereits 
(u=i) 
f p  =Iojo-4-K  zr— H-J-N-{-K    gefunden 

haben  9  so  ist  uns  nunmehr  dieser  £rtrag  der  ganzen 
verneinten  unendlich  grofsen  Fläche  AEUMA  n 
Jos  o  +  K  auch  als  z:  —.  H  +  äN  =  —  H  4-  2 K  be- 
stimmt gefunden;   H  n  1  +  i  -f-  ^  . ..  .^ — ^  ,     die 

Summe  der  unendlichen  natürlichen  harmonischen 
Reihe  bedeutencl. 
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$.  so.  Für  die  noch  lingeren  Flächen «  welche 
längs  den  u  ^  i,  (längs  denen  u,  die  länger  ab 
A£  =1  1  sind)  sich  erstrecken,  ist  es  durch  $•  is« 
schon  bekannt ,  dafs  sie  der  dortigen  Formel  B) 

'r|l  ..„  +  ,.  +  M-  +  2ä' +  ..... +  c 

(u>i) 
unterworfen  sind.  Da  nun  alle  lu  sämmtlich  be- 
jaht sind,  so  mufs  auch  dasjenige  (i  rr  o»  weU 
cbes  die  Anfangsgränze  dieser  bejahten  la 
ausmachen  soll»  nothwendig  ein  bejahtes 
(i  ü:  4-  o  sejni  daher  wir  hier  ebenfalls  möglich » 

(«  =  0 

An 

fp-   =  (o  -}-  Cf  folglich  die  Constante  C  =  —(o 

(u>0 

du 
haben»  wenn  der  Ausdruck  .des   fr-  »     «tit   u  rr  t 

•  (u 

sich  vernullent  also  den  Ertrag  der  Flächd,  nur  von 

£0  anfangend»  längs  £^  r=  £A+A9)  ::r7  i-«-ttZ:u-i 

angeben  soll. 

$•  fli.    Indem  wir  aber  mit  Hm«  Soldner  auch 

An 

jedes  Integral    f. —    dergestalt    angegeben   verlangen, 

dafs  dadurch .  jedesmal  die  ganze  Fläche  AEUMA 
4-  EOSStp  berechnet  wer4et  so  müssen  wir  dem 
obigen  Ausdrucke  dieses  Integrales»  §.  so»  aufser  seinem 
unendlich  grofsen  constanten  Theile  C  ~  —  I  o  noch 
die  Fläche  AEUMA  =  <— H  -{-  sK  =  lo-^K  hin« 
zufügen»  Wodurch  wir  also 

l  ,—  —  Uu  +  Iu  +  i — ^  4- i^--^  4- M,  +  K  «rhalten. 
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.  $«  aa.  Da  npn  alle  fa  vom  Uno  an  bis  cum 
IjDigb  —  IOflQ«7ia98iS  =  1  Ho,  lauter  ich te  Brüche 
sind»  ao  mufa  bia  dabin  daa  evste  Glied  (lu  imoEier« 
fort  eine  verneinto  Zabl«  nnd  anfänglich  eine  ao 
atark  verneinte  Zahl  aeyn,  dafs  der  Ertrag  der  gan- 
zen Reibe,  noch  eine  verneinte  Zahl  bleiben  amfa« 
obgleich   (o  aogleich  ein  ichter  bejahter  Brnch   laf» 

und  jedea  folgende  Gl}ed  ^^ — ^  •  n.  a,   w«  immerfojrt 

niDch  bejahte,    doch  immerfort  kleinere  Tbeile    der 
Reihe  binaufägen  mti£i. 

•     Für  den  WerthEall  u  =  h  =  «,7»8^8»8*«»  vrer- 
(a=b) 

den  wir    f  r- 
ia 


•        it 


^  t»895u78..«  erhalten; 

nnd  zwischen  a  ~  1.  4  nnd  n  n  ii5  "würde  die» 

du 

jenige  Unge  dea  u  fallen,  bei  welcher  f.—  ZZ  o  aich 

ergeben  müfate«  Allem  Anscheine  nach  wird  diese 
Länge  jedem  Zablenmafastabe  incommensurabel ,  also 
dhrch  Zahlen  nur  Nähernngaweise  angeblich  aeyn, 
obgleich  sie  geometrisch  eine  gans  genau  bestimmte 
I4nie  aeyn  roufs« 

$•  S3«    Ungleich  wichtiger  ist  für  nna  die  Frage, 
ob  wir  durch  die  Reihe 

o"|=K-«„)+,.+M'+ä|i',„+o.ä„..... 

den  Werth  diesea    Integrales   für  jedea  u  swifichen 
=  o  und  ~  1 , 


\ 

/ 
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nnd  vermittelst  der  Reih« 
(a>i) 

IU)f^rrnn  +  l«4.^'+^'..,+ 0.577«.... 

den  Wertb  dieses  Integralea  für  jedea  uns  nötbige 
«  u  gröFser  als  i ,  hinreiciiend  genau  bürden  zu  be- 
rechnen wissen;  oder  ob  für  einige  dieser  Wertbe 
die  unmittelbare  Berecbnnng  dieser  Heiben  wegen 
ihrer  anfinglicben  Divergenz  gar  su  mübeam 
ausfallen  würde! 

$•  s4..  Ich  fage»  wegen  ihrer  anfänglichen 
Divergenz!  Denn  da  in  beiden  Reiben  ^(das  erste 
logologaritbmiscbe  Glied,  als  vorangehendef ,  nicht 
mitgezählt)  ihr  ntea  und  (n4-i)tes  Glied 

ei„  (">'»">°  „na  ^''"' ">7  ,      ,,  "t: 

i.Ä.3«...^n-i  ♦  n.n  i.ö,3»..»(n-i).n,(n+i)* 

so  mufs,    in    absoluter  GrBfse,    das    (dff-i)te  Qlied 

I  f  u 

kleiner  als  das  nte  seyn,  sobald  -  ^  7 — ; — r-  , , 

also  (n-}-i)*  :>  nin ,  also  n^  +  ^n -^  i^nlu, 
um  so  mehr  daher,  sobald  n  -f*  2  ^  In  ist. 

$»  s5»    In  der  Formel  I)  für  die  u  <^  t ,   ist  fe- 

des  u  ein  achter  Bruch,  ein  u  =  —  ,    also 

m 

(u  r:  — tm  •   also  hier  die  Frage,    ob  in  absoluter 

Gröfse  n-f-2  ^(m  sey!    Schon  vom  ersten  Glie* 

de  an,  mufs  demnach  die  Reihe  convergente  Glieder 

haben,  wenn  Im  <C  Zt  ^^0  >n  ^  so,  also  u  ^  — 

80 

gegeben  ist. 

§•  s6«    In  der  Formel  III)  für  alle  u  :>  1  gehö« 
rig,  sind  alle  |u  bejaht,  und  bis 
zum  Itt  =:  Ih  =  (  2»  718^828  '^n  lauter  ächte  Brü- 
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che,  dafs  also  die  Reihe  für' alle  n  vom  n  rr  i  an» 
bis  som  u  IT  b  hin,  ^inleacbtend  convergent,  schon 
vom  ersten  Glieds  an  nicht  niir  seyn  mnfs ,  sondern 
aoch  für  alle  gföjTseren  ^t  bis  zum  In  <C  3»  also  na* 
mentlich  bis  &um  u  <^  ^o  hin ,  ebenfalls  schon 
vom  ersten  Gliede  an  sich  convergent  ergeben 
mnfs« 

$•  27.  In  jeder  von  diesen  beiden  Reihen  wird 
ee  für  jedes  ihrer  n  ein  solches  ntes  Glied  geben, 
dafs  n  ^  (n  r-  fi«  «l^o  von  diesem  Gliede  an  die 
Reibe  gliederconver^ent  ist«  Ob  nun  aber  eine  soU 
che,   und  dann  auch  jede   andere  von  unseren  Rei- 

(u<i)        (u>i) 

hen  f;—   und  f^—  ,    suverlässig    eummatorisch 
l  u  l  u  ° 

convergent  sieyn  müsse;   dieses  ist  noch  eine  andere 

Frage,  deren  unmittelbarer  Angri^  durch  calculato- 

lische   Entwickelung  eine  mühaelige  Arbeit  ausma« 

machen  dürfte.     Lieber  wollen  wir  folgenden   sehr 

anschaulichen  und  lehrreichen  Weg  einschlagen« 

$.  28»  In  der  graphischen  Darstellung,  Fig.  26, 
liegt  es  vor  Augen,  dafs  jede  länga  AP  zu  u  sich  er- 

atreokende  Ebne  APM  =  f .-^  4-  K    für    jedes    u, 

I  u     '  ' 

welches  Ueiner  als  r=  1   gegeben  ist,  eine  £6ne  von 

endlicher    Gröfse    ausmachend     ist,     die    also    auch 

durch   irgend   eine   summatorisch   convergente  Reihe 

Naberungsweihe  mufs  ausgedrückt  werden  können. 

Da  für  die  sämmtlich  verneinten  Ordinaten  t-  , 

lu 

welche    au   den    u  ^  1    gehören,    ihre    Endgrinze 
p-  :z  -  t   ebenfalls ,    nach   dem  Gesetze    der  Stetig* 

keit ,  eine  verneinte  •---  "EU  eeyn  muft ,  für  al- 


u  ■ 
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le  u  ^  1  aber  lauter  bejahte  Ordinaten  j— *  sich  erge- 
ben ,  86  wird  t  ebienfalls  nach  dem  Gesetze  der  Ste- 
tiekeit.  ihre  .erste  Ordinate  ein  ^  ,  ^ ,  ■  ~  -r—  ~  EÖ 
seyn  müssen« 

Indem  wir  nan  auch  bedanken ,  dafs  fitr  alle 
verneinte    Flächen   AFM,    ihre    veränderliche    £nd- 

gränze  PM  =  ,    \,      ,    ihr  Flächen -Differential  al- 

für  alle  bejahte  Flächen  £09R9$  aber  ihre  verinder« 
liehe  Endgränze   $38=  .■  ,  .  ,  ■  ,  ihr  Flächen  -  Diffe- 

(-|-;iu 

rential  also  .  ,  . ,  ■ .  (+)  da  ist ;  und  wir  hieraus  se» 

(+)  l  u    "^  *  -^ 

hen,  dafs  für  u  ZT  i  diese  beiden  Flächen -Differen- 
tiale   •  du  und.  ". —  «da  swei  Gegengröfsen  sind: 

—  o  -J-o  ° 

so  läfst  sich  daraus  schon  schli^fsen »  dafs  auch  in 
dem  Integrand,  in  welchem  diese  beiden  Oegengrö- 
fsen  vorkommen,  ihre  integrirenden'  Wirkungen  sich 
aufhebend,  einander  vernullend  seyn  müssen.  Indes- 
sen wird  es  der  Mühe  werth  seyn,  durch  Betrach- 
tung der  hieher  gehörenden  integrirenden  Reiben» 
dieses  o  der  Wirkung  deutlich  darzulegen« 

jji  S9»  Da  wir  ans  obigeni  Vortrage  es  wissen, 
daCs  K  =r  0,5772156  bedeutend,  in  Fig.  86.  für  je- 
des AP  rr  u<Ci   die  Ebne 

APM  =  |(-Iu)  +  Iu  +  L^  +  i^„,-j.K 

'  *    2.2   *    s.3.3        * 

und  AEU  r:  to  +  K  ist: 

so  folgt,   die  erste  Ebne,  von  der  andern  aubtrahirt^ 
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4ab  die  fibrig  bleibend« 

In*  rii3 


•  «• 


2 . 8  8.3.3 

-  $•  30.     Da  wir  nun  aus  $•  so,  ferner  wisaen, 
djiilii  die  bejahte  Ebne 

.    104-«)»    ,  '     *     r 

wenn  wir  dae  dortige  n  ^  t  hier  durch  t  -{-  »  "<>** 
drücken:  ao  wiMen  'wir,  dafs  in  der  algebraischen 
Summe  der  beiden  Fliehen  FEUM  und  EOSR9), 
die  beiden  ersten  Glieder,  (o  in  der  ersten ,  nnd 
—  Ib  in  der  andern  Reihe,  gans  allgemein  ein- 
ander aufheben ,  nnd  demnach  diese  algebraischen 
Summen  FEUM  +  EOSR^ 

ganz  allgemein  übrig  lassen  mässen,  fiir  jedes  u<^i, 
und  jedes  %-\-u'^t9  also  für  jedes  bejahte  a* 

§•  Sie  Eine  völlig  crlanbte  und  schickliche  For* 
demng  wird  es  nun  hier  seyn»  zu  verlangen,  dafs 
wir  ^n$  die  AV  zz  n  bis  zum  A£  iz  1  anwach- 
send  ,  und  irgend  ein  E  ^  IZ  1  -^  tt  bis  zum 
£E  zz  t  'ji*  0  zz  1  abnehmend  vorstellen  sollen; 
,  w^obei  es  denn  völlig  einleachtend  ist»  dafs,  wäh- 
rend jenes  Wachsens  und  dieses  Abnehmens,  die 
Functe  P  und  ^  als  die  veränderlichen  Endgränzen 
der  beiden  Abscissen  A  P  ~  u  und  E  ^^  =  t  -}-  U  im* 
merfori  näher  und  näher   an  einander  ruckend  seyn 


—• 
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müssen,  und  wenn  n=  i,  auch  i-f*tl  n:  »-{-OIT.I 
geworden  i«(f  jene  algeblraische  Summe 

^  o.o       o.o.o       o.o.o.o 

_  lo  -  o~  j^__^_--_  —  ,.,.. 

+  r         I  I     ^'^    ■     OnO»0     .  .  O.O  O.O     , 

^      ^  Ä.a  ^  s.3.5       «.344    »^  •  ♦•• 

also  ZZ  o  geworden  seyn  rnufs« 

§.  33.  Wenn  wir  nun  mit  Hrn,  Söldner«  T»» 
fein  verlangen,  uns  die  sämmtljichen  n,  vom  u  ir  o 
an  bis  in  die  u  it  1  4*  tt  hinein,  stetig  fortwacb« 
eend  zu  denken :  so  wird  dem  u  ~  t »  als  dem  Ua- 
bergangs  •  Werihe  zwischen  den  u  <^  1  und  den 
u^i,  in  Hinsicht  jener  kleineren  u,    die  Ordinate 

*—  =:  — >  00  =  £  U|  in  Hinsicht  der  gröfseren  nach- 
folgenden urr.i4-tt  aber,  die  Ordinate  — -=:  +  00=EO 
•  +0  . 

zugehören,   also   während   dieses  Durchganges  durch 
um  t  jene  verneinte  und  jene  bejahte  Unendlichkeit 
eingetreten  seyn,    welche  auch,   wie  wir  so  et^en  e«, 
dargethan  haben,   in  ihren  Wirkungen  für  die   inte« 

grirenden  Reihen  der  f  r**  •    völlig   einander   vemni« 

lend  sind« 

ä 

$•  3T«    Da  unter  den  u^x  schon  n rr  o, 99  das 
letzte«  und  unter  den  u^i  erst  u  m  t«  1  das  erste 

dn. 

ist,  wofüi^  Hr.  Soldner  das  Integral  fp*    berechnet' 

verlangt  hat}    der  Unterschied   jenes  let^iten  n  von; 
der  u  z=  I»  als  rr  O9OI  durch  diese  Zahl,  der  Unter« 
schied  dieses  ersten  u  vom  u  ir  i»  als  ~  0,1,  durch 
diese  Zahl  genan  angeblich  ist;  so  wird  es  uns  da« 
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(u!=o,99) 

durch  gewib»    dafs  auch   dae  integral     f, —     nocli 

'^  I  a 

eine  eolcha  endliche  Oröfse,  und  auch  das  Integral 
(wao.1 

fr—    schon  eine  Solche  endliche  Grorse  aeyn  murs» 
,  Itt 

die  sich  auch  durch  Zahlen,  wenigstens  Näherunga« 
weise  mufs  angeben  lassen ,  also  summatorisch  con- 
vergente  Reihen  dafür  vorhanden  sejn  müssen.  Dafa 
nun  aber  auch  die  beiden  von  uns  dafür  angegebnen 
Beihen  diese  Eigenschaft  der  summatoriscben  Con* 
▼ergena  wirldich  haben,  wird' vermittelst  des  Tay« 
loracheil  Lehrsatzes  am  kürzesten  erweisbar  seyn. 

hinreichend  genau  rr  A  für  irgend  ein  u  rr  a  ge- 
funden» für  Welches  sich  die  Reihe  ausgemacht  aum- 
matorisch   convergent    schon    ergeben  hat:    so  mufa 

nun  nach  dem  Taylorschen  Lehrsatze,  f  p-  =1:  U  ge- 

nannte 

(a+a)  (usa)      (u=»)  (0  =  0 

>du_^._^dü     ;    ddü    ^  .    dddü      3    , 

i,tt  du     *,  a.du^       *  Ä.3»du^         *  -^ 

Da  es  sowol  unter  den  u  zwischen  o  und  1 ,  als 
auch  unter  denen  n,   die  gröfser  als  1  sind,    solche 

(n=a) 

u  m  a  gibtt  für  welche  das  f —  ~  A  mit  beliebi- 
ger Annäherung  .gefunden  werden  kann  (z,  B*  u:z:  — 

nach  $*  i8f  und  u  rz  h  in  j^«  22);  da  es  ferner  durch 
den  bekannten  Lehrsatz  in  Diff.R.  XVI.  $•  18»  schon 
mit  erwiesen  ist,   dafs  man  durch  ein  gehörig  klein 


«  _ 
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gewähltes  «  die  Ta^lorsche  Reibe  allemal  «ummato* 
risch  convergent  erbalten  kann  \  und  da  auch  in  die« 
ser  Reihe,  das  «  nicht  nur  bejaht,  sondern  anch  ver* 
neint  seyn  kann :  so  werden  wir  nun  allerdings  be- 
haupten  können,     dafs  wir  vermittelst  der  Taylor- 

dn 

achen  Reihe  namentlich  audi  jede«  von  denen  fr—« 

welche  in  Hrn«  Soldners  Tafeln  aufgeführt  aind« 
würden  abzureichen  wissen, 

$•  35*  Wenn  Hr*  Soldner  anfuhrt,  dafs  für 
die  hier  vorhandene  Function  U  die  Auffindung  der 
Diiferentialquotienten  gar. zu  mühsam  sej:  so  ist  da- 
gegen von  Hrn.  Mayer  in  seiner  Integralrech« 
nung  §•  145«  IV, -das  Folgegesetz  dieser  Quotienten 
siemlich  einfach  aufgefunden,  und  ich  glaube  fast, 
diesem  achtungswürdigen  Lehrer  darin  beistimmen 
£u  können ,  dafs  andere  ( etwas  schwieriger  begrün- 
dete) Reihen  nicht  viel  schneller  zum  Ziele  führen« 

$.  56«  Ueber  die  bequemste  Berechnung  der 
Tafeln  hier  noch  vieles  anzuführen  oder  zu  versu- 
chen, scheint  mir  nicht  mehr  nöthig  zu  seyn,  nach« 
dem  sie  von  Hrn.  Soldner  schon  berechnet,  und 
allem  Anschein  nach  sehr  zuverlässig  geliefert  sind» 
Sollten  w^ir  indessen  veranjafst  seyn ,  bei  einer  ein- 
seien Angabe  der  Tafeln  von  ihrer  Richtigkeit  durch 
eigene  Prüfung  uns  überzeugen  zu  wollen:  so  wird 
uns  das  leichteste  MitteKdazn  durch  unsere  "obige 
Verbindung  zwischen  den  graphischen  und  analyti- 
schen Darstellungen  an  die  Hand  gegeben  seyn. 

Denn  aus  dem  Anblicke  des  Curventheils  lädt  es  sich 
anschaulich  abnehmen ,  ob  die  ersten  Differeni^en 
swischen  den  Integral-Logarithmen  in  solcher  Gegend 
»u-  x)der  abnehmend,  und  ob  sie  dabei  mehr  oder 
weniger  gleichförmig  fortgehend  seyo  müssen.    An« 
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unsera  obigen  analytischen  Formeln  aber  liegt  ea  vor 
Aagen,  urie  der  Abstand  zwischen  zwei  Integral« 
logariibmen «  als  ein  näittlerer  Flichentheil»  anabhän- 
gig von  der  gemeinschaftlichen  Integral  *  Constante 
zu  finden  ist;  weil  ja  dieact  durch  die  Anfangsgränze 
der  Integralfläche  bestimmt,  für  die  beiden  veränder- 
lichen £ndgrftnzen  einea  Jedes  veränderlichen  Theilea 
einerlei  bleibt» 

$«  37*    Gesetzt,   ich  wünschte  Hrii«  Soldneta 
31  fif5  —  1» 667^90  zu  prüfen»   so  würde  ich  nach 

der  Formel  f üt  ii  r:  --  in  4.  17  achliefsen » 

m 

dalb  3Ifl  =  na  + U-f  ?%' +  ?~  •".  +  0.577W56 


a.ft 


«♦3.3 


und  3f  3  =  Il3+l3  +  ffi  +  (L|!  ....  ^  «,5772.56 


+0 


folglich 

seyn  mii$Be, 

Nach  ungefährer  Berechnung  dieser  ersten   drei 
Glieder  würde  sich 

313  —  31«  r:  1,11 ergeben* 

Aus    dem    hieher    gehörigen   Theile    det  Tafeln 
aber,  xiämlich 

Integral*  Logarithmen 

1.045 «638 
1,6672946 

ö,  1635889 

fi.  9675353 

3» 6345880 
4»fi2a3i2s4 

dem    ich    die   ersten   Differenzen    hinaugefügt   habe» 
würde  die  DifFerenz 


der  Zahlen 
fi.o 

3.0 
4,0 
5»o 
6,0 


Differenzen 

0,6221308 
0,4962943 

0, 8039964 
0,6670027 

o, 58763 H 


•  •  • 
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WeDii  nun  durch  unsere  vorige  Berechnung  nach 
den  beiden  Reihen,  weit  genu^  dieselbe  fortgesetz.1, 
eben  diese  7  Decimalstelleo  sich  dafür  ergeben  hät- 
ten: so  wSren  wir  dadurch  versichert»  dafs  diese 
Differenz  auch  in  den  Tafeln  die  richtige  sey»  Ana 
dem  blofsen  Anschauen  der  Gurre  in  dieser  Gegend 
würden  wir  .dann  ferner  überzeugt  seyn^  dals  der 
3  ( fii  5  zwar  etwas »  aber  nicht  so  gar  viel 

gröfser  als  = a2 —  rr  0,5590105  seyn  mässe. 

Sehr  genau  werden  wir  nun  ^l  12,5«  und  durch 
die  leichteste  Rechnung  finden »  wenn  wir  nach  dem 
Taylorschen  Lehrsatze  schli^fsen, 

A  r    (vr     .-ai.    clUi     ddü  1        d^ü     I 
'*'      ^      ^         du  2    2du-*  4    2.3.du3  8 

und  auch  3Ig,5— gts-'Ti'r+rT^  7*"  ;:  A  »  a-o  + 

^     ^     '^^        du  2    adu^  4    2,3.üu*  ß 

seyn  mufs»  jedes  U  der  ersten  Reibe,  auch  in  ihren 
Differentialquotienten,  allemal  n:  3(  s,  in  der  zwei- 
ten Reihe  aber  IZ  3  { 3  angesetzt« 

Da  nun  ferner  aus  beiden  Reihen  auch  folgt, 
dafs  3  i  fi>5  die  Hälfte  der  algebraischen  Summen  bei- 
der Reiben  seyn  mufs :  so  hat  man  eine  sehr  conver- 
gente  Reihe  zu  benutzen« 

Wenn  auch  jede  von  den  beiden  Beihen  für  sich 
berechnet,  und  durch  beide  Recbnungen  einerlei 
31  ^»5  gefunden  wird:  so  wird  dadurch  ein  richti- 
ges Verhalten  der  beiden  3^^  und  3^3  aufs  neue 
bestätigt. 

In  so  fern  hiebe!  noch  die  Frage  eintreten  könn- 
te,« ob  auch  3(>  ^nd  3(3  einzeln  genommen,  in 
den'  Tafeln  richtig  angegeben  seyen :  so  bedenke  man 
aufs  neue,  dafs  man  ja  jeden  mittlem  Theil  in  den 
dreierlei  Flächen  I^  U»  111»  nach  0*  i»    von  ihrem 


I 
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Jedesmaligen  constanten  Anfange  unabhängig,  finden 
kann»  Wenn  man  nnn  in  diesen  Gegenden  eine  klei- 
ne mittlere  Fläche  nahe  an  ihrem  Anfange,  eine 
Bweite'  nahe  an  ihrem  Ende  nach  obigen  Reihen  be- 
rechnet'hat»  und  diese  mit  denen  aus  den  Angaben 
der  Tafeln  folgenden  Differenzen  übereinstimmen; 
ao  kann  man  versichert  seyn,  dafs  auch  in  den  da- 
zwischen *  liegenden  Angaben  der  Tafeln  kein  be- 
trXchtlicher  Fehler  vorkommen  könne,  dem  man  nicht 
durch  ihre  Differenzen,  mit  dem  Anschauen  der  Cur* 
ve  verglichen  t  auf  die  Spur  kommen  müfste. 

$•  38*  Eine  dergleichen  merkwürdige  Differenz 
MTÜrde  z,  B,  die  Differenz  3 '^«99  *"*  3(^*98  *C7°» 
vreil  1(.&  ZZ  (o  unendlich  grofs  ist. 

Da  nun  der  mittlere  Flächentheil  längs  dem  Ab* 
ecisseniheile  von  =  o»98  bis  ZI  0,9g  nach  der  For* 
mel  A)  §•  IS 


{ijioo    -100      l    .A 
99       99    fi.2 
,-100      ,10Q         1        1 
+  11 1 + (I- 


99^     fi-SS'   99 J 


00\^         1       /f^QO^^     _  jr 

98   '98    a.«"'  98y  ~Ä-3.3^   98-^  +-..•  + 
rr  +  0,6979106«  —  0,01015237  —   0,6881346    sich 
ergibt»  und  nach  den 
Tafeln  zwischen  3I  0,98  ZZ  3,3443241 

und  3'  0,99  IZ  4*0329537 
die  Differenz  ~  o,  688*3^6  wirklich  vor- 
handen ist:  so  ist  hiemit  die  Richtigkeit  der  Diffe* 
renzen  in  dieser  Gegend  hinreichend  bestätigt;  folg- 
lich auch  die  Richtigkeit  der  aufgeführten  Integral- 
Logarithmen  selbst t  wenn  die  von  Hrn.  Sold  n  er 
gebrauchte  Integralconstante,  o, 57721.. ••  die  richti- 
ge, ist.  Herr  Soldner  hat  sie  durch  ziemlich  viele 
calculatoriscbq  Vfrbinduogen  gefunden»   bei  welcher 


\ 
I 
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selbst  auch  die  wichtige  Unterscheidang  cvrischen 
—  o  =  — ^  (5.  6)  «od  +  o  =  qr^Vj-  7)   vcr- 

steckt  geblieben  ist,  die  doch  snr  deutlichen  Unter« 
scheidang  unserer  beiden  Formeln  A)  und  B)  (§.  \%^ 
wesentlich  nöthig  war.  Nach  nnserm  obigen  Vor» 
trage  aber  werdeto  wir  von  der  Richtigkeit  diesfr 
merkwürdigen  Constante  auf  das  deutlichste  über- 
xeugt  seyn ,  wenn  wir  die  in^  obigen  §.  i6  voraus» 
gesetzte  unmittelbare  Berechnung  der  Ebne  APMA» 
längs  A  P  =  o,  5  (P>g*  &6)  wirklich  geleistet  haben. 

§.   Zch     In   Fig.  87,    einer  gröberen   Zeichnung 
dieser  Ebne  AFM,  sey  die  AP  n  0,5  in  ihre  5  glei. 

chen   Theile,    und   deren    erster  Theil  AB  :=:  «-i--\ 

to 

als  ZZ,  —  t  in  10  gleiche  Theile  eerlegt.  Die  ersten» 
auf  j—  n  — -—  =  —  o  folgenden  10  Ordinaten  durch 


lo— - 

a,  b,  c,  d,  e,  f,  g,  h,  i,  k,  und  auFser  SB  z:  k  die 
vier  noch  gezeichneten  Ordinaten  durch  S5f  C»  SD 
und  (£  benannt,  findet  man 


b  = 


crr 


a= 


ez: 


go.oi^^lgioo-lgi"   4.60517019'^  <^8t7Ä47ö 


t 1 1 

ao,oa~"  Ig  loo-i-Igö"""  3,91002301      ö»ä55oo«5 


1 


i^  -"■  lg  100-103  ""  3.50655790  ="°'»85t8oo 


g  0,04— "lg  100—194—"  3.ai887585~''°'^*°^^^ 


1 


jo.oa'""  lg  100— Igs"*"  8,09573828  ""°'^^°^ 

31 
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V 


I 


•        •    ■  *  . 

•  •  • 

l|ö^       W»ö5-IÄ       «.4*794561        ■• "  »- 

I 

ü  — -JL-,  —    ,       *  ,     *** !L_  =«*o434fta46 


■• 


IgOfÄ         Igio  — Iga        i>6o94379^ 

^ 1 1         —  * 

"^  ~  Ig  0,4  ~ ""lg  10— Ig 4 ~    0.9*609073 '^'"^'^ö*^^'' 

lgo,5         Igio— Ig5^    0,69314718        •'*^^^^ 

Demnach  ergeben  sich  die  ersten  9  Parallelogramme 
alt  (a  +  b  +  c.....+i)*  jij  rr  — 0,089451278 

und  alt  .- —  ~  —  0,000171073  die 

2       100  '     ^^ 


ersten  10  Dreiecke,  

also  längs  AB  ~  —  die  Ebne  ir  —  0,03i6ss35x 


I  «, 
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Perneir  die  4  folgenden  Perallelpgramikie   . 

•1»  («+©+€+a)>*.~  =  —  0,09775709 

und  äU  — — .—  —  —  o» 0504000     die 

4  Dreiecke  ,  > '  '     ' ' 

also   längs  BP  die  Ebne  tr  —  Ot 34817709 
wodurch  wir  also  für  die  |^ee  Ebene  APM  Ungt 
A  P  ~  o,  5  deren  Flächengrörse  ZZ^  o^  37979944  g^ 
fanden  hätten; 
Mrelches  mit  Hrn.  Soldnefa  Angabe  =  —  0, 378671t    (in 

§•  16)  nicht  gana  übereinstiinmend  ist» 

Es  ist '  aber  auch  leicht  einzusehen »    dafs  durch 
unser  Verfahren  sogleicli  das  erste  Dreieck  bei  A  mit 

der  Grundlinie  — *  ,  von  una  um  ein  merkliches  na 

.     .       *    100 

klein  gefunden  sejm  mufs»  da  wir  statt  dessen  be* 
trächtlich  concaver  Hypotenuae  Aa  nur  eine  geradli^ 
Tilge  angenommen  haben.  Wenn  wir  in  dieser  Hin» 
aicht  in  diesem  ersten  Dreiecke  schon  15  Ordinateu» 
und  dann  dessen  15  kleine  Dreiecke«  und  14  ParalM» 
logramme  berechnen:  so  wird  für  dieses  erste  Drei» 
eckt  welches  vorhin  nur 

«Is  r:  —  -. 0,00«  171474  r:  —  o,.Oö  108573  eingerech* 

net  war»' nunmehr  schon  rr:  — *^  0|  00179330  sich  erge* 
ben.     Herr   Soldner  hat 

es  als  3(0,01  rr  ^^  0^0018^97  gefuniien} 

welches  mit  unserer  Berechnung  durch  die  15  Ordi^ 
naten  sehr  gut  sich  verträgt;  indem  durch  diese  fie^^ 
nutzung  derselben  immer  noch  etwas  KU  kleines  steh 
ergeben  mufsie» 
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*         Wenn  wir  damgen  di«  •Immtlicheii  15  Ordinatea 

weteba  =  —  0,1367385 

=  —  o#i5»o667 
'    -         ~  —  o»  160911a 

rr  —  o,i687fl«5 

rr  —  o, 17532SS 
=  rr  0,1811115 
=  «*  o;  1865130 
=  —  0^1910666  . 
rr  —  o»i954654 

=  —  o»ig95755 
—  —  Ot3os4453 
rr  —  o,«o7iii7 
rr  —  o»aio6ofi5 
rr  — >  o,si394flo 

ZZ  —  0,8171478  i{nd,sii0atnineiiaddireiit 

n.  dia  Samine  rr  —  fi,  7985098  darch  — —  makiplid. 

*5oo 

ren,  «o  mufa  dietet  Prodoct  rr  «-  0,00186568  eine 
Fliehe  angeben,  die  um  etwaa  gröCier  ab  das  eraie 
Dreieck  teyn  muCi;  womit  nim  wiederum  Herrn 
Soldnera  Angabe  rr  —  o,ooi8<97  «ehr  verträglich  ist. 

Diese  Gewifsheit»  dafs  der  Integrallogarithme  der 
Zahl  0,01   ■  wischen  —  0,00179330 

und     —  0,00136568  fallen  mnfs,  und 

Herr  Soldner  rr  •—'  0,0018397  wirklich  dafür 
I gefanden  hat,  ist  allerdings  schon  hinieichend»  in 
Verbindung  mit  unsern  obigen  Integralen  uns  zu  ver- 
sichern, dafs  di(3  Integralconstante  in  seinen  Tafeln 
die  richtige  seyn  mufs.  Da  ich  indessen  im  obi- 
gen $«  16.  absichtlich  auf  die  gröfsere  Ebne  längs 
AP  rr  0,5  mich  bezogen  habe;  so  mögen  noch  fol- 
gende Rechnungen  mit  hergesetzt  werden. 

Wenn  wir  ferner^für  jedes  von  den  4  Trapezien, 
s wischen  K  und  $&;  fd  and  S  u.  s.  w*  noch   10  Or- 
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dinaten  interpoKren ;  so  «rgiebt  sich  das  eiste  avri« 
sehen  8  und  9  als  rz  —  o,o5t737o5 
mit  Soldners  Angabe  zz  —  ö»  05073^  «ehr  fiberein* 
stimmend  9  indem  hier  diekromme  Seite  des  Tra- 
pezes beinahe  geradlinig  ist,  nnd  daher  unsere  Rech^ 
nung    nnr   wenig   von    der   Richtigkeit   abweichen 

konnte, 

% 

Wir  finden  ferner  das 

Tiapea  »wischen  O  nnd  €#  ele  !:i:  «*  0»07flA9i49 
nach  Herrn  Soldner    :r:  —  o»o7&a884 

das  Trapea  s  wiichen  C  tu>d  ]D  t  ab  !!=  •-  o»  0955400 

nach  Herrn  Soldner    zz  —  0.0955345 

das  Trapea  awischen  ]D  und  C  •  als  rr  —  o»  t8573t47 

nach  Herrn  Soldner    rz  — •  Ct  1957017 

Auch  diese  Abweichungen  zwischen  unserer  Rech* 
nung  und  Herrn  Soldners  Tafeln,  sprechen  für  die 
Richtigkeit  dieser  Tafeln,  wei!  in  diesen  leutera 
Trapezen  die  krumme  Ssite  etwas  convex  gegen  die 
Absdssenlinie  ist,  und  daher  nnsere  Berechnung  et- 
was zu  viel  angeben  mubte. 

Diese  Rechnungen  sind  von  einem  meiner  ZuhÖ« 
rer,  dem  Bergakademisten  Gundelfinger  durchge* 
fuhrt  worden,  dessen  Zuverlässigkeit  mir  bekannt  ist. 


9M 


Siebzühnies   Capilel, 

Motvre's  Potmxiinmgsre^tl  atlgerndn  irwieseni 

t 

■ 

Im  d  rog^^  =  2-^  (XI.  $.  4.  No.  5) 


fU«  X  zr  Ung  9  r— ^  g0MtBt  *) »  gibt  nna 
d  l#Ä  lJlLi!!lE2iIli    0  r~t .  d  lang  y  _  8  r— i 


-i2. 

Da  n«n  wegen  a -J" *••>  1?*  ~  •^^ ?*  ~  ■  -'g 
offenbar  (1 -{* lang y*}, cot y^  ZT  1  ist:  so  mnb  das 
Boge»diffeoe»äd  d,  =: -^  d  lo«  i^J^I^J  .eyn. 

Obgleich  dieier  Aosdrack  die  nnnidglichen  Facto« 
yen  T-^^  enthält:  so  werden  wir  doch  bald  sehcnt 
dafa  wir  nna  derselben  TöUig  entledigen  können« 

§•  d.  Ana  diesen  Differentialen  pflegt  man  auf 
die  Integrale,   auf  die  endliche  Fnnctionengleichung» 

9  ~  ■■^■^"  Im  ■  "^  ■ '  ■  ""^'^  ■  »tt  achliefsen ,  und 
^        «1^ — I      'i — tangyr — 1 

dabei  aasdrüchlich  au  erinnern ,  dafs,  etwa  A -|*  9» 
atatt  9  gesetzt»  sich  sogleich  ergeben  würde«  dafa 
die  Integralconstante   A  ZU  o   seyn    müsse;   weil    ja 


*^  In  Diff.R.XIlI.  findet  »an  tr6rtert»  warum  hier  tang^ 
«lurch  den  nnm6gliohen  Factor  1*^1  multiplicirt  wer- 
den mufft  a  wenn  aa  ein  trigonometfiaoh  mögUchet  Dif- 
ferential geben  toll.  Obgleich  übrigens  einige  von  den 
hier  folgenden  Lehren  dort  schon  dargestan  find:  so 
"will  ich  doeh  dieselben  aufa  ncuet  Ton  jenen  unabh&n« 
gig  hier  Yoruageo« 


mit  9>  n  o   aach  tang  9  =  0  sich   ergebe ,   und  so« 
mit    durch    den    letaten   Factor   der  rechten    Seiten 

alt  (og  -  =r  lOfi  zr  o»   auch   die   rechte    Seite    der 

Gleichung    augleich    mit    der    linken    sich    Ternul- 
lend  aej. 

Diei  allea  hat  nun  allerdinga  seine  Richtigkeit» 
wenn  wir  hiermit  ein  für  allemal  fordern »  dafs  jeder 
bei  der  folgenden,  Untersuchung  genannte  Bogen  9, 
im  Anfangspuncte  der  Tanganienscale  aei« 
lien  Anfang  haben  soll. 

§,  3,  Aus  diesem  Anfangspuncte  der  Tangenten* 
acala  mag  nun  ein  so  genannten  bejahter  Bogen  9, 
dergleichen  wir  allemal  auch  unter  jp  schlechthin  ge« 
schrieben  au  verstehen  haben,  Termittelst  der  be* 
kannten  gewöhnlichen  Drehung  des  Halbmessers  x 
beschrieben,  seinen  Endpunct  schon  im  ersten,  oder 
erst  im  fiten,  oder  3ten,  oder  4^en  trigonometrischen 
Quadranten  haben,  in  welchen  Fällen  wir  ihn  durch 
ein  kleines  fp  andeuten  wollen;  oder  er  mag  den 
ganzen  Umkreis  rn  Av  schon  n  oder  01,  oder  3mal, 
u,  s.  w.  überhaupt  g^mal  schon  durchlaufen,  und 
dann  überdies  noch  eine  beliebige  Bogenlänge  }>, 
nur  dafs  sie  kleiner  als  d«  Zü  360  Gradbogen  sej, 
ebenfalls  durchlaufen  haben,  da  wir  ihn  durch  ein 
grofses  ^  schreiben  wollen:  so  ist  es  allerdings  ge* 
wifd,  dafs  auch  für  jede  dieser  Bogenlängen 
$Z=g.d«-f-9t    ein   Theil    derselben    durch 

den  obigen  Ausdruck  -.^    ■.  loa -^ ■  ^ L,  be- 

®  üT — 1      '  1  —  tang  g>  T— ^ 

stimmt  werden    mufs;    dieser  Theil  aber  schechter» 

dings  nur  in  der  Bogenlänge  9    bestehen  kann,   und 

der  vorangehende  Theil,  g.Sip,   als  Integralconstant« 

9u   behandeln   $ejrn  -  mufs.     Daher  wir  nun  auch  für 

jedes  «  allemal  darauf  surück  konmien  würden,  dafs 


•  •  •  •  • 
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bthandeln  habaii.  (Die  ▼arnainton  Bogen  — *  y» 
warden  wir  «pitarhiii  bäachten.) 

%.  4*    In  der  Logarithmik  Diff.  R.  X.  $.  36  bt  die 
Reihe 

erwiesen  •  nnd  Ihra  Convergens  betreffend  auch  ba« 

merkt ,  daCs  «aie  für  jedea  bejahte  7  =z  ^"^     snmma- 

torfach  eonTergant  aich  ergibt,  weil  ja  für  jedea  be« 
Jahte  7  ein  n  <C  t  erfordert  wird.  Für  jedea  n  ^  t 
aber  werden  ihre  Angaben  mit  irgend  einer  anage» 
macht  richtigen  Lehre  im  Widerspruch  stehen  müa« 
aen;  weil  ja  für  jedea  n;>i  allemal  7  eine  remeinta 
Zahl  scTn  mnfs »  folglich  log  7  irgend  ein  möglicher 
Logarithma  nicht  se7n  kann« 

$•  5»  Von  den  n  <C  1  ^u  den  u  ^  1 ,  macht 
tt  rr  1  den  Uebergang  aus,  dem  daher  als  solchem 
weder  ein  bejahter  noch  ein  verneinter  Werth  des  7 
angehören  kann.  Wenn  wir  uns  aber  die  U'<c^i  bis 
anm  u  i:t  1  hin  stetig  wachsend  vorstellen  müssen, 
wie  es  nicht  nur  für  die  Differential-  und  Integral- 
rechnung wesentlich  nothwendig,  sondern  auch  fiic 
80  manche  endliche  Reihenbetrachtung,  wenn  keine 
Lücken  darin  bleiben  sollen,  ebenfalls  nöthig  ist:  so 
mufs  nun  der  obige  Nenner  1  —  u  ~  -|-  o  seyn, 
falls  es  der  letzte  Ertrag  für  die  bis  zum  u  =:  1  hin 
angewachsenen  u  seyn  soll  ,  und  mufs  dagegen 
1— uzz:i  —  izz—^o  seyn ,  wo  diese  u  ~  1  den 
Anfangswerth  der  u  ^  1  ausmachen  soll. 

§.  6.  Welche  unendlich  kleine,  calculatorisch 
nicht  mefsbare  Verschiedenheit  zwischen  diesen  drei« 
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w  1  —  u  ~  o  (dem  i  —  tt  rr  -f-  ®  •  ^^^  i  —  u  rr  Ot 
und  dem  -t  —  ii  m  -<-  o)  noch  Statt  fiiiden  mdge^ 
braiicht  hiebet  nicht  er&rtert  ^n  werden  •  da  es  biet 
uns  genügt  9  durch  die  Untertcheidung  i — urr  -f^^t 
und  1  —  n  rl  ^—  b»  es  deutlich  einauAehen,  wie 
bei  u  n:  t  die  Endgi^äns«  der  Jmdglichen   Logarith- 

inen»    alt  tcg  ■■         n  log   ,   ■  ■  »    und   dann   . 

\l  —  In  ^  -JrO 

1  -4- 1  ^    1  "4- 1 

log — • —  :=:  lOg — ' —  als  die  Anfangsgränse  de^r  un« 

möglichen  Logarithmen  fär  die  u  ^  i  unendlich 
habe  an  einander'  treffen  müssen,  folglich  ihre  £nc» 
fernung  von  einander  anders  als  durch  die  Ziffer  o» 
calculatorisch  angeblich  nicht  sejrn  kann. 

Wenn  man  dagegen  mit  einigen  Lehrern  behaup-i 
ten  wollte,  dafs  diese  Uebergangs-Null  sowol  ein 
n  4"  o,  als  ein  n:  —  o  sej:  so  wurde  daraus  die 
ungereimte  Behauptung  folgern. 


dafs  (00  ii^  =  (og  OOf  augleich  auch  (og-^  =  log-  00 
seyn  müsse! 

$.  7«    Wenn  wir  die  obige  Reihe   0) 
erstens  auf  u  =r  tang  9  IT-i  anwenden:  so  gibt  sie  uns 
1 


»r-»    ^i-ig(t>T'-i  3         6         7 

■ 

Da  nun  nach  §•  i« 

-  O  O  / 

seyn. 

$«  8.    In   diesem  letzten  Ausdrucke   der  Bogen- 
länge 9,  ist  das  erste  Glied  logarithmiscb ,  nnd  mög- 


lieh  nar  für  {eda  umgy  von  n:  o  bi«  ZT  i  hin«  di«s« 
leuu  ung  y  =r  t  allerdings  noch  mit  eingetchloMen, 
weil  dafar  x  -—  ungy  ::r  -^  o  iat»  alao  v  z:  i8Q 
Gradbogen  bedeutend 

gibt. 

Der  vorige  erste  Atudmck  des  9  ($•  7)  allein  ge« 
nommen,  nnd  aaf  tangy  ZZ  s  angewandt»  gibt  uns 

ohne  irgend  einen  LogatUhmen  in  sich  behalten  su 
haben. 

%.  9*    Ueberfaanpt»  fär  Jedes  9»  ist  dieser  erst« 
Aasdmck  desselben 

obgleich  darch  Integrirang  des  logarithmischen 

Verfsbren  gewonnen»  dennoch  von  aller  Logarithmik 
unabhängig  geworden. 

Da  aber  diese  Reihe  für  jede  tang  9  7^  1  sich  * 
divergent  ergibt;  so  ist  bei  dieser  Fnnction  des  9  es 
allerdings  der  Fall»  da(s  sie»  wegen  Divergenz  dieser 
algebraischen  Reibe»  durch  dieselbe  nicht  be- 
stimmt werden  kann »  wo  sie  logarithmisch  ausge*' 
drückt»  einen  unmöglichen  Logarithmen  ver* 
langen  würde. 

jj.  10.  Es  ist  der  Sache  werth»^  hier  anzuführen» 
dafs  dieselbe  algebraisch  ausgedruckte  Reihe»  auch 
ohne  alle  Mithülfe  der  Logarithmik  kann  gefunden 
werden.    Denn  da  x  tang  9  bedeutend » 

d9  ZZ  -~^dx=(t— x*  +  *'*~** +—•••)*« '»t: 


X  x^        x^ 

•o  hat  man  cp  r:  x  — l-'-*H — •4'  —  ••••4-C 

T  3        5'      7 

und  C  rr  o ,  wenn  daa  Integral »  wie  vorhin ,  mit 
X  zr  o  seinen  Anfang  nehmen  aoU, 

Hiemit  haben  wir  iHo  gerade  die  vorige  Reihe 
erhalten  •  welche  f&r  x  ^  i  darch  ihre  Divergens 
nnbranchbar  wird« 

Da  et  aber  gewifa  gdnng  Ist,  dab  es  auch  für 
alle  tang  9  ^  x ,  sogar  bis  tang  9  r:  O0 1  immerfort 
mögliche,  diesen  Tangenten  sngeh5rige  Bogen  91 
gibt:  so  mnfs  die  Hoffnung  statt  finden,  auch  diese 
gröfseren  9,  aus  ihren  gegebnen  Tangenten, 
dnrch  eine  convergente  Heihe  bestimmen  su  können, 
welches  unter  andern  auch  durch  einen  gehörigen 
Gebrauch  der  Binomialreihe ,  und  zwar  hiedurch  am 
kürzesten  und  deutlichsten,  erreicht  werden  kaun« 

$•  !!•    Denn  da  ■  »^  ■■  ■    nicht  nur  n  (i+xx)"** 

sondern  auch  rr  (xx-|- 1)"**  seyn  mufs;  diö  alJge« 
meine  Reihe  Hes  (A-{*b)^  aber,  auf ^n  ü:  t  ange- 
wandt ,   uns 

(a  +  b)-«  =  a-»— a-»b»  +  a^3b»  — a-*b3-)^a-»b^^+„. 
gibt;  so  haben  wir 

nicht  nur  (i+xx)^' m— x^ -j'^^^^** +*'*^  +  -» 
sondern  auch  (xx+i)""'  rr  x"^  -x""^ +x""*  -x^*  +X"*®  --+ .., 
indem  wir  nicht  nur  a  rx  1  und  b  rz  xx,  sondern 
atatt  dessen  auch  a  n:  xx  und  b  r::^  1   ansetzen  köq« 

neu ;  und  so  müssen  wir  9  ~  f    ■,■■  ■    dx 

i)  als  f(i+xx)-»dx=ir(dx~x*dx+x^dx— x^dx-^-M.) 

•^  ^"^  3    *  "ö"*^^       ""  ***** 
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ft)  ab  f(xx+i)-«  dx = r(x-*dx  -  x-^dx  +x*dx  -  x-*dx +-...) 

•^  —1       — s   •"  — ^  "*  — 7    ""  ••• 

•fhaUeii  f .  wo  nan  die  erste  Reibe  Vax  alle  x  nicht 
gröfier  ala  't »  die  aweite  Reihe  für  alle  x  nicht  klei- 
ner ab  t,  convergent  ist. 

$.  te«  In  der  erstell  Reihe  Ihre  Integralcomtante 
C  tr  o  geaetftt,  damit  nna  dnrch  diese  Reihe  die  Bo- 
genlänge f),  Ton  9  n  o  enfangend,  gegeben  werde, 
haben  wir 

irorhinf 

'♦_  1,1        1,1         1 

aacb  --z:  1  —  r  +  T— r+r •••• 

für  jede  tang  9)  n  1  #  noch  einleuchtend  gliedercon- 
vergent.  Für  jede  tang  9^1  dagegen  mala  sich 
diese  Reihe  divergent  ergeben. 

Da  nun  aber  die  asweite  Reihe 


ft^  ö)  — -,.  -i L  -i +  ^     t        «  ,,r 

*^  y  —       tang 9^"^ 3 tg 93      5tg9''^7^i9^  •••"•" '^ 

fär  jede  tang  9  <C  t  dnrch  Divergens  nnbranchbar 
wird:  so  ist  es  hiemit  sogleica  gewifs»  dafs  wir  für 
dieses  Integral  9 

als   r(xx4-  1)-«  dx  zr  r(tang({>*  -f.  x)-»  d  täng9   ge- 
funden, eine  noch  niedrigere  AnfangsgrSnze ,  als  den 

Endpunct  des  für  tang  9=1  gehörigen  Bogens  $rr- 

4 
ZZ  45^    durchaus    nicht  wählen   dürfen»    wenn   wir 

nicht   in   eine    Integralconstante  K    verfallen  wollen» 

die- wir  wegen  Divergenz  der  Reihe,  durch  welche 
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aid  Bufolge  dieser  Integrirtmg  ansgednlckt  werden 
tnüftte,  nicht  würden  an  bestiflomen  wiitfn. 

Sej  nnn  9  rür  —  «U  die  niedrigste  Anfangogrinse 

4 

hier'  gewShlt:  so  wissen  vrir^^daCi  Mie  dnrch  Keihe  fif) 
bestimmte  BogenISnge  9,  ein  q>  zs,  o  seyn  rnnfs  für 
taag  y  ZZ  1$  nnd  somit  durch  die.  Gleicbnng 

<>  =  —  *  +  T— T+TtH ...  +  K 

3        5         7. 

11t  * 

uns  die  Constante  KzTir-r  +  p +~  •— *  —  7 

•    3 '     5      7  ♦ 

bestimmt  wird»  aber  diese  fite  Gleichung  nun  auf« 
gemacht  ^ 

3)9  — 4— -tg9  +  3tip"^5ig9'^"7ig5pT-^'*'*-''*'4 

unter  der  Voraussetzung  angibt ,  daTs  fernerhin  9, 
wie  in  der  Gleichnng  1)  den  gansen  zur  gegeboep 
tang9  gehörigen  Bogen  auch  hier  bedeuten  soll.  Da 
wir  nun  eben  hieraus  für  den  ganzen  Bogen  9  {ol- 
gern können,  dafs         ' 

♦)9— "tgy  +  sigya  5tg9'  +7tg9)»~+"'+ 4 
•ejrn   mulüs;    so  haben    wir   hiemit   eine    Gleichnng, 

wdche  für  alle  Bogen i  die  kleiner  als  ---    sind,   und 

somit  tang9^  1  haben,  von  einer  divergenten  Rei- 
he abhängig,   und'  dadurch    unbrauchbar  wird.     Für 

alle  9  ^  -T-  *ber ,  also  für  alle  tang  9  >•  1 ,  ist  diese 
Reihe  summatorisch  convergent. 

Für  9  =  - ,  also  tang  9  rr  1 »    giebt  nns  diese 
Gleichung 

4  3       6       7        »i       .'    Ä 
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'welches  -^rr  •  — v4^^—'r  +  ~**** 

♦  SS        7 

t  ^ 

wie  TorUn«  also  ^    dareh   eine   gUoderconvergento 

und   parallel   werdende  Reibe   angegeben  voraiuh 
eeuit  ♦).  : 

^.  13.  f  flr  die  Kreisbogenllnge  ^ «  ili  FjCinction 
ibrer  trigonometrischen  Tangente,  tang)),  betrachtet, 
haben  wir  nnn  in  §»  tfi,  die  Gleichnng  1}  gefonden, 


welche  ffir  alle  9  ^  -r  •    wegen  ihrer  tang  (j> 

durch  eine  divergente  Reihe  sich  ausspricht ;  und 
vorher  in  $.  7.  hatten  wir  für  diese  Function  einen 
logartthmischen  Ausdruck  gefunden,  welcher  für  alle 

7  ^  T  "^^S^^  ihret  tangj)  ^  i  einen  unmögli» 
eben  Logarithmen  verlangen  mufste» 

Selbst  für  diese  einzele  Function  mufs  und  kann 
dsraüs  nicht  gefolgert  werden»  dafs  durch  die  Diver- 
gena  der  Reihe  irgend  eine  Unmöglichkeit  ihres  Er- 
trages erwiesen  sej.  Was  diese  divergente  Reihe  an» 
'gibt,  ist  ja  einer  algebraischen  Unmöglichkeit 
nicht  unterworfen,  weil  die  Reihe  kein  T — 1  ent- 
hält;  kann  einer  logarithmischen  Unmöglichkeit 
nicht  unterworfen  seyn ,  da  sie  durchaus  keinen  Lo- 
garithmen fordert,  und  auch  trigonometrisch 
möglich  ist  ja  jeder  tang  gi)  ;>  1  sogar  bis  zum 
tang9  r=  00  hin! 

Sondern  durch  die  Oivergena  einer  Reihe  wer- 
den wir  lediglich  versichert,  dafs  von  uns  durch  die« 
se  Reibe  die  wahre  Gröjse  der  abgereiheten  Function, 


*)  üeber  den    P  Ar  aUsliitn  titt    dct  Reihen  habe  ich  micli 
liinäläadlich  In  Voreriiilicruiig  X  •  eu  srürtem  geiuchc. 
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inch  nur  Nähemrtgsweise  nichts  kann  gefanden  wer* 
.  den;  welches  tbet  selbst  aoch  bfi  gliederconver^ 
genten  Reihen  der  Fall  ist,  wenn  sie  nicht  %tk* 
gleich  auch  snmmatprisch  convergant  'oder 
doch  parallel  werdend  sind. 

Durch  die  eben  erwähnte  logarithmische  Unmög* 
Hchheit  ist  es  ebenfalls  nur  gewifs,  dafs  die  gesuchte 
Gröfse  des  ^  für  alle  tang  9  ^  i  •  in  dem  dort  dafür 
gefundenen  Autfdruck^,  einen  unmöglichen  Logarithr 
men  verlangen  mufs.  Dagegen  dürfte  sich  gar  wohl 
ein  anders  geformter  Ausdruck  des  9  finden  lassen» 
der  für  alle  tatig  9^  i  durch  mögliche  Logarithmen 
angeblich  wSre;  womit  wir  uns  indessen  nicht  auf« 
halten  wollen. 

$.  14.  Dieses  alles  habe  ich  gerade  hier  den  An- 
fängern über  die  Reibenausdriiche  des  ^  darlegen 
wollen,  um  es  nachher  deutlich  einsehen  zu  können» 
dafs  durch  jene  Divergens»  oder  logarithmische  Un* 
möglichkeit»  für  die  nunmehr  folgenden  Folgerungen 

.„.  der  Gleichung  0)  »  =  j^^  to«i±^||^ 

keine  Bedenklichkeit  entstehen  kann ,  obgleich  dieses 
Integral  (dessen  Coustante  C  schon  oben  §.  a.  «b^ 
sichtlich  rr  o  angesetzt  wurde,  damit  die  dadurch 
ausgedrückte  Oröfse  des  9  mit  9  rr  o  ihren  Anfang 
nehme)  nicht  nur  algebraisch  unmöglich  scheint 
sondern  auch,  wenn  es  dieser  algebraischen  Unmög* 
ligkeit  entledigt  ist,  allerdings  für  jede  tang^^i 
einen  unmöglichen  Logarithmen  verlangt.  0^.6  und  7.) 

f.  15.    Da 

i+tangyr-*i  ^^^^  ^  cosy4COsyaangq)r-r 
i-tang5pr-A  ""  cos  9  -  cos  (p .  tang  9  f*-! 

Sern ,  und  wegen  tang  9  ir  !--!^  ^ 

^         cos  9  • 

auch  cos  ^  •  tang  9  rr  sin  4>  seyn  mufs :    so  folgt  aus 
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der  OWchung  ©)  nimUch  9  =  ^  '^l-tgyrÜ 
(f.  14.)  t ach. die  ^ 

Gleichong  }))  dab  9  rr  -rr--  lOg- — IT       '    I(- 
geyn  mart* 
Da  ferner 

ixM^-ainyr-i       cof9*+amy*.   -V.«o?5r«»nvi     1; 

ist :  so  haben  wir 

aach  9  =       '_^  10§(cot9)  +  sin  9  T— 0*  folglich 

?)   anch  9  rr  X5^  I08(coa9  +  ein  9  T— »)• 

$•  10.  Obgleich  die  erate  Gleichung  ©)  nur 
Ton  der  einen  trigonometriachen  Linie  tang9»  die 
leute  $)  dagegen  von  zweien »  cos  9  und  ain9  ab* 
hMngig  iatt  ao  v^ird  aich  doch  die  letztere  für'  die 
nun  folgenden  Behandlangen  aehr  anstellig  beweiaen. 

Wollten  wir  die  logarithmiache  Möglichkeit  und 
Unmöglichkeit  dieaea  Auadruckea  sogleich  in  Frage 
stellen:  ao  würde  darauf  zu  erwiedeni  aeyn,  daÜa 
man  *  auf  dieae  Frage  weder  ja  noch  nein »  also  gar 
nichta  zu  antworten  vermöge»  ao  lange  man  den 
Ausdruck  '  noch  mit  den  algebraisch  unmöglichen 
Factoren  t*— 1  behaftet  sieht,  die  man  ja  eben  des* 
halb  für  algebraisch  unmöglich  erklären  mufs,  weil 
sie  weder  bejaht»  noch  verneiut  seyn  können; 
uns  aber  schon  durch  Di  ff.  R.  X.  §•  i5  erwiesen  ist» 
dafs  die  logaritbmiscbe  Möglichkeit  und  Unmöglich* 
keit  in  jedem »  namentlich  auch  in  dem  natürlichen 
Systeme»  durch  die  Bejabtheit  und  Verneintheit  der 
zu  logarithmisirenden  Oröfse  wesentlich  und  völlig 
bestimmt  wird» 
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§.  17.    J^de  von  den  Bogenlängen ,   welche  dem 
y>  in  der 

Gleichung  $)   (p  n  ^_      (og  (coe  y  -j"  ^^"9  f  —  1) 

9su1comnien  Können,  oder  zukommen  sollen  (welche 
z,  B.  sämmtlich  im  Anfangspuncte  des  ersten  trigo- 
nometrischen Quadranten  ihren  Anfang  haben,  und 
die  Länge  des  gesäumten  Umkreises  :=  s  x  schon 
deshalb  nicht  übersteiigen  dürfen,  weil  wir  oben  in 
Q.  2  die  Integralconstante  C  =r  o  gesetzt  haben),  jede 
von  diesen  Bogenlängen ,  sie  mag  so  lang  oder  so 
kurz  seyn,  als  sie  will,  ronfs  allemal  als  ein  g>'izn.^ 
für  jede  noch  so  kleine  oder  noch  so  grofse,  ganze 
oder  gebrochene  absolute  Zahl  n  können  angesetzt 
werden ,  indem  es  ja  für  jede  Bogenlänge  9)  eine  Bo« 

genlänge   -^  ZZ  ^^  geben   mu(s,   die  Zahl   n    möchte 

n 

aeyn  welche  sie  wollte.  Aber  nur  auf  absolute  Zah« 
len  n  wollen  wir  absichtlich  zuvörderst  un^  einge- 
schränkt wissen,  um  in  den  uns  bevorstehenden  Fol- 
gerungen nicht  ohne  deutliche  Rechtfertigung  auch 
auf  negative  n  uns  auszudehnen* 

§.  18»  In  dieser  Allgemeinheit  der  absoluten 
Zahl  n,  das  obige  (p  ZZ  n^  gesetzt,  nämlich  das  obi- 
ge tp  als  ein.nfaches  %;/  Detrachtet,  haben  wir  die 
Gleichung   J) 

1)  als  n\j/  ~  y, fofl(co8n>^  +  sinn>(/t*— 1)  vor 

Augen^ 

Da  n  jede  absolute  Zahl,  also  (überdies  schon 
für  sich  einleuchtend)  auch  n H:  1  seyn  kann:  so 
hat  man 

auch  >(/  —  T^^  f09(cos>^4-"'*  +  t*— 0»  folglich 

22 
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fi)äuch  n^^rr  - ■   f0fl(cos\|/-)-6in\pT — i)i  woraus 

3)  auch  n  +  —  ^s--^-  log  (cos  ^^  +  «in ^  T— J)^  durch  be- 
kannte Logarithmik  eich  ergibt. 

^  Ans  den   beiden' Gleichungen  i)  und  3)    zusam- 
men genommen,   folgt  qun 

4)  dafe  (og  (co5  n  4/+ sin  n\|/  T-i)  —  fOj  CC08\f/  +  sin-v^/  I*-ti)" 
seyn  mufs.   Und  da  durch  diese  Folgerung  aus^i)  und 
3)   von  dem  ■n>|/.  ein   weiteres   nicht  verlangt  wird^ 
als  dafs  n>|/  in   1)  und  3)  sich  selbst  gleich  aey,   also 
darauf  gar  nichts  ankommt»   ob  dieser  Bogen  n-^f   in 
seinen    logarithmischen    Ausdrücken    mögliche    oder 
unmögliche-  Logarithmen    erfordere:    so   würde,     in 
Hinsicht  des  logarithmischen  Ausdruckes  9  diese  Glei- 
chung  für  jede  beliebige  GröFse  des  n  >f/  richtig  blei- 
ben ;  zu  geschweigen,  dafs  ja  aus  dieser  Gleichung  4) 
auch  die  Gleichung  der  logarithmisirten  Gröfsen, 

5)  cÖ8n'+  +  8inn\f'T— -1  zzCcos^iz-j-sin^T— *i)»^  folgt, 

welche  gar  keinen  Logarithtnen  mehr  enthält,  also 
irgend  einer  ^rage  nach  logarithmischer  Möglichkeit 
oder  Unmöglichkeit  nicht  fernerhin  braucht  unter- 
worfen zu  werden» 

§4  19.    Dieses  ist  nun  die  eine  von  den  berühm* 
ten  Moivre'schen  Gleichungen 

cosnvt/ ±  sinnx^T—- 1  ir  (cos  \{/ ±  sin  4/ 1* — 1)^ 
deren  ungemeiner  Nutzen  für  die  Analjsis  der  Winkel« 
gröfsen  insbesondere  durch  denjenigen  Gebrauch  dersel* 
ben  einleuchtend  wurde,  welchen  Euler  zur  Erfin* 
düng  aeines  Winkelcalculs  ,  wie  ich  in  der  Kür« 
ze  ihn  nennen  möchte,  davon  zu  machen  wufste*, 
Gegen  seine  Begründung  dieses  Gebrauches,  in  sei- 
ner Abhandlung  9  Subsidium  ealculi  sinuum^  XQ'ovi 
Commentarii  Ac^  scient,  Petrop^  Tom*  V*  ad  annum 
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1754  ^^  55»  ^^^  ^^^  erinnert  9  dab  er  jene  Gleichtin* 
gen-  nur  für  ganise  l)ejahte  n  erwiesen»  und  gleich- 
wol  in  der  Folge  auch  auf  gebrochene  n  sie  ange- 
wandt hat.  Es  wird  eich  bald  ergeben  >  dafs  wir  iin 
dieser  Hinsicht  eine  mühselige  Erweiterung  der  Eu* 
lerischen  Induction ,  w|ß  sie  neuerlich  durchgeführt 
seyn  soll|  ebenfalls  zu  ergreifen ,  nicht,  nöthig  haben» 
IßsS  ist  eben  so  gewifs,  dafs  Euler  in  der  MoivreV 
sehen  Gleichung  statt  ihres  bejahten  n  auch  allge* 
mein  ein  verneintes  n  anzunehmen  für  erlaubt  gehals- 
ten hat,  welches  doch  eines  deutlichen  Beweiset 
werth  ist.  Namentlich  auch  in  dieser  Hinsicht  wird 
es  gerathen  seyn »  zuvörderst  id  Frage  EU  nehment 
für  welche  Bogen  ^  und  ii^/  die  Gleichung  5)  Kraft 
unserer  obigen  Deduction  derselben  gültig  seyn  muEfc 

§.  so.  Da  wir  iit  $.  1.  aus  einem  Ausdrucke  des 
Bogendifferentiales  d^  zu  schliefsen  anfieng^n»  Wel»' 
ehes  für  jede  bejahte  Bogenlänge  q>  gültig  ist»  in  dem' 
dafür  gefundenen  Ihtegral  -  Ausdrucke  des  $  aber  da?» 
durch,  dafs  wir  die  Integralconstante  Tl  o  ansetsteüt 
diese  Bogenlängen  keiner  andern  Einschränkung  un* 
terworfen  wurden»  als  dafs  sie  ihren  Anfang  in  dem 
Anfangspuncte  der  Tangentenscala  haben  müssen, 
und  F^Ws  sie  den  Umkreis  ii^mal  oder  gi^mal  sollten 
durchlaufen  haben »  ihnen  statt  der  Cohstante  !rt  o 
die  Gonstante  1.360°  oder  g.s6o^  müfste  gegeben 
werden;  die  nachher  gebrauchte 

Gleichung  tang^)  -*:  —^    iaber   auch   reichem 

richtig  für  alle  bejahte  und  verneinte  Tangenten»  Si» 
nus  und  Cosinus  bleibt  t  qo  ist  hiemit  gewifs»  dftf» 
für  alle  bejahte  n\f/  "  q>  vom  n>J/  ür  §)  rr  o  an 
bis  zum  n  \|/  n  9  n  S6o° ,  bis  zum  n>f/  i:t  d^ddo^ 
auch  bis  zum  3 .  360°  tu  s;  W^  die  obige 
5te  Gleichung 

cos  n  >{/-{- sin  u^t/r-iL  ::S  (Cö8>i/4-»irt>j/ir-0* 

22* 
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1 

ill^e  völlige  Gültigkeit  haben  tnufs.  Denn  wenn  wir 
auch  w^gen  der  obigen  Integralcon^tante  rz  o«  zu 
vprderst  nur  behaupten  wollen  •  dafa  diese  Gleichung 
^  ffir  alle  n  >|;  vom  ~  o  bis  n  y  ~  i  •  360°  erwiesen 
aej:  so  kann  doch  eben  daraus  gefolgert  >verden, 
dafs   sie   auch    für  alle  n>p  -|»  g-36o^    gelten    mufa, 

..weil   ja  cos (n >(/ +  g •  360)  rr  eosn;)/, 

und   auch  sin  (n  >f/ 4*  g  *  3^0)  rr  sinn^    bleibt. 

^'     Q.  üu    Aus  dieser  5^en  Gleichung  aber  hat  nun 
'filier  in  der  ersten- Eröffnung  dieser  Lehren  in  sei- 
ner schon  erwähnten  Abhandlung»  Subsidium  calcuU 
sintium^  eine 
6fiQ.0)eichung  cos.n  >(/  -  sin  n  >(/  l*-i  —  (cos\|/  -  sin>f/  T"-! )" 

aas  der  bekannten,   und   bei   andern  Analysten  oft 
iffl^    schädlich    angewandten    Meinung    geschlossen, 
d«(s  jedes   T — 1  aI^  ein   hF  t*-— -i   gebraucht  werden 
k^pne. 

Obgleich  ich  die  Unrichtigkeit  dieses  Satzes  im 
Allgemeinen  schon  in  Vorerinnerung  II.  gerügt 
habe:  so  wird  es  doch  geratben  seyn»  bei  diesem 
einzelen  Falle. es  zu  wiederholen,  warum  er  unrich- 
tig ist,  und  das  was  Euler  durch  denselben  erwie- 
sen meynt,  aus  andern  Lehren  deutlich  und  richtig 
zu  folgern  ist. 

^.  SS.  Nachdem  Euler  a.  a.  O.  die  eine  Moivre'- 
sehe  Gleichung 

cos  n  \J/  4"  1*— 1  •  8"i  n  9  —  (cos  -^  +  T — 1  •  »in  9)" 
lediglich   für   ganze    bejahte   Zahlen   n    inducirt    hat, 
fügt   er   hinzu:     Cum  autem  expressio  y — 1    natura 
sua  signi    ambiguitatem    irtvolvat ;    erit  ob    eandem 
rationem 

co«n\{/  —  f  — 1  .sinn^)  ~  (co«\p  —  f— 1  .siny)»; 

,   verfällt  also  hiemit  in  die  fehlerhafte  Verwechselung 
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zwischen  einem  gesuchten  x~  +  )*— i  (dem  man 
allerdings  IfT  vorzusetzen  hat,  wo  es  von  demselben 
noch  ungewifs  ist,  ob  es  ein  -|-f — i  oder  ein  — T — U 
oder  vielleicht  auch  beides  sejn  könne  oder  rotisse}»^ 
und  einem  gegebif«n  T — •»  welches  entweder» 
schlechthin  gegeben,  auch  für  ein  gegebnes  -|-  i  •  "P-t 
zu  achten  ist,  oder  als  ein  -^  i .  I*— i  gegeben  seyn 
kann,  oder  als  ein  -|-  )*— i  und  —  Y — i  gegeben, 
also  zweimal  gegeben  seyn  mufs. 

§.  i23.     Um  diese   Moivresche   Gleichung  kors 

und  allgemein    erwiesen   zu   haben,    ist  von  uns  in 

§•   1.   das  bekannte  logarithmische  Differential 

1  -4~  X         9  dx 
dioa — ' —  ~ zum  Grunde  fielest,  und  am 

^  \  X  1 XX  OOf 

daraus  das  BogendilFerential  d^  vermittelst  der  Tan« 

gente   zu   bestimmen,    x  zz  langet" — i,    also 

X  rr  tang^)  (-}-  T — i)    angesetzt.      Allerdings    hätten 

wir  statt  dessen  auch  xrr  tangy  (-'r-i)ir-iang(l)|*-i 

annehmen   können,    weil   auch   bei    dieser   Annahme 

ebenfalls  i  —  xx  n  i-{-tang^  bleibt,  also  das  nöthige 

in   Diu:'.  R.  XI iL  ^.  5    umständlich  erörterte  Eriorder- 

fi  dx 
nifs,  um  das  logarithmisch«  Differential sn« 

1 XX 

gleich  auch  ein  trigonometrisches  ausmachend  zu  ha- 
bet), allerdings  vorhanden  bleibt;  würden  aber  dann 
statt  dx  zz  d  tangy  |*-i  vielmehr  dx~-dtang(J)|^-i, 
folglich  auch  in  dem  Integrale  §•  2.  statt  des  -1-  9 
ein  —  (p  erhalten,  und  demnach  auch  in  §.  17. 

statt  des  obigen  yir x^—fofl (cos 5p -|"®^" SP l^^O •'•••••- 

nunmehr  auch— 9 IT X5 — Iog(cos-5p+8in-(l)ir-i)..v* 

dergestalt  erhalten  haben,  dafs  nunmehr  auc 
dieser  Ausdruck  des  — (p  durch  die  obige  Inte* 
grirung  ebenfalls  erwiesen  ist. 
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§«  04.  In  diesen  beiden  Ansdrncken  die  abiolate 
Gröfse  dea  ^  zz  n^  gesetz^t,  00  dab  die  Zahl  u 
•cblechlerdings  nur  eine  abaolute«  übrigens  |ede  ganze 
und  iede  gebrochene  Zahl  bedeuten  kann  und  aoH. 
bat  man 

II)  auch    n  >|^  3:  x=—  IPJ  (cos  n  >('  -f  ^^  >^  ^  t*-^) 
und 

♦II)  auch  -n\^  r:  t=t—  tegCca»-n>^-J-8Jn-n>{fir-i) 

dergestalt  erhalten ,  dafs  jeder  von  diesen  Ausdrücken 
Six  sich »  der  Ute  fiir  -f*  9  ^  Q  ^  •  ^^^  *^^^^  ^^ 
«—9  zz  -«n4*  erwiesen  ist; 

folglich 

n    * 

III)  aach   $n^zi  rs—  fe9(co8n4«4-  sinn 4.1*-!) 

ZZ  Ts^-  l09(cosn4^4***ö'*^t'""O" 
und 

♦III)  auch  tt(«n4):=Ix^(09(coa-n4'+sin«n^ir-i) 

IT  t:— -  lOft  (coa  -  n  4^ + sin  -  n  4^  f -1)« 

allerdings  so  allgemein,  dars  dieses  teutsche  b  jede 
ganze  und  gebrochene ,  bejahte  Oder  verneinte  Zahl 
aeyn  kann. 

(•  S5.  Für  den  einielen  Fall  a  s:  1  mub  man 
dio    IV)  auch  n^ZZ  ^^r  ^H (.^^"^  +  ♦in^r-i)^ 

und  ♦IV)  an€htt(-4')=3r^IOg(co8-++*^»-^r^^)** 

allerdings  mit  einem  eben  so  allgemeinen  ti  er* 
halten. 
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Wenn  nun  aber  ans  dep  beiden  Gleichungen  IV) 
und  II)  auf  die  Gleichung 

(09  (cos  n^'^- sin  n  4^1"-!)  rr  f09.(co8^J/+8in  4't*-*0*^ 
also  V)  auch  cosn-v^+sinn-vj/)**-!  rz  (coa'<J/+8iB4''J*-i)« 

und  eben  so  aus  den  beiden  Gleichungen  *IV)und'''II) 
auf  die  Gleichung 

(ö9(cos-n^+sin-n'iJ/T-i)r:I09Cco8-4'+8in*-^J/f-i)« 

also 

.  *V)  auch  cos-n'v}/+8inL-n4'f-irr(co8-'4/+8in-4'f-i)« 

soll    geschlossen    werden:    so    mufs    notbwendig 

»•v^  n  n>|<,   und  n(— 4*)  ~  — n^,    in  beiden  Fällen 

also   n.zin   vorausgesetzt»     folglich     die    ailge- 

meine  Bedeutung  des  r,  für  diese  Schlüsse  auf  die 

engere    Bedeutung    des    n    eingeschränkt    werden; 

nach  welcher  n  nur  eine  beliebige  absolute   Zahl 

bedeutend  war. 

\ 

§.  26.  Da  man  aber  nach  richtigen  und  deutli« 
eben  Lehren  der  Trigonometrie  unter  -^^  und  4'^'4^ 
zwei  Bogenlängen  mit  bejahter  Drehung  beschrieben, 
und  unter  —  «vj/  und  — n-v}/  zwei,  eben  so  lange  Kreis« 
bogen  von  demselben  Anfangspuncte  an,  mit  vernein-* 
ter  Drehung  beschrieben  zu  verstehen  bat,  auch  eben 
daraus  folgt,  dafs  beiderlei  Cosinus  gleich  grofs  und. 
gleich  gerichtet»  beiderlei  Sinus  aber  einander  Gegen« 
gröfsen  sind:  so  "können  wir  nun  neben  der  Gleichung 

V)  cos  n  «4^  -f-  sin  n  4/  t^-i  ZZ  (cos  ^  +  sin  '^X^-t)^ 

allerdings  auch  die  Gleichung 

*V)  cos  n  4/  —  sin  n  4/  f-i  n  (cos  •»}/  —  sin  4^  l^-i)** 

als   ebenfalls   richtig  und  erwiesen  behaupten;  wer« 
den  also  auch  beide  Gleichungen  in  der  Kürze  durch 

cos  n  4^  +  sin  n  4/  l*-i  ~  (cos  4'  ±  sin  4^  ir-i)** 

uns   andeuten  können;   wisset!  aber  nunmehr  deut- 
lich 
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i)  dafs   diese    Gleichang    mit   ihren   oberen  Zeichen 

durch   den  Gebrauch  eines   bejaht  gedrehten 

.    Halbmessers,    mit   ihren  untern  Zeichen  dagegen 

durch   den  Gebrauch    eines  verneint  gedreh- 

/tcn  Halbmessers  entstanden  ist;  und 

2)  wird  nun  ans  der  obigen  Darstellung  es  dentlich 
erhellen,  dafs  die  Moivreschen  Gleichungen,  zu- 
folge ihrer  obigen  Begründung,  bis  jetzt  nur 
für  ein  absolutes  n  erwiesen  sind. 

$•  S7.  Jedes  »bsolute  n  aber  mufs,  sobald  es 
dem  algebraischen  ip  soll  unterworfen  werden,  noth- 
wendig  als  ein  bejaht<^8  n,  als  ein  •-{' "  betrachtet 
werden  *).  Gerade  hiedurch  Iflfst  es  sich  nun  so- 
gleich darthun  •  dafs  eben  deshalb ,  w^eil  die  beiden 
Gleichungen  V)  und  ^V^)  für  ein  bejahtes  n  erw^iesen 
sind,  sie  auch  vollkommen  richtig  bleibend  seyn  müs- 
sen,  wenn  mau  statt  jedes  ihrer  u  ein  — n  ge- 
setzt bat. 

Denn  indem  durch  diese  Umänderung  des  n,  aus 
der  Gleichung  V)  die  Gleichung 

VI)  cos-n  ^'-l-  »in~n>J/|*-i  z::(c08'v}/-f-6in'4/T'-i)-" 
flieh  ergibt,  diese  aber 

auch  cos  n  4/  —  sin  n  >]/  )'-i  —  -: r— ; — : — r^:z # 

(cos^J/-|-sin%l/l  -i)" 

und  in  ihrer  rechten  Seite  die  Stammgröfse 


cos^  '\-  ein  ^  IT-t 


—  cos -vj/ —  sin 4^1*-!  ist:  so  mufs 


*)  Ich  erinnere  hier  ^ederum ,  dafs  diese  Nothwendig- 
keit  von  mir  in  der  zweiten  Auflage  der  Alge- 
braischen Auflösung  arithmetrisclier  und  geome- 
trischer Aufgaben,  Freyberg  1808«  au»  eigen  th  um  liehen 
Gründen  erwiesen  istt 

H  I 

I 
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816  der  Gleichung 

♦V)  cosn^  —  slnn^J/f-i  ~(co8  4'— •in^'T-i)"  con- 
gruent  aeyn,  die  wir  als  richtig  schon  erwiesen 
wissen. 

Eben  so  erhenet,  dafs  in  dieser  Gleichnng  *V} 
statt  jedes  ihrer  n  ein  —  n  geschrieben  ^  eine  Glei« 
chung  giebt.  Welche  der  V)  congruent,  also  hiemit 
ebenfalls  als  richtig  erwiesen  ist, 

$.  2Q.  Um  diese  für  die  ganze  Analypis  so  wich^» 
tige  Allgemeinheit  der  Moivreschen  Gleichungen  nicht 
durch  mühselige  immerfort  nur  wiederholte  Inductio* 
nen ,  sondern  in  der  KÜTze  überzeugend  erwiesen  za 
sehen,  schien  es  mir  das  rathsamste,  mit  dem  Hrn. 
Hofr.  Mayer  in  desien  Lehrbegriffe  der  hö- 
hern Analysis  I.  Seite  iig-r^isG,  von  der  bereits 
erwiesenen  Allgemeinheit  des  logarithmischen  und 
trigonometrischen  DifFerentiales  Gebrauch  zu  ma- 
öhen.  Dabei  aber  würde  man  einen  Fehlschlufs  be- 
gehen 9 

wenn  man  aus  4^— xi — foj (cos 4^  +  sin 4* t*-0 

nicht  nur  auf  w^zz  t= —  (O0  (cos  «4/  -f-  sin  4^  l^-i) 
schliefst;  sondern 
auch  auf  —  n-J'— ^— l08(cos4'-f-**"'?H^"'^)    eben 

so  richtig  glaubt  schlietsen  zu  Können;  welches  da- 
rum unrichtig  ist,  weil  in  diesen  beiden  Gleichun- 
gen, ihre  rechten  Seiten  völlige  Gegengröfsen  sind, 
ihre  linken  Seiten  -{"i^^^  ^^^  —  n^^  aber  dieses  nicht 
sind,  wo  nicht  schlechthin  von  der  Länge  dieser 
beiden  Bogen,  sondert^  von  ihren  Sinus  und  Cosinus 
die    Rede,  seyn   soll;    von   denen   nur   die  erster en. 
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nicht  aber   auch  die  letzteren ,   gegenstimmig  gerich- 
tet find, 

$.  29.  Der  Bogen  9)  muTste  für  die  bisherigen 
Lehren,  seit  §.  17»  als  ein  vielfaches  zL  n^  betrach- 
tet Mrerden.  Da  hiebei  n  jede  ganze  und  gebroche- 
ne Zahl  bedeuten  konnte ,  uniL  es  schon  dadurch  ge- 
lyirs  genug  ist,  dafs  >|/  eben  so  gut  wie  9  auch  je* 
der  Bogen  im  ganzen  Umkreise,  in  dem  Anfangs- 
puncte  der  Tangenten^c^la  seinen  Anfang  nehmend, 
seyn  kann :  so  wollen  wir  von  nun  an,  um  auch  in 
dieser  Denomination  namentlich  mit  £uler  überein- 
stimmend zu  werden,  das  bisherige  ^|/  durch  (p  schrei- 
ben, namentlich  also  auch  die  obigen  Moivre'ficheu 
Gleichungen  V)  und  *V),  §•  fi6,  als 

5)  cos n 9  +  8'nn 9 Y — 1  =^  (cos (p'\-  sxnff  f — i)« 

*5)  cos  n  5P.— sin  n  5p  t*— 1  rr  (cosy  — sin  9  IT — i)** 

aufführen ,  von  denen  wir  nun  wissen ,  dafs  ihr  n 
eine  jede  ganze  und  gebrochene,  sowohl  bejahte  als 
verneinte ,  folglich  auch  irrrationale  und  algebraisch 
unmögliche  Zahl  in  jeder  dieser  beiden  Gleichungen 
seyn  kann» 

§•  30.     Aus   diesen  beiden  Gleichungen  kann  ge« 
folgert  werden, 

dafs  Q)  Qcosnq) 

ZZ  (cos  9  -j-  sin  9  r-i)**  +  (cos  9  —  ein  9  T-i)« 
und  7)  fl8inn9f"-i 

n  (cos  9  4-  «in  9  l*-i)** — (cos  9  —  sin  9  T-i)** 

seyn  muFs;  die  6te  Gleichung  dadurch,  dafs  man 
die  ""5)  zur  5)  addirt;  die  7te  Gleichung  durch  sub* 
trabiren. 
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5,   31.     Da   nan  (coay -f- '••>¥' T-i)" 


cos  9" 
•\-  n  cos  y— '  sin  «p  l'-x 

n.n-i. 

■  — C0i5i"~*«in5p* 


1.0.3 

n.n-i.n-g.n-5, 


'        i.a.3.4 

^    i.a.3-4-5 
n.n-i n-5, 


n.n-i 11-7- 


"^      1.S.....7-J 


cos  g>"-3  ain  gp^  |-_j 
cos  9)°"^4  IIa  y* 
cosyn-Siiny'!"-! 
cos  y""^  sin  (p" 


i.a.3-4  5-6 

n  i\-      .,.n-6. ,   .        ,  „ 

-   _ ^-^C08«i''-7  8m(p'r^- 

1.2 6.7 


C08  9''~8sin5p*     und  •.  w. ; 


und    (cos  y  —  ain  (jp  l"-!)" 
11 

^  n  cos  y""~'iin  y  7"-! 

n,n-i.  . 

.  cosyn-^BBlny' 


coayn-ssiny^t"-! 

cos9°~4eiD9* 
cos  (>»-ägin  y  f-i 
coiy^-^iiny* 
cos  y"-?  sin  y'  t*-» 


'       1.3.3 
n.n-i.n-3.n-3. 


.8. 3.4 
i"i n-4. 


i.a.3.4.5 
n.n-i.....n-g. 


1.3.34-5.6 

n.n-i       n-£ 

1.24....6.7 


1.5.3.4-5.6.7.0 


iB^u-sain^s  und  e,  Wi  sich 
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ergibt:    so  hat  man 

8)  C08  n  9  rz  cos  (p"  —  -^ '  cos  y«-«  sin  y* 


i  cos  g)"-4  sin  ©♦ U ... 


n  n-i  n-ft. 


9)  sin  o  9  ZI  n  cos  9*-»  sin  9 cos5P"-3  sin^^ 

n...>n-4.  ^Q^ya-ssin  CD» 1-... 

^1.2.3.4.5       ^  r         n^ 

0,  3Q.  Beide  Gleichungen  sind  nnn  irgend  einer 
Logarithniisirnng  nicht  mehr  unterworfen,  aller  ih- 
rer FactortfU  t*-!*  tind  somit  aller  algebraischen  Un- 
möglichkeit völlig  entledigt,  und  würden  einer  tri- 
gonometrischen Unmöglichkeit  nur  dann  unterliegend 
werden,  wenn  man  irgend  einen  Cosinus  oder  Sinus 
gröfser  als  1 ,  ihnen  aufdringen  wollte. 

Aber  da  ^ie  Reihen  8)  und  g) 

r         n.n-i.  , 

auch  —  Cc  .  y".     1 tang  9» 

P"              n,       n.n-i.n-2.  _ 

und    —  cos  9".  j  -  tang  9* — -  tang  9^ 

sind  :  so  werden  sie  convergirend  nur  für  ein 
lang  9^  <C  1  seyn ,  und  müssen  dagegen  divergent 
für  jedes  +  9  seyn ,  dessen  (tang  (pY  "^  1    ist, 

§.  33.  Um-  nun  für  diese  letzteren  9  ebenfalls 
convergente  Reihen  zu  erhalten,  werden  wir  tiur, 
wie  oben  in  §.  11.,  die  Stellen  der  beiden  Glieder 
in    der    Siamuigrö£se    umzuseu&eii    haben.     Und    da 
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sich   dann 


(sin  9  )*-i  +  cos  y)« 

II 
(sin  q>  r-O« 

'■] (sin  9  T-t)"»-»  cos  9  ^ 

(sm  9  r-i)"~*  cos  9* 

,   n.n-i.n-a.  ,  .    ^^^     n«  •        -^« 
-| — ^  (sm  9  ir-i)"-8  cos  9* 


+ 


i.d.3 

n»..».n-^.  ,  . 
i.a.3-4 


(»in  9  r-i)""^  cos  9* 


und'   8.    w.f 
und    (—  sin  9  f -x  +  cos  9)« 


+  (8 

±-(. 

_  n.n— 1.  . 
1  .a    ^ 

,  n.n-i.n-ö«  - 

•f-  ■    '  (s 


i.fl.3 

^  n,....n-3 
+ 


-(8 


l.fi.34^ 

±  -^  (s 

1.2.34.5  "* 


n  9  r-i)** 

n  9  r-i)"""*  cos  gi 
n9r-0""^cos9* 
n  9  ir-i)a--5  cos  9* 
n  9  r-i)^4  cos  9* 


n9r-0'*'^co8  9* 
und  8.  w.    dergestalt  ergibt,    dafs    in 
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der  zweiten  Gleichung  die  „„tJJ^i  Zeichen  gelten»  fe 
nachdem  n  eine  ^f^H  *   Zahl   istt     so    wissen    wifi 

dafs.  ^  jede  gS*^""  8^«^«  o<^«'  gebrochene  Zahl  be- 
deutend » 

10)  auch  cosm* 

rr  -  («in* r-x)'"*co89) -f  ntj (einy  r-O'^'scosg)^ 

+  «5  («in  5p  r-i)*""^  cos  9*  •••. 

11)  und  cosQ^) 

'-n  i  (8in5pr--i)"+ll2(8in9r-0"*^cos9* 

+  04  (sin  y  r-i)n-4cos  ({>*  «m. 
seyn  murs  *).    Da  nun  diese  beiden  Reihen  auch 

»10)  als  n  sin  jp«  (r-i)*""**  f^  cot g)  ^-  itts  cot  y^ 

-j-  «5  coty^....  j 

♦11)  als  n  sin  y«  (r—i)"  •  fi  +  »£  cot^*  +  »4  cot  y* 

+  »6  cot  9 <*  ....T 

können  beschrieben  wei^dent  so  erhellet»  dafs  in  den' 
beiden  Factoren  ('T-^i)"«-'*  und  (f*— i)",  wegen  ih* 
rer  geraden  Dignitäten,  m — 1  und  n»  ihre  Un- 
möglichlceit  aufgehoben  wird»  und  diese  beiden  Rei« 

hen  sich  divwgifn"'  cf geben  müssen»  wo  die  obig« 
Reihe  8)  für  cosnf  sich  eonrwgetit  ergeben  Würde« 


MMHü*wh<Bi<Hifaii^^^i^ 


*^  Der  Karte  WegSb  ist  In  iAtitti  fteihen  k.  B.  äet  binor 
mische   sw^its  Coef&cienc     *    ^  '■    durch  tt*   ^er  bino» 

ttitöhe  dritte  Coeffietetit  ■^■^^-= ^-i; — ^  durch  M«    anee« 

dentet  >  wit  es  jetat  sehr  gewöhnlich  isCv 
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§,  34.  Hiemit  Hegt  vor  Augen,  daf§  man  bei 
diesen  letzten  Ausdrücken  des  co$n(t>  und  sinn^, 
welche  für  alle  5p,  deren  (+tangy)^^i  ist,  coh- 
vergente  Reihen  geben ,  um  sie  ihrer  algebraisch  un* 
möglichen  Tactöten  entledigt  zu  sehen  9  zwischen 
geraden  und  ungeraden  n  unterscheiden  mufs;  wel- 
ches dagegen  bei  jenen  ersten  Ausdrücken  g)  und  9) 
(§•  31)  nicht  nöthig  war.  Schon  aus  diesem  Oruiide' 
wird  es  gerathen  seyn,  allenthalben  wo  Divergena 
nnd  Convergenz  der  Reihen  uns  völlig  gleichgültig 
seyn  9  oder  auch  wegen  des  Farallelismus  in  den 
Gränz*  oder  Uebergangs  -  Fällen ,  strenge  genommen, 
gar  nicht  Statt  finden  können,  lieber  jener  ersten 
Reihen  uns  zu  bedienen. 

Ueberhaupt  werde  ich  die  letztem  Reihen  wei- . 
ter  zu  verfolgen  nirgend  nöthig  haben.  Auf  die  ein» 
fache  und  deutlichd  Weise  al)er,  wie  es  hier  gesche* 
hek  ist,  sie  darzustellen,  schien  mir  rathsam  und 
nützlich  zu  seyn ,  weil  man  sonst  za-  anderen^  nicht 
so  nahe  liegenden  Hülfen  zu  greifen,  und  insbeson* 
dere  auch  die  Gränzen  ihrer  Convergenz  sehr  müh-» 
sam  aufzusuchen  pflegt,  auch  noch  in  sehr  n^uli* 
eben    Arbeiten    darin    unrichtig    geworden    su   aeyo 

scheint« 

* 

$.  35*  Namentlich  bei  den  nun  Folgenden  ersten 
Anwendungen  dieser  Lebren ,  auf  die  Frage»  für  wel- 
che algebraische  Gleichungen  sich  ihre  Wurzeln  ver- 
mittelst der  trigonometrischen  Tafeln  durch  jene 
Reihen  des  cos  n$  und  sin  n  9  vortheilhaft  bestim-^ 
men  lassen,  kann  es  uns  völlig  gleichgültig  seyn,  ob 
die  Reihe  cOnvergent  oder  divetgent  sey;  weil  ja, - 
wo  n  eine  bejahte  ganze  Zahl  ist,  jede  der ^ obigen 
Reihen  mit  einer  endlichen  Gliederzahl  abbrechen 
mufs,  für  keine  Gleichung  vom  nten  Grade  aber, 
meiner   festen  Ueberaeugung  nach,   ihre    Wurzelsu* 


^         • 
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cbiing  von  nimentwertheni  Erfolge  and  prictischrai 
Notsen  teyn  kaiuit  wenn  nicht  n  eine  ganze  bejahte 
DignitAt  ist. 

S*  S6.     Wenn    wir    nun    in    den    beiden    Glei- 
changen 

n.n-i. 
8)  coa n 9> zri cos y cos ^«-«ein y* 

+  u.n-i.n-2.n-3.  ^  ,        .    . 
1-  cos  (p"-4fiiii  0)4  4-  ^ .... 
i.d.3.4 

und  9) 

.              n        ^.»_.  .    ^      n.n— i.n— ö.  ,       _ 

sinnyrz— cos9^*"*sin9  — cos y""^  ein y' 

+  n«««.«ii— 4>  -   •       • 
r — P  cosO)"-«  ein  ©5  —  +  .... 
1.0.3.45         ^  ^ 

nach  und  nach  nzri;  nirs;  nlZ3«  and  a.  w« 
aetsen,  so  erhalten  wir 

I)  cos  1.9  zr  cos  9* 

II)  cos  Ä  9  ZI  cos  9*  —  sin  (p* 

III)  cos 3  9  rr cos  9^  —  3cos9sin(p^ 

IV)  cos  4  9  r:  cos  94  — 6 cos  9*  sin  9"-}- sin  9* 

V)  cos  5  9  n  cos  95  —  10.  cos  9^  sin  (p*  -J-  5  cos  9  sin 9* 
und  8.  w. 

ai\d     1)  sin  1.9  iz  sin  9' 

a)  sin  29  rz  2cos9sin9 
3)  sin  3  9  ~  3  cos  (p*  sin  9  — sin  9 
auch    ~  3 •  1  •  1 .  sio  9  —  48in  9^ 
und  8.  w* 

$.  37*     Jene  Formeln  für  die  Cosinus  der  vielfa- 
chen 9  lassen   sich»   da  sie  vom  sin 9  nur  gerade 
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DfgnItSten  enthalten»  sSmmtljcb  rational  auch  4urch 
lauter  Coftinna  ausdrücken :  ala 

II)  COe2<{)~«C08  9)*  — X 

III)  co8sg)n4co8  9*— 5co8<^ 

IV)  co84g)r:8co8<)*— 8<^*9*  +  * 

V)  co855p  — i6ao85f)'-— 20C08gp^4-ÖC08(^ 

$•  38*     Alat^   schreibe    diese  Gleichungen   wit 

folget: 


•■»   ---•. 


,3       3 «.      « 


III)  cos 93 — ^cosy— -co«59  rr  o 

IV)  C089*  —  cosy«  — 22!i£lli  —  o 

V)  CO89»  —  ^cosy^-j-^cosy— 52!i5  ^z  o 

nämlich  als  Gleichungen,  die  man  sich  geordnet  habe, 
um  den  cos  9»  den  Cosinus  des  einfachen  Win- 
kels 9  zu  finden»  wenn  man  einen  gegebnen 
cosy  als  den  Cosinus  eines  7  ~  29»  oder  rf  39» 
oder  1=  49  und  so  weiter,  will  betrachtet,  also  dio 
letzten  Gleichungen  eigentlich  als  folgende 

*^N         /'vN*       cosv-j-i  ^^ 
2)cosQy 7^=0 

3>  *?"0)  -*  4 ~*3  •" i*^v  =  ° 


— i- —  —  o 
8 


4)co.^y-(coijy- 

5)  co.0y  -  I  (CO.;-)'  +  ^,co.|  -  S^-  =  o 

will  benutst  wissen  t  so  werden  wir  %.  B.  durch  die 
cubische  Olefchung  3)  als  solche  sogleich  rersi« 
chert  sejn»  dafa  es»  der  gegebne  cosy  sej  welcher  er 

23 
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WoUe »  far  cot  -  allemal  dreierld  Werthe  geben  mnCi, 

veil    es   für    jede   cubische  Gleichung   allemiil   drei 
Gleichang6wur2eln  gibt* 

$.  39*     Warusi  non   daa   Verhilten  zwischen  je- 

» 

dem  Gosv  und  den  sämmtliehen  cos-^    hiemit    über- 

3 

cinatiflimend  ae^v  werden  wir  am  beaten  elnaehen, 
wenn  wir  bedenken»  dafa  alle  folgenden  Cosinua 

cosy;  C08  — Vi  co8(36o«4"7)»  ^0^(560®  —  y) 
Coa(fi . 360® +  'y) t  coa (11. 360®  —  y); ...coa (g. 360*^ -j-y); 

coa  (g  *  360**  —  v) ;  ..,. 

aSmmtlich  einander  gleich  aind;  oder«  mit  andern 
Worten»  jedeqi  gegebnen  coay  die  unendlich  vielen 
Bogen  y  und  —7,  und  g.  360^  4^1^  sugehören.  (Auch 
mit  aufsußihren »  dafa  hierin  atatt  einea  jeden  360® 
auch  ein  —3^^  noch  Könnte  geaetzt  werden»  iat 
nicht  noihwendig,  weil  man  leicht  überaieht»  dafa 
dadurch  für  d|e  folgenden  Schlüaae  nichta  neuea  zu 
gewinnen  aey.) 

$.  40.  Wenn  wir  una  nun  die  aänimtlichen  un- 
endlich vielen  Bogen»  welche  einem  cosy  zugebören, 
gedrittelt  denken:  ao  haben  wir«  dir  =  360^  be^ 
deutend » 

«la  die  eraten  aeeha  Coainoa«  Mit  dieaen  mäaaen 
dfe  näcfaatfolgenden 

coa •="•^'^1  coa2 ij  coa^ — —L-i-coa-^ i.; 

3  3  3  3 

coa  '      ^  ■      :  coa  ^ ^^ 

3        '  3 
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in  eben  der  Ofdnon^  völlig  gleich  ^eyn»  weil  in  je^ 
dem  unterstehenden  der  Bogen  gerade  um  -s  ir  n  360^ 
gröFser»  als  der  Bogen  in  dem  überstehenden  ist. 

Da  in .  den  sechs  dann  folgenden  Cosinus  die  Bo- 
gen gerade  um  fi .  s «  rü  s2 .  360^  gröfser »  als  in  «l«n 
ersten  sechs  sind:  «o  müssen  sie  wiedernm  jenen  er- 
sten der  Ordnung  nach  völlig  gleich  aeyn;  daCs  aie 
also  ebenfalls  keine  neuen  Cosinus  einliefern  können« 

Uoter  den  sechs  ersten  aber  sind»  wie  man  leicht 
durchsieht»  je  Siwei  und  zwei  einander  dergestalt 
gleich  9  daüs  jeder  von  diesen  sechs  eraten  Cosinna 
entweder 

rrcoÄ t  oder  =  tx^t^^!^  o^tt  =  coail352±V 
3  3  Ä 

das  ist 

—  cos  -  oder  rr  eos  Tiäo^  -f* «  )  ^^^^  ^ €08^840®  *f-  ^ 

seyn  mufs» 

^  S»  41.  Da  nuh  h}emit  gewifs  jst>  dafa  eben  dte> 
ae  Cosinus  für  die  cubische  Gleichung 


3)(coB|y~|.co,|-.i«uv 


die  drei  Werthe  de.  cd  .ngebe»   müssen,    danh 

3 

welche  dieser  Olaiehttng  Genüge  geschieht  s  so  myifa 
man  x»  fi.  für  die  cubische  Gleichung 

x^*^i^x^.^««-ar;e 
♦  4 

Sie  drei  Werthe  ihres  x  vermittelat  ^der  CoiinustaFel|i 
.geradezu  finden  können »  wenn  die  Zahl  a  kleipeir» 
oder  doch  nicht  gt'^U^t  als  t  gegeben  ist;  damit  m^ 
sie  als  einen  mögliehen  Cosinus  betrachten  kOnne. 

23» 
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Sej  a  IT  o»9945di9  gegeben,  so  ist  a  =  co«6^» 

•IfO  y  rr  6^  :  and  da  nun  -^  üi:  d^  ist  $    so   miisaen 

3 

die  drei  Wnneln  dieser  Gleichang  seyn    • 
X  =  cos  Ä®  ■  o,  9993908 

X  rr  cosiftö^  rr  —  00853°  zr  —  0*5299193 
X  zz  cos  04a®  rr  —  cos  6a®  rr  —  0*4694716 

Eine  gnte  Bestätigung  für  die  riebt  ige  Rechnung 
ist  es»  dafs  die  Summe  dieser  drei  Wurzeln  aller- 
dings  rr  o  gibt;  wie  es  das  zweite  in  dieser  Glei* 
ehung  fehlende  Glied  bekanntlich  erfordert. 

S«  4s.    Jede  kubische  Gleichung 
je»  +  «y*  +  Öp  +  g  =  o  . 
IB&t  sich,  wie  es  sehr  bekannt  ist, 

durch  )(  rr  X  —  -^  gesetzt ,    auf 

5 

die  Form  x'  +  Bx  +  Crro  bringen*  deren  Coef* 
ficlenten  B  und  G  nämlich  bald  bejahlt  bald  verneint 
aich  ergeben  werden. 

Aus  der  obigen  trigonometrischen  Gleichung  3) 
cos£-  1   —  —•  1^1  «cos-  — •  —.1.1«  cosv  n  o, 

5y       4  5      4 

folgt  auch 

fCos^^    —  J.aJi.Cos^— 7-.R.R*CosV  =  o, 
V       Sy         4  3       4 

wenn  wir,  wie  es  sonst  schon  von  uns  geschehen 
ist,  Cosv  mit  einem  grofsen  C  schreiben*  wo  es  die 
Zahl  der  Cosinuslinie  bedeuten  soll,  weiche  in  einem 
Kreise  mit  dem  Halbmesser  R  beschrieben,  dem  Win* 
kel  y  zugehört i  dafs  also  Cosy  rz  Rcosy  ist*  in- 
dem cosy  mit  einem  kleinen  c  geschrieben*  die  Cosi- 
nuszahl des  Winkels  y  für  R  !r:  1    bedeutet. 
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g.  43.    Wenn  wir  nun  vermittelst  dieser  letzten 
allgemeinen  trigonometrischen  Gleichung 

^Cos^^    —  IrrCob^— ^RRCosvr:  o 
V       sy         4  3        4 

für  eine  andere  vorgegebne  cubi^che  Gleichung 

x3    —    Bx    +    C^o 
ihr  dreifach    bewerthetes   x  als   ein  dreifach  bew^r« 

thetea  Cos  ^ »  vermittelst  der  Cosinustafeln  zu  finden 
5 

verlangen:  so  müssen  wir 

1)  '— l-RR  =  -  B  und  0)  -  4"  RR  Cos  v  n  +  C   su 
4  4 

schaflfen  wissen^ 

Die  erste  Gleichung  verlangt  RR  z=  ~  B  zu  neh* 

3 

men;  daher  nun  die  zweite  Gleichung  den  Cosyn— ^■- 
verlangt;  also  einen  unmöglichen  Cosinus  ^  Falls 

CC  A  A 

9  5^>  ^B,  also  CO -i DBB  gegeben  Ist. 

Wo  dieses  der  Fall  wäre »  würden  wir  also  die 
vorgegebne  Gleichung 

x^  —  Bx  +  C  rr  o 

durch  unmittelbare  Yergleichnng  mit  der  trigonome« 
trischen  ohne  unmöglichen  Cosy  nicht  darzustellen 
wissen,  obgleich  übrigens  der  dazu  erforderliche 
Halbmesser  R,  wegen  des  verneint  gegebnen  Coeffi« 
cienten  —  B ,  sich  als  möglich  ergibt^ 

Wenn  aber  statt  des   — «  B  ein  -f- R  •    ^^^^   ^^^ 
Gleichung 

x^-|-Bx  +  Crro   gegeben  wSre: 

so  würde  sogar  der  Halbmesser  R  ~  T*— *~  B   so- 
gleich unmöglich  seyn  müssen ! 
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^  44«    8ej  ntm  in  eisier  vorgegebnen  Olefcbnng 
x^«>»BxipCno»  welche ,  um  der  trtgono«' 

oaetrhcfaen  l  Co•^'^  ---3'  RR  Co#5^  —  i  RR  Coe  v  r::  o 

N       Sy        4  3      4 

congruenc    sn    werden»    den   möglichen  Halbmeeser 

R  ZZ  T^  B  verlingl »   auch  7  C  in  abioluter  Gröfse 

•o  klein  gegeben »  dafs  das  dasu 

verlangte  (+)  Co«  y  =  "ß"  ***  abioluter  GrÖfe  nicht 

gröfaer  als  der  Halbmeaaer  R  ist,    nnd  aomit   einen 

möglichen  bejahten  oder  verneinten  Cotv:!:-^-  ana« 
macht;  so  wird  man  sich 

entweder  ^$y  zz  nr^~  ■  >■    berechnen 

^  Br*B 

>  3 

mdsaen,  um  auf  den  Coainnitafeln,  welche  den  Halb« 
messer  rr^'i  vorauaaetzen*  die  Gradsiahl  des  Bogena  y 
abnehmen  zu  können; 

oder,  um  etwas  bequemer  die  logarithmisirten 
Gosinnatafeln  zu  benutzen ,  welche  den  Halbmesaer 
:r:  lo'^  Torauiaetzen »  kann  man 

Jog^^,  io«o  =  log^~-  logt  B  +  10  ünden, 

ti  D  .         9  0 

um  für  diesen  Logarithmen  die  Gradzahl  y  aaa  den 
Tafeln  zu  nehmen, 

Kunmehr  für  jeden  der  drei  Winkel 

^  l    lao  +  -^   und  840  +  ^ 
3  '3  3 

die  £#ogarithmen  ihrer  Coainua  in  den  Tafeln  aufge* 

sucht  9  hat  man  für  den  ersten  Winkel  -^ 

3 

«v      10'  ^  'V 

den  .log  Cos  — .  -= —  —  log  Cos  —  —  log  R  -f*  »^  •  **«<" 

3      *^  3 
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kann  daraus,  da  togR  IT  —  log-^  B    iat, 

auf  log  Cos -^  achliefaen«  t 

3 

Eben  ao  auch  auf  log  Coa  (ifto^  -f;  -^  J 

und  log  Co0(84o^  4"  "^  7 '    "vvomit  also  die  drei  Lo*, 

,3-/ 

garithmen  der  drei  Wnrzelwerthe  in  der  v'orgegebnen 
Gleichung. x^  «-  fix  +  C  ::::  0   gefunden  sind. 

§.  45.  Dafs  eicb  mit  gegebnem  (-|-)C  der  Cosi- 
nus negativ  ergibt,  schadet  der  Auflösung  nichts; 
auch  beim  Gebrauch  der  Logarithmen  nicht,  vreil 
man  ja  weifs,  dafs  (-«-)  Cosy  —  Cos  (180° — 7)  ist. 

Eine  nnnötbige  Vervielfältigung  der  Formel  ist 
es  daher»  lyenn  man  die  Cosinus  nur 

I 

für  die  Gleichungen  x^  — -Bx  —  Giro, 

für  die  Gleichungen  x^— Bx-|-Cz:o  dagegen 

die  Sinusgleicbung 

(Sin  ^y  —  1«  RR  Sin  -^  —  i  RR  Sin  ylT  o  (§.  36) 

gebrauchen  will«  Will  man  dabei  die  Bedeutung 
des  y  auf  bejahte  Bogen  des  eraten  Quadranten 
einschränken,  weil  nur  diese  zugleich  bejahte  Sinus 
und  Cosinue  haben;  so  müssen  daraus  üble  Folgen 
in  Rechnungen  entstehen,  an  welchen  die  vernein* 
ten  Bogen  hie  und  da  nothw^ndig  Antbeil  nehmen 
müssen. 


$•  46.    Beispiel  fikt  det  obige  Verfahren. 
Die  Gleichwig  x'  —  7x  —  6iro,   vermittebt 

Tcos^^  ~|RaCot|— ^aRCoaY  ZZ  o  aaiknlöseii, 

bat  man  RR  ri:  ^^  nnd  Cosv  z:  — ^* 

3  7 

_  Coiv  -    ^ 

Da  nun  cosY.ri:  *-7—  :    «o  bat  man 


log  C08  y 


{+logCoair^  r+log^ 


—  o»  9951560  — - 1  für  den  Halbmet eer  :^  1 ; 
alio  10 -f  log  cos'y  =3999251560  für  denHalbmeMerzio*^ 
alao  7  zr  3a®  40'  18»  7"  ^"d  daher 

1)  log  cos  —     '  log  cot  10®  53*  s6t  a"  ZZ  9»  9901009 

3 

o)logco9(ioo®  +  5!j  — iogco849®  ff  03,8"  =  9i  8^60116 

3)  log  cos  (040«  '*'T)  —  "^S  cos7o^  53'  36,  a"  rr  9, 5  «498*7 

ebenfalls  für  den  Halbmesser  n  10'®;  daher  wir  za 
jedem  dieser  drei  Logarithmen 

noch   —  10  4-  logR  rr  —  10  -}•  0,4850183   addircn 
miissen»  um  endlich 

1)  log  Cos  ^j  nrrr  0,4771010 1  also  Cos—  rr  +  5 

2)  bgCos(i9o+Mr:  0,3010299,  al8oCo8(ioo+- Jn-o 

3)  log  Cos(3fl4+|  j  rr  o,  0000000 ,  also  Cos(o4o + -  J  n  - 1 

gefunden  au  haben. 
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$•  47«  Um  diese  drei  Wnrzeln  det  gegebnen 
Gleichung  80  genau  zu  erhalten,  war  ea  nöthig,  die 
Winkel  fast  bis  auf  ihre  lotel  Secunden  genau  zu 
finden.  Nur  auf  ganze  Minuten  gerechnet ,  würden 
wir  4^  3i00ox  statt  der  3,  und  —  i»9996  statt  der 
—  a  gefunden  haben;  womit  man  freilich  zugeste- 
hen mufs»  dafs  man  für  dieses  Beispiel,  mit  andern 
Methoden  ungleich  leichter  gefahren  wäre.  Wenn 
aber  die  Coefficienten  der  Vorgegebnen  Gleichung 
aus  vielzifrigen  oder  auch  gebrochenen  Zahlen  be- 
stehen: so  wird  diese  Auflösung  vermittelst  der  Co- 
sinustafeln allerdings  die  rathsamste  seyn  können. 
Nur  mufs  ich  hinzufügen,  dafs  alles  bisher  vorgetra» 
gene  nur  für  solche  cubische  Gleichungen  zureicht, 
welche  lauter  mögliche  Wurzeln  haben,  wie  es  so* 
gleich  aus  §.  41  und  43,  mit  bekannten  Lehren  der 
Algebra  verglichen,  einleuchtet. 

$.  48.  Für  die  übrigen  Gleichungen,  mit  zwei 
unmöglichen  Wurzeln,  hat  man  meines  Wissens  nur 
zweierlei  andere  Methoden  bisher  anzugeben  ge- 
wufst;  indem  man  entweder  den  Gebrauch  der  hf- 
perboliscben  Sinus  und  Cosinus  voraussetzt,' welche 
von  n  o  bis  ins  4!  OO  vorhanden -sind;  oder  man 
hat  die  allgemeinen  Wurzelformen  des  Cardanus  den 
trigonometrischen  Ausdrücken,  am  bequemsten  ver-^ 
mittelst  der  Tangenten  undCotangenten,  unterworfen. 

Jene  Sinus  und  Cosinus  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel habe  ich  zu  erklären  nicht  rathsam  gefunden, 
da  ihre  Anwendung  wegen  Mangel  dahin  gehöriger 
Tafeln ,  den  Fractikem  zu  mühselig  fallen  würde. 

Das  zweite  Verfahren  wird  sicherlich  weniger 
mühsam  und  bedenklich  nicht  dargestellt  werden 
können,  als  es  in  des  Hrn.  Eytelwein  Gi^und- 
lehren  der  böbern  Analysis  Bd.  1.  §•  175.  ge« 
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«chehen  ist,    di  Er  nberhaopt  «ehr  nett   und  zaver* 
listig 'so  calcalirea  pflegt« 

$•   4g.      Alle  seit  jj.  36.  hier  von  uns  anfgeführ» 
ten  Winkel-    oder  Bogen  -  Gleichungen «    obgleich    sie 
aus   einer  bekannten  Eulerischen  Gleichung,    die  ich 
aber  erst  in  dem  folgenden  Kapitel  aufführen  i^olhe, 
noch   etwas   kürzer  sich   ergeben ,   sind  hier  ans  un- 
Sern  Gleichungen  8)  und  9)  abgeleitet.    Statt  derselben 
etwa  die  Gleichungen  10)  und  11)  zu  solchen  Absichten 
SU  benutsen,   würde  nichts  neues  geben  können;    da 
beide  Gleichungen  nur  darin  verschieden  wirken  kön- 
nen,  da(s   die  eine  convergente  Reihen  für  solche  y 
gibt,    bei   welchen   die  Reihen    der  andern  divergent 
ausfallen.     Da  aber   bei  unserem  Gebrauche  für  cubi- 
\Bche,   oder  auch  andere  geordnete   Gleichungen,,    die 
Dignität  n    ders^elben   allemal  eine  ganze'  bejahte  Zahl 
ist:   so   mofs   es   für  diese  Anwendung  einerlei  aejn, 
ob  eine  convergente  oder   divergente  Reihe  daaa  be« 
nutzt  werde. 

Q.  50.  Vor  mehren  Jahren  schon  fiel  ich  auf  ei* 
ne  vorzüglich  nette  und  allgemeine  Graphik  der  ca- 
bischen  Gleichungen ,  wodurch  es  mir  einleuchtend 
"Wurde ,  wie  sich  Tafeln  berechnen  lassen ,  aus  wel- 
chen sich  für  alle,  cubische  Gleichungen,  ihre  drei 
Wurzeln  ziemlich  genau  sogleich  hernehmen  lassen. 
(Diese  Täfeln  sind  auch  durch  einen  meiner  damali- 
gen Zuhörer,  den  jetzigen  Hrn.  Provisor  Teuchert 
schon  gröfstentheils  berechnet;  und  sollte  ich  nach 
Vollendung  derjenigen  Lehrbücher,  deren  Ausferti- 
gung ich  versprochen  habe,  noch  Kraft  und  Lebeo 
übrig  behalten;  so  würde  ich  diese  Tefeln  druckfer- 
tig zu  machen  suchen.)  Bei  dieser  Gelegenheit  hatte 
ich  die  Hoffnung  gefafst«  dafs  sich  auch  die  Glei« 
chungen  mit  unmöglichen  Wurzeln  unmittelbar,  oh- 
ne ihre  allgemeine  Auflösung  vorauszusetaen  ^    durch 


Cf^p.  XVII.    Molvrit's  Pot9nzHrangsr0g0t.    563 

die  trigonometrischen  Tafeln  dürften  behandeln  Ueaen; 
indessen  wurde  ich«  wie  es  mir  bei  meinen  neuen 
Untersuchungen  so  oft  ergangen  .ist ,  durch  plötzlich« 
Amtsarbeit  unterbrochen,  ohne  darüber  aufs  Reine 
geliommen  zu  sejn. 

5,  51,    Der  Winkelgleichung 
^cos^Y  — ^cos-J^— -iCcosY— O  =  o(§.38) 

oder  ('Cos^lV  — RR^Cos  jV  —  H5(CosY^R)r:a 

können  nur  solche  biquadratiscbe  Gleichungen 
congruirend  gemacht  Werden ,  in  denen  sich  auch 
der  Coefficient  des  x  als  ::=  o  ergibt»  wenn  man 
den  Coeffidenten  des  x^  sich  zz.  o  verschaiTt  hat. 
Und  auch  für  diese  Gleichungen  kann  man  die  Wur« 
zeln  vermittelst  der  Cosinustafeln  unmittelbar  nur 
finden»  wenn  ein  unmöglicher  Cosinus  oder  sogar 
unmöglicher  Halbmesser  dazu  nicht  verlangt  wird. 
Wenn  Hr.  Eytelwein  a.  a.  O,  zeigt,  wie  man  für 
jede  biquadratische  Gleichung  vermittelst  der  trigo* 
nometrischen  Tafeln  die  Wurzeln  berechnen  könne; 
so  wird  dabei  ebenfalls  eine  allgemeine  algebrahche 
Auflösung  dieser  Gleichungen  schon  vorausgesetzt. 

$•  52,  Für  noch  höhere  Gleichungen  sind  der« 
gleichen  allgemeine  Wurzelformen  noch  nicht  gefun- 
den ,  können  auch  vermuthlich  gar  nicht  gefunden 
werden ;  und  je  höher  die  Grade  ^der  Gleichungen 
steigen ,  um  so  seltener  finden  sich  solche  unter  ih- 
nen, die  sich  den  ihnen  sugehörigeil  Winkelgleichuflk 
gen  congruent  machen  lassen. 

Aber  auch  ohne  Rücksicht  auf  derglei- 
chen Auflösung  algebraischer  Qlei-chun» 
gen,  ist  es  äuGserst  nützlich  nnd  wichtig»  diesen 
Winkel*  und  Bo^en-Calcul  um  «einer  eelbst  wüten 


.« 
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ia  toMre  Uatmmiiiiiig  so  nähnira.  Die  dahin  ge- 
bSrigen  DartteHangen  de*  folgenideii  Kapitels  ^  faaben 
Cberdiet  die  Abaidit»  die  praeriache  lUditiglieit  dea 
Soleriaehen  Winkelcalealf »  wie  man  in  der  Knme 
ihn  am  afhicklichiten  nennen  dflrfte»  sn  rechtferd« 
gen»  nnd  waa  in  seinen  Beweiten  mii  mangelliaft 
aehdnt»  na  erBitem  nnd  an  enetsen. 


Achtzehntes  Gapitel. 


JSuUri  Winkelrechnung  gerechtfertigti   dit  neue^ 

ren^  cäleulatorisehm  Yersuche  widerlegt,  und  das 

dabei  aufgestellte  Problem  beantwortet. 

$.1. 

Von  nnn  an  wiederum  -f*  9  ^^^^^  *o»  '^^  ^^^ 
letxten  Tbeile  dea  vorigen  Kapitels  das  dort  ge» 
brauchte  -{-Y*  jede  Bogenlänge  in  einem  bejahten 
Kreise  bedeutend,  die  im  Anfange  der  Tangenten* 
acala  ihren  Anfang,  und  irgendwo  in  dem  Kreisum- 
fange  &«*  rr  8.18^  Gradbogen,  ihr  Ende  hat,  und 
'  —  f)  in  demselben  Kreise  mit  verneint  gedrehtem 
Halbmesser,  denjenigen  Bogen  bedeutend,  der  mit 
dem  4*  9  einerlei  Anfang  und  gleiche  Länge  hat,  ist 
es  einleuchtend,  dafs  im  einfachen  Kreise  bei  jeder 
Bogenlänge  9  allemal  -|-  q>  und  —  y  die  einzigen 
beiden  Bogen  ausmachen,  deren  Cosinus  einander 
völlig  gleich,  an  Länge  und  an  Richtungaaei- 
eben  einander  gleich  sind. 

Da  man  sich  aber  den  Kreisumfang  auch  ani^ 
«Weiten»   aum  dritten  Mahle  und  a.  w.  nicht  nur 
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xnit  bejaht  gedrehtem»  sondern  auch  mit  verneint  ge- 
drehtem Halbmesser  beschrieben  denken  kann;  so  er- 
hellet» '  dafs  g  jede  ganze  Zahl  bedeutend»  nicht  nuf 

aondern  auch 

^y;  _y;  4:9—1.3«;  +9— fi.Ä«p;  ....  ipj) — g.ar 

eine  unendliche  Menge  von  Bogen  ist»  welche  sämmt* 
lieh  ihren  Cosinus  ZZ  cos  -|-(p  ~  cos  —9  haben. 

Da  indessen  in  der  untern  Keihe  kein  Bogen 
vorkommt»  der  von  irgend  einem  Bogen  in  der  obern 
Reihe  um  etwas  anders  als  eine  Anzahl  ganzer 
Umkreise  verschieden  wäre;  jeder  Bogen  (+)9  aber 
mit  jedem  Bogen  9  +  g.si«'  völlig  einerlei  Sinus  und 
Cosinus  (auch  Tangente  und  Cotangente»  u.  s.  w.) 
hat:  so  werden  wir  für  die  Absicht  der  folgenden 
Tafeln  nicht  nöthig  haben »  es  ausdrücklich  anzumer- 
ken» dafs  man  statt  eines  jeden  darin  vorkommenden 
+  sif'auch  dessen  Ggengröfse  If  s«-  zu  verstehen  be* 
rechtigt  ist. 


do^ 
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Bog^ntafelt  4lie  Vieldemigkeit  der  Cosinus  gan* 
ser  und  gleichgetiheiher  Kreisbogen  betreffen^,    +9 

in  einem  mit  verneintet  I^i^ebttng  de$  Halbmessers  TZ.  1 
beschriebenen  Umkreise  jr  2  *  jeden  Anfangs theil, 
nach  dem  Gesetsö    der  Stetigkeit  also  auch  n  4^  o 

und  ::r  +  d  if  bedeutend* 


Oanse 

faalbirle 

gedrit* 

gevier- 

gefunf- 

geaecbs- 

Bogen* 

Bogen* 

telte  Bo« 
gen. 

telte  Bo- 
gen* 

telte  Bo> 
gen. 

telte  Bo- 
gen. 

• 

.2. 

A 

4-t 
"^3 

^1 

5 

^?- 

«)-9> 

-.2. 

d 

-2. 
3 

4 

5 

6 

3)  +9+3* 

+  Z.+  — 
2        2 

3      3 

4     4 

0)       St 

0>      St 

4.X.4.  

4)  -y+ü» 

(p       fi«- 

-.9^+ir 
3   3 

• 

-9  +  1! 
ö     5 

tp     s« 
6*T 

6)  +y+s.8» 

s      2 

3     3 

4  4 

5     5 

6      6 

6)  — 5()-f  fi.a» 

2        2 

3    3 

4   4 

5     5 

6*  6 

7)  +S0+3-Ö« 

+  2I4.*— 
2      2 

9)    6» 

tp    6* 

^4% 

9>    6* 

+4-+  — 

6      6 

9>.  6» 
6*6 

8)  -^O+S'«* 

2-      2 

0*  6 

5     5 

6*6 

fFinkßlr^ffhmtng  gßrMcitfertigt. 
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Bo genta  fei,    die  Vieldeutiglceit  der  Sinus   ganzer 
und  gleichgetfaeilter   Kreisbogen  befreflFeni.  ±  if   jfB- 

den  Anfengstheil  des  veln^inteii    ümlireises ,     wie     in 

voriger  Tafel  bedeutend« 


Ganze 
Bogen. 


xx      «     *      9    3* 


5)+r-f4* 


6) -^^-6* 


7)  4-9>+ff* 


B)— 9>— 7* 


halbirte 
Bogen. 

8 

^ 

fi       s 

+  Z-4. — 
2        ^ 


<)p    6* 


gedrit- 
telte Bo' 
gen* 

3 

3     3 

9>     B* 
3     3 

_9_3ji: 

3    5 


gevier- 
telte Bo' 
geo. 

4 

♦  4 
4^4 
44 


3     3 


+  2-+  — 
3    3 

£  ll 

3^*3 


4     4 


+  Z.+  — 

4     4 
4*4 


gefiinf- 

getecbs- 

telte  Bo' 

telteßo- 

,    gen« 

gel». 

4^ 

5 

6 

5     5 

6     6 

J.Z.4.  -^ 

6      6 

2.  Il 

6     5 

5?   ^ 

6      6 

5     5 

76^ 

1    5* 
"5*5 

9>    5* 

cp     6« 

5     d 

»     7* 
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$•  3.  In  der  Siule  notet  eot  9  afnd  die  elmmt- 
liehen  Bogen  aufgeführt «  welche  es  für  einerlei  cos^ 
geben  kann;  in  der  sweiten  Säule  die  Hälften,  in 
der  dritten  und  vierten  Säule  die  Drittel  und  Viertel 
derselben.  In  der  «weiten  Saale  liegt  vor  Augen» 
dafa  mit  ihren  ersten  4  halben  Bogen»  die  nächstfol- 
genden vier  völlig  einerlei  Cosinus,  und  mit  diesen 
auch  jede  fernerhin  auf  einander  folgenden  vier  Bo- 
gen» immerfort  einerlei  Cosinus  haben  müssen;  weil 
ja  ihre  Unterschiede  in  lauter  gansen  Umkreisen  be- 
atehen.  Da  nun  unter  den  4  ersten  Cosinus»  der  er- 
ete  und  der  zweite,  auch  der  dritte  und  der  vierte, 
wiederum  völlig  einander  gleich  sind:  so  ist  hiemit 
geWifsydafs  die  simmtlichen  halbierten  Bogen 
nicht  mehr  ala  swei  verschiedene  Cosinus  haben 
Können« 

Von  den  gedrittelten  Bogen  in  der  dritten  Säule, 
müssen  sehr  einleuchtend  jede  6  nachfolgenden  mit 
den  ersten  6  Bogen  einerlei  Cosinus  haben ,  weil 
sie  der  Ordnung  nach  von  jenen  ersten  alleoMil  um 
ganze  Kreise  verschieden  sind«  Da  nun  unter  den 
ersten  6  Bogen  der  ite  und  der  ste,  der  3te  und 
der  4te,  der  5te  und  der  6te,  völlig  gleiche  Cosinus 
haben:  so  erhellet,  dafs  den  sämmtlichen  unendlich 
vielen  gedrittelten  Bogen  mehr  als  drei  verachiedne 
Cosinus  nicht  zukommen  können. 

Auf  ähnliche  Weise  läfst  es  sich  leicht  durchse* 
hen,  dafs  den  sämmtlichen,  unendlich  vielen  gevier- 
telten Bogen ,  mehr  ala  4  verschiedene  Cosinus  nicht 
zugehören  können;  und  überhaupt,  wenn  die  aämmt« 
liehen  Bogen  der  ersten  Säule  in  q  gleiche  Theile 
zerlegt  gedacht  werden,  diese  sämmtlichen  qtel-Bo« 
gen  mehr  als  q  verschiedene  Cosinus  nicht  ein* 
liefern  können»  ' 
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$.  4«   Dt  nun  mit  der  trigopometriscben  Gleichung 
(co.|y-RR(co8^y  -  i5i2^  =:  o 

welche  aas  der  Gleichung,  in  Kap.  XVI|.  $.  38*  das 
dortige  y  jetzt  durch  (p  geschrieben«  für  den  Halb« 
messer  R  sieb  ergibt,  nur  eine  solche  biquadratische 
Gleichung«  welche 

der  Form  x*  +Bx*,+  D  =  o  unterwerfbar  ist, 

■ 

und  mit  der  trigonometrischen  Gleichung 

(Cos  «Y4  RR(Cosn%4RRRRCos  2-R4  5!^  = 

welche  eben  so  aus  der  Gleichung  5)  a.a.O.  sich  er- 
giebt«  nur  eine  solche  Gleichung  des  5ten  Grades, 
die  der  Form 

X*  4"  ^^^  +  ^^  +  E  ir  o  unterwerfbar  ist« 
congruent  gemacht,  werden  kann:  so  erhellet«  dafs 
es  unter  den  höberen  und  höberen  Gleicb1^lgen  im- 
mer weniger  und  weniger  horche  gibt«  die  sich  de- 
nen trigonometrischen  congruent  machen  lassen«  durch 
deren  verschiedene  Cosinas  man  die  verschiedenen^ 
Wurzeln  der  algebraischen  Gleichungen  angegeben 
hoäen  könnte.' 

$.  5.  Diese  Hoffnung  aber  wird  nun  überdies 
gar  ofte  noch  dadurch  vereitelt«  dafs  die  verlangte 
Congruenz  auf  unmögliche  Cosinus«  oder  sogar  auf 
einen  unmöglichen  Halbmesser  führen  wurde«  wor« 
aus  sich  denn  bei  genauer  Verfolgung  der  Reihe  er? 
geben  mufs«  dafs  man  nur  für  solche  Gleichungen« 
weiche  lauter  mögliche  Wurzeln  haben ,  die  Hoff- 
nung fassen  darf«  auf  obige  Weise  die  Wuraelo  als 
Cosinus  -  Gröfsen  finden  zu  könnnen. 

§.  6.  Aus  der  zweiten  Tafel  in  §.  s«  in  ihrer 
ersten  Säule  die  sttmmtlichen  Bogen  darstellend«  wel- 

.  24 
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c)ie  einerlei  81119  haben p  erhellet,  dafs  für  die  un- 
endlich vielen  halbirten  Bogen,  nicht  mehr  als  s 
verschiedene  Sinua,  für  die  gedrittelten  Bogen  nicht 
mehr  ala   3  verschiedene  Sinus  Statt  finden,    u.  0.  -w. 

Allerdings  gibt  es  einige  algebraische  Gleichun- 
gen, deren  Wutzelwerthe  sich  durch  die  verschiedenen 
Sinus  der  getheilten  Bogen  etwas  bequemer  als  durch 
die  Cosinus  bestimmen  lassen,  und  selbst  auch  einige 
quadratisch  irrationale  Gleichungen  -würden  vermit- 
telst jener  Sinus  können  gelöset  \irerden :  üb|?rhaupt 
genommen  aber  vrerden  diese  Sinus  noch  seltener, 
als  jene  Cosinus  sich  hiezn  anstellig  beweisen;  daher 
ich  mich  dabei  nicht  aufhalten  will. 

■ 

Ueberdies  aber  habe  ich  diese  Winkelreclinung, 
namentlich  vermittelst  der  Cosinus,  so  umständlich, 
als  es  geschehen  ist,  hier  zu  erörtern  für  nöthig  ge- 
halten, um  gewisse  Vorwürfe^  welche  dem  £uleri-* 
sehen  Winkelcalcul  und  dessen  Begründung  in  der 
Abhandlung,  Suhsidium  caleuli  sinuum  (^Novi  Com- 
mentarii  Aead,  seient,  PetropoL  ad  annum  1756) 
seit  ^nunmehr  15  Jahren  gemacht  sind,  gehörig  beur- 
theilen  zu  können. 

5.  7.  Die  erste  Aufgabe,  welche  im  dortigen 
§.  5.  von  Euler  aufgestellt  wird,  und  für  sein  gan« 
zes  System  wesentlich  wichtig  bleibt,  ist  folgende. 

Jede  Potenz  cosy«  (das  heifst,  (cosy)«)  für 
jeden  Winkel  ^,  durch  lauter  einfache  Co- 
ainus  auszudrüc,ken  ,  dafs.  nirgend  ein  Pro- 
duct  aus  zwei  oder  mehren  solchen  ein- 
fachen Cosinus  in  dem  Ausdrucke  vor- 
komme. 

§.  8*  Eulers  Auflösung  im  Wesentlichen  bei- 
behalten, nur  etw^9  abgekürzt  und  anders  geordnet. 
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HUt  ans  euvörderat  lediglich  fordern, 

dafft  \i'rzcoB^'^Blng>T-U  »nd  vizcosjp  — sin^p  jT-t 

der  Kürze  wegen  bedeuten  soll  :•  so  haben  wir 
« 
dcos9  m  u+v,  also  a^cosjp'*  ~  (a+vy 

auch  —  (v  +  u)»; 

also    fl°cosg)»zzu»+— u"""»  v+n^  tt^-^v'+n^tt^-ßv^.... 

....  -|-  n, u»-*v*..^ 

«ach  fl»  cosj)»  rr  V« + -  v»"-« » + «a  ^""^  ^^ + Ö3  ^^"^  u'.... 

folglich  r^ 

E)  fl.ft«cos5p«na»+v»+-(tt»-^+v»"-«)+na  (a«-4+v»-^) 

. . ..  +  n,  (a«-*f -!-▼»-«)•••• 

denn  für  die  allgemeinen  Glieder  der  beiden  Reihen 
ist  die 

Samme  a""*  v'  -f"  v**"*'  '^^  ~  u**-^  v»  a»  -|-  v"»**"  a'  V 
also  wegen 

avz:cos5p*-|"*^'*SP*  — *•  aach  —  u«^*' V«-», 

Bis  hieher  maus  sehr  offenbar  die  Reihe,  zugleich 
mit  dem  allgemeinen  Binomialtheoreme,  für 
jedes  bejahte  and  verneinte,  ganze  und  gebrochene, 
also  auch  rationale  und  unmögliche  n»  allgemein  gül« 
tig  sejn. 

Indem  wir  nun  femer  mit  Eni  er  auf  den  Mol« 
vrischen  Gleichungen,    n^  zz  cosn  9  -{~  •inn^)  f^ — i 

ttnd   v^  zz  cosn9  —  sinn^f* — 1 

auf  u>^  '^'V^  zz  ^  cos  n  g>    nicht   nur 
achlielsen,  sondern 

auch  n^-^ + yti-^  —  s  cos  (n — sr)  9  gebrau* 

24  ♦ 
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cheiit  um  Ealera  Gleichung 

♦£)  ft»coiy«rzcoenjp-^-  co«(o-ft)9)  +04000(11-4)9 

'  +  UjCcwCn— ^9)  +  .... 

SU  erhalten:  00  wird  hiemit  da«  Moivresche  Theo- 
rem, auch  für  verneinte  Werthe  seines  n  aU 
gültig  vorautgMetst !  Denn  selbst  auch  für  solche 
vorgegebne  s^cosf)'^«  deren  n  als  eine  bejahte  ganze 
Zahl  gegeben  wäre,  würden  doch  in  der  Binomial- 
reifat  solche  rte  Glieder  vorkommen,  für  welche  in 
der  hier   behaupteten 

Gleichung  u»"-"  -}-  v"-*  ZZ  fl  cos  (n  —  «  r)  9 

n  — sr  eine  verneinte  Zahl  wSre;  qnd  wo  n  als  eine 
gebrochene  Zahl,  oder  auch  als  irgend  eine  verneinte 
Zahl  gegeben  wäre,  würden  solcher  Glieder  sogar  un- 
endlich viele  vorkommen  müssen.  Die  allgemeine 
Richtigkeit  der  Enlerischen  Reihe  *Es  würde  sich  al- 
lerdings als  praktisch  richtig  erweisen  lassen ,  auch 
wenn  man  Moivre's  Lehrsatz  nur  für  bejahte  n  er- 
wiesen  hätte.  Da  die6er  Lehrsatz,  diese  Potenzii- 
rtings  -  Regel ,  von  uns  in  Kap.  XVII.  §.  sy,  auch  für 
alle  verneinte  n  schon  erwiesen  ist:  so  sind  wir  ge- 
radezu überzeugt,  dafs  Eulers  Gleichung  '^E  noch 
eben  so  allgemein '  richtig  geblieben  seyn  mufs ,  als 
die  Reihe  £,  zufolge  des  allgemein  erwiesenen  Bino- 
mialtheoremes ,  es  sejn  mufste. 

$.  9.  Wenn  nun  aber  die  Frage  entsteht,  in 
welchen  Fällen  diese  Reihe  zur  Gröfsen- Bestimmung 
eines  vorgegebenen  cos  9"  unmittelbar  brauchbar  sey: 
so  mufs  man  freilich  eingestehen,  dafs  sie  durch  ei- 
ne additive  Verbindung  zweier  Reihen  gefunden  ist, 
von  denen  die  eine  nur  für  alle  solche  9 ,  deren 
C+tang^)^  <C  t  ist,  die  andere  dagegen  nur  für  sol- 
che 9,  deren  (^tangy)^  ^1   ist,  sich  convergent 
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ergeben  liann ;  daher  sie  zur  Gröbenbeatimiiioiig  dci 
cot 9*^  omni itel bar  brauchbar  nar  bleiben  kann» 

i)  wenn  n  eine  bejahte  ganze  Zahl  r  ist,  folglich 
mit  dem  vemuUten  irten  Bingmial  •  Coefficienten 
^ie  Reihe  beendigt,  und  daher  auch  darch  ihrt 
etwanige  Dir^rgens  die  Berechtiung  nicht  ver* 
hindert  wird; 

52)  wenn  (+  fang  9)^  rr  1 ,  al60  die  Reihe  weder 
convergent  noch  divergent  bleibend,  aondern 
parallel  werdend  ist,  und  eben  deshalb  Nihe- 
rungsweise   noch  summlrt  werden  kann; 

3)  wenn  die  Reihe  zwar  divergirend  anendlich  fort- 
laufend,  die  Aequtvalenz  ihre«  Geaammtertrages 
aber  dessen  ungeachtet  bekannt  ist. 

$.  lo.    Ein    merkwürdiges  Beispiel  der  letzten 

•  f 

Art  gibt    diese  Reihe  '*'£)    wenn    ihr  n  ^Z  —     find 

3 

ihr  9  =  X  ZI  igo^  geseut  wird. 
Denn  da 

cos-iPircosr--ö)irrrcosr — 4)»~cos^-— 6)r 
und  s.  w.  (nach  $.  2)  ist :  so  mnfs  diese  Reihe  '^'E  ala 

das  ist  z:  cos  ^ .  ["(1+1)^  —  cos  ^ .  r«  »id»  ergeben. 
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Da  nun  tbcr  coi--  ~  co$— — 

3  3 

nacb  ^  a«  nieht  nur 
1)  n  co86o°  ZZ  -r 
iondam  auch 

fl)  =  coi  (6b®  +  iflo®)  ir  €00 180®  rr  —  a 

und  noch 
8)  =  CO« ($0^+240®) neos 300®  =  cos 60 rz-    lat: 

•o  erhellet,  dafs  nns  dia  Enlerische  Gleichung  *Eb 

s  3 

fioir  (s  cos  180®)^  allerdings  rr-i.t*flf  durch  den  nten, 

1    s 
äberdies  aber  auch  rr  —  t^fl »  durch  den  itent 

1    ^ 
und  abermals  ir  •*-  ITa  •  durch  den  sten 

a 

Werth  des  cos--^ —  angibt;  dafs  wir  also  ihr  zafol- 

ge,  für  (cosißo^)^  die  drei  Werthe  —  1 ;  —  und  — 

erhalten  haben, 
t 

^.  11.    Wenn  dagegen  das  vorgegebene 

«  3 

(COS180®)*,  als  rr  T — t  betrachtet,  und  durch  al- 
gebraische Gleichungslehre    behandelt  wirdi 

3 
so  ist  es  sehr  bekannt»   dafs  dadurch  für  T — it    aus* 

ser  der  einen  möglichen  Wurzel  ri:  —  1  auch  noch 

aswei  unmögliche,  rr  — -  +  T — —    gefunden  werden. 

Eulers  trigonometrische  Reihe  hat  uns  von  die- 
sen drei  algebraischen  ^Wurzeln  die  eine  mögliche, 
r::  —  1    vollkommen  richtig,   von   den  beiden    un- 
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möglichen  doch  ihre  möglichen  Theile  rz  -—  aller- 
dings richtig  angegeben,  in  diesem  Beispiele! 
In  andern  Fällen  aber  wird  nicht  einmal  die  An« 
zahl  der  trigonometrischen  Werthe,  welche 
Eulers  Reihe  angeben  mnfs  und  soll,  mit  der  An- 
zahl der  algebraischen  Wurzeln  übereinstim- 
mend seyn  können;  welche  die  algebraische  Glei- 
chungslehre angeben  und  behaupten  mafs. 

§.  la.    Sey  n  ~  —  wie  vorhin,  aber  fp  rr  45* 

3 

gegeben »  so  würden  in  Eulers  Reihe  die  ersten  vier 
Cosinus 

cosi,45®;'co«-f.45®}co«-^.45'^undcos-— .45® 
00  3  3 

also  cos  ^I^   ;    cos  •— ^  ;    cos  -^^^^   und  cos  — ^^^ , 
3  3      •  3  3 

eben  so  viel  verschiedene  Gröfsen  ausmachen;  denn 
erst  die  dann  folgenden  vier  Cosinus  der  Eulerischei^ 
Reihe»  deren  Winkel  um  volle  360^  von  den  Win- 
keln der  vier  ersten  verschieden  geworden  sind, 
würden  vier  eben  so  grofse  Cosinus  einliefern,- 
und  s.  w« 

Jene  vier  ersten  Cosinus  von  gedrittelten  Win- 
keln, werden  schon  is  verschiedene  trigonometrische 
Werthe    einliefern;    und    bei    sehr   vielen  andern   9 

würden    dergleichen    unzählbar    viele    sich    ergeben 

I  3 

müssen;  indefs  doch  (cos 9)^  als  Tcos$  immer  nur 

drei  algebraische  Wurzeln  haben  mufs! 

S«  13.  Absichtlich  habe  ich  ea  schon  mit  ein- 
fliefsen  lassen,   dafs  die  beiden  unmöglichen  Wei^the 

3 

für   r — 1  durch  die  algebraische  Gleichungs*. 
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t 
ehre  gefandeii  werden.    Man  setse  f — i  r=;  x,  so 

mufs  —  1  ~  x^ ,   also   x^  -{"  ^  —  ®   «eyn.     Da  nnn 
X  m  —  1  eine  Wurzel  dieser  Gleichung  ist:  so  mufs 

x^  + 1 

der  Quotient  — —^  =:x*4"*  +  3  —  ^  geaelzt,  die 

X  ~T~  X 

beiden  übrigen  Wertbe  des  x  in  der  enbischen  Glei« 
cbnng  angeben. 

Hier  baben  wir  in  der  eabiscben  Gleichung,  mit 
einer  ganzen,  bejahten  Dignität  3  es  zu  thnn.  Da 
nnn  überhaupt ,  meiner  Ueb^r^eugung  nach ,  kein 
Versuch  zur  algebraischen  Gleichungsauflösung  im  all- 
gemeinen ratbsam  ist«  wo  man  sich  noch  nicht  auf 
lauter  bejahte  ganze  Dignitäten  gebracht  hat:  so 
werden  wir  auch  vermittelst  ganzer  bejahter  Digni- 
täten am  besten  es  durchsehen  lernen,  warum  man 
▼on   dem  obigen  Eulerischen   trigonometrischen  Ans- 

drucke  eines  cos 9^  es  nicht  verlangen  müsse,  dafs 
er  auch  die  obigen  binomischen  Wurzeln  deaaelben 
allemal  angeben  solle. 

JJ.  14.  Wenn  wir  oben  (XVII.  JJ.  43.)  die  cubi- 
sche  Gleichung 

x^  -^  "Bx  -\-  C  ^z  o   vermittelst    der  trigonome« 

irischen  (^Cos  ^\  —  -  RR  Cos  ^  —  i  RR  Cos  (p  rr  o 

aufzulösen  verlangten :  so  mufste  sie  jener  algebrai- 
achen  dadurch  dadurch  congruent  gemacht  werden, 
dafs  wir  den  trigonometrischen 

Halbmesser  R  —  T—  -^  verlangten , 

3 

und  Coa  9>  ZT  *—  ^   dadurch  fanden. 

xiJti 

Wenn  sich  hiebei  nicht  nur  der  Halbmesser  R, 
aondern  auch  der  Cos  9  als  eine  mögliche  Grürsa  er- 
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gibt:    00  ist  tiy   dafs  die  drei  möglichen  Werthe  des 

Cos  -^  •  auch  die  drei  Werthe  des  x  in  der  cubischen 
3 

OleicUung  seyn  müssen,  eigentlich  nur  dadurch  ge- 
wifs,  weil  in  diesen  Fällen  die  cnbische  Gleicbang 
gerade  drei  mögliebe  Wurzeln  haben  mufs. 

Wenn  sie  aber  entweder  wegen  eines  bejaht  ge- 
gebnen Coefficienten  B,  oder  doch  wegen  eines,  in 
absoluter  Gröfse  zu  grofs  gegebnen  ipC,  unmögliche 
Wurzeln  hat:  so  wird  es  für  die  trigonometrische 
Gleichung,  im  ersten  Falle  nicht  einmal  einen  .mög- 
liehen  Halbmesser  R,  im  zweiten  Falle  aber  doch 
keinen  möglichen  Cos 9  geben;  wird  daher  für  die 
Werthe  des  x  durch  die  trigonometrische  Gleichung 
nichts  bestimmt  werden  können. 

Hier  werden  wir  indessen  durch  den  unmögli- 
chen Halbmesser,  oder  den  unmöglichen  Cosinus 
doch  noch  benachrichtigt,  dafs  Unmöglichkeiten  in 
den  Werthbestimmungen  des  x  vorhanden  sind. 

§•   15.     Wenn    wir  aber,    ufti   die  drei   Werthe 

des  T — 1  =x,  durch  Eulers  trigonometrische  Reihe 
bestimmt  zu  finden,  auf  die 

algebraische  Gleichung   x^-f-o.x-}^i~o 

die  trigonometrische 

^Cosyy  _  3  RRCos?^.-  ^RR  Cos9  =  o 
V    3    y  4  3        4  ^ 

(welche  aus  Eulers  Gleichung  E)  eben  so,  und  noch 
kürzer  folgt,  als  sie  im  vorigen  Kapitel  aus  unserer 
dortigen  Gleichung  8)  $•  36.  gefolgert  ist)  anzulegen 
suchen :  so  wird  sie  sogleich  angeben ,  dafs  sie  ihren 
Halbmesser  R  rr  o  dafür  fordern,  das  heifst,  zn  al- 
len dabei  von  ihr  verlangten  Bestimmungen  sich  un- 
ffthig  erklären  müfste! 
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$•  i6*  Enler»  dem  wir  die.  Erfindung  des 
Winkel  «C^IcoU  mit^  Benauung  deeten,  -was  er  «ei- 
nem Lehrer,  Johann  Bemoulli  zuzuschreiben  pflegt, 
und  namentlich  die  Systematisirung  desselben,  in  sei- 
nem erwähnten  Subsidio  sa  verdanken  haben ,  Eu- 
ter selbst  hat  es  in  der  That  von  seiner  Reihe  für 
£&  cos  9*^  dnrchana  nicht  verlangt ,    defs  sie  für  ein 

gebrochenes  n  zz  ^ 9  die  q  algebraischen  Wur- 
zeln des  (acos9)P  ^^^^  angeben  solle;  sondern  ledig- 
lich fär  die  von  ihm  beabsichtigten  trigonome- 
trischen Ent Wickelungen  hat  er  seine  Reihen  ge* 
funden  und  gebraucht. 

$•  17»  Durch  den  Sats,  dafs  ^  rr  90^  —  9  be- 
deutend ,  sin  \p  n:  cos  tp  ist ,  weifs  Euler  aus  seiner 
für  cos  9<^  gefundenen  Reihe,  auch  die  für  sin  >|/*^  ge- 
hörige in  eben  der  Allgemeinheit  zu  folgern*  Wenn 
dann  aber  für  das  Froduct  cos  9^  sin  (p^  verlangt 
wird»  es  ebenfalls  durch  einzele  Sinus  oder  Cosinus 
ausgedrückt  zu  wissen;  so  kann  jener  Sats  dazu  nicht 
allgemein  verhelfen ;  und  es  ergibt  eich  dafür ,  dafs 
in  diesem  Prodacte  zwar  n,  die  Dignität  des  Cosi- 
nus, jede  ganze  und  gebrochene  Zahl,  m  aber,  die 
Dignität  des  Sinus,  nur  eine  ganze  bejahte  oder 
verneinte  Zahl  seyn  kann,  und  noch  dazu  verschie- 
den mufs  behandelt  werden,  je  nachdem  sie  eine  ge* 
rade  oder  ungerade  Zahl  ist* 

§.  13.  Dann  erst  wird  es  von  Euler  gezeigt, 
wie  für  viele  dadurch  erhaltene  Reihen,  auch  die 
endliche  trigonometrische  Function  sich  darstellen 
lasse,  durch  deren  Entwicklung  die  Reihe  ebenfalls 
sich  ergeben  würde. 

Bei  diesem  Gange  des  Eulerischen  Calculs  war 
es   unbedenklich,    zur   Gewinnung  seiner  bequemen 
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und  netten  Reihe  für  Q^cosq)^^  sogleich  zwei  Reihen 
additiv  zu  verbinden,  von  denen  die  eine  divergent 
seyn  muf«,   wenn   die  andere  convergent  ist.    Auch 

war  es  nicht  nöthig  bei  gebrochenen  n  n  -^  •    auf 

die  q  verschiedenen  Werthe  des  cos  *^     au    achten  ; 

da  von  diesen  einzelen  Werthen  das  Verhalten  zwi- 
schen der  erzeugenden  und  der  erzeugten  Function 
nnabhlngig  ist. 

§•  19.  Sollte  man  sich  veranlafst  finden t  dieses 
Reihensystem  zu  prüfen •  so  wurde •  besonders 
darauf  zu,  achten  seyn «  ob  Eulers  dabei  gebrauchte 
Methode  der  unbestimmten  Coefficienten,  die  ich 
nach  DifF.  R.  *Cap.  XVII.  nur  als  eine  calculatori- 
sehe  Hypothese  zu  betrachten  angerathen  habe» 
auch  durch  richtigen  Erfolg  hier  ah  zutreffend  b^ 
stätigt  werde!  Indessen  ist  es  bekannt,  dafs  Euler 
selbst,  auch  wenn  die  Gründe  seines  Calculs  etwas 
zu  eilfertig  angelegt  sind,  gleichwohl  auf  richtige 
Resultate  zu  kommen  p&egt, 

0.  so.  Bei  allen  uns  bevorstehenden  Anwendun- 
gen auf  technische  Mathematik  aber  werden  wir 
wohl  nie  mit  einem  Integrand  fcos^^  sin  9)™  d^  es 
zu  thun  haben,  welches  wir  nicht  durch  die  weit 
einfacheren  und  allgemeiner  systematisirten  Reductio- 
neu  im  Xlllten  Kapitel  auf  ein  bekanntes  Integral  zu 
bringen  MTüfsten;  daher  ich  dieses  Eulerischen  Rei« 
hen- Calculs  gar  nicht  erwähnt  haben  würde,  wenn 
nicht  seit  einigen  Jahren  eine,  zuerst  von  Herrn 
Foisson    im    Jahre   ißd    behauptete  Unrichtigkeit 
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der  Eoleriscben  obigen  Gleichang 

♦E)  a"cai9"zii.catn9-f-  -co«(n4a)9+iijC08(n-4)f 

-}-  n3  co8(n*6}f 

riel  Anfseben  erregt,  und  mebre  andere  Mathemati« 
ker  Teranlafst  hätte,  ebenfalli  mühtame  calcmlatori« 
scbe  Versuche  in  der  Hoffnung  naiUntheflen ,  daCs  ei 
ihnen  gelungen  sey»  die  durch  Hm.  Poisaon  biet 
aufgestellte  Lücke  in  derAnalysia  anssofulleo. 

80   viel  von  diesen  Vertnchen   mir    bekannt  go'vrordeii 
ifty    fo   hu  man    dabei   allemal  auf  unrichtige  Vomustetsan- 
gea   lieh   gegrQndet.    Bei    dieser  meiner  Üebersengang ,    und 
bei  der  wahr  schein  lioh  nur  aehr  geringen,    mir  noch  fibrigeii 
Lebensdauer  I    habe  ich  mich  freilich  nicht  entachliersen  kön- 
nen»   diejenigen  mühsamen  Versuche,    welche  ich  vollatlndig 
in   Händen   gehabt    habe«    sorgfältig    und    in   ihren    einzelen 
SchlAssen  aa  verfolgon.    Die  meisten  derselben  kenne  ich  nur 
ans  den  Aussagen  und  Recensionen  derselben,   virelch«  insge- 
aammt   beifällig  waren,   und    diese   calculatorischen    Arbeiten 
einer    sorgfältigen    Bekanntmachung    werth    achteten,      Hrn, 
Poi8Son''s    erste  Abhandlung  im  2tea  Bande  der  Correspon» 
denca  sur  VKcole  Folytechnique  1811 9  durch  weldie  die  vielen 
liieher  gehörigen  Erörterungen  und   calculatorischen  Versuche 
veran'afst    sind»    hatte   ich   freilich   immer  noch    mir  zu  Ter« 
BchafFen  gewünscht.    Indessen  finde  ich  so  eben  von  dem  mit 
Recht  berühmteu  Verfasser,    in  dem    Bulletin  des  sciences  ma- 
thematiques,  Septemhre  1825*  die  Sache  neu  bearbeitet  vor,  wie 
er    es   wegen   der   darüber  erfolgten  Discussionen   fftr  gut  ge- 
halten  hatte.     Auch    in    dieser   neuen    Behandlung    habe   ich 
nichts   vorgefunden!    weshalb   ich   irgend    etwas   in    meinem 
Manuscripte   abzuändern   gehabt   hätte.      Denn   da   ich  hierin 
die  ganze,    bei   der  Untersuchung    von   Hru.    Poisaon   und 
andern  gefafste  Ansicht  der  Sache  als  unrichtig»    und  die  von 
Hm.  Poisson    und    andern   dabei    zum  Grunde  gelegta  For^ 
mel,    als    nicht   zwecktreffend  dargestellt  habe:    so  verschlägt 
ea  mir  nichts,  ob   etwa  schon  in  den  vorigen  Bearbeitungen^ 
durch  mancherlei  aufgegriffene  Substitutionen,  und  einen  hin 
und   her    versuchenden   Calcul,    hie    und   da   einige    |-ichtige 
Sätze  gewonnen ,     und    in    einer   neueren    Bearbeitung    etwa 
durch  etwas  glücklicher  getroffene  calcuiatorische    Taitontu* 
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mentt  getrofFen  find.  Ich  vermag  ef  aa«h  nicht  über  mich» 
dergleichen  calculatorische  Expenmentey  nebit  den  dabei 
eingestreuten  Incidens  -  Betrachtungen »  ernitlich  zu  verfol- 
gen; beionderi  aber  da  nicht,  wo  Ich  durch  vorläufige  Ueber* 
Behauung  des  Gegenstandes»  den  geraden  Weg«  der  zum  Ziele 
fahren  mufs ,  bereits  dergestalt  vor  Augen  habe ,  dafs  ich  je- 
den Ortes  den  dahin  gehörigen  Calcul,  als  richtig  eingreifen- 
des Instrument  anzulegen  ho£Fen  könnte,  nicht  aber  mich  a]ji 
dem  Caicul  untergeordnet  würde  zu  betrachten  haben* 

f  4 

$.    si.     Wenden  wir,    tagt   Hr.   Poisson,   die 

Euleriache  Gleichung  auf  n  n  —    und  9  rr  »  zi  ißo® 

3 

an:  80  giebt  sie  uns 


^  ^  3     VS-Zi  3      m/ 

+(0, 


cos ^ 

3 


= D^D/GKOa^G)/ ••]  *=:'i 


das  ist  rr  \Tii\  -  -  i 


r  3 

da  doch  (acosißo®)^  als  rrf^Ccj.— 1)   offenbar 

$.  fi2.  In  allen  mir  hierüber  vorgelcommenen 
französischen  und  teutschen  Relationen  und  Recen- 
•ionen  wird  es  dem  Hrn.  P  o  i  s  s  o  n ,  zugestanden^ 
dafs  er  diese  Unrichtigkeit  der  Eulerischen  Formel 
zuerst,  und  zugleich  auch  den  wahren  Grund  sol- 
cher Unrichtigkeit  richtig  entdeckt  habe:  weil  näm- 
lich Eulers  Gleichung  durch  additive  Verbindung 
zweier  Reihen  erhalten  werde,  von  denen  die  eine 
divergent  seyn  mufs,  wenn  die  andere  convergent 
ist.  (Es  sind  die  beiden  Reihen  u^  und  v»  int 
Kap.  XVII.  0.  si.) 
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$.  83*  Aber  da  man  in  diesem  Beispiele 
die  Eoleriscbe  Reihe  für  genau  summirbar  aner- 
kannte»   indem  man   vollkommen  richtig   ee  einsah, 

1      3 

dafs  sie  ganz  bestimmt  den  Ertrag  —  t^a    anzugeben 

vermochte:  so  würde  ja  die  vermeinte  Unrichtigheit 
ihrer  Angabe  in  einem  Mangel  der  Convergens  nicht 
SU  soeben  seyn  können.  Ueberdies  würden  ja  die 
beiden  von  Eni  er  additiv  verbundenen  Reihen  für 
jedes  +  9  welches  (tang^))^  rr  i  giebt,  weder  diver* 
gent  noch  convergent  bleibend,  sondern  parallel  wer- 
dend  seyn  müssen,  und  gleichwohl  würde  sich  anch 
in  diesen  Fällen  dergleichen  Mishelligkeit   zwischen 

den  algebraischen  Werthen  des  (scos^))^      und 
den  trigonometrischen  Werthen  der  Euletischen 
Reihe  ebenfalls  einstellen  müssen!  ^ 

$•  24.  Um  den  wahren  Grund  dieser  Mishel- 
ligkeit aufzufinden ,  und  diese  Mishelligkeit  als  eine 
wesentlich  nothwendige  Verschiedenheit 
zwischen  der  trigonometrischen  und  djer  alge- 
braischen Vieldeutigkeit   anzuerkennen,    laü^t 

3 
uns  bedenken,   dafs  das  obige  gesuchte  Y — 1  nrx  ge- 
setzt, die  drei  Werth^ormen  des  x,  nämlich  xm  — 1, 

und  X  ~  — •  +  T —  —  sich   ergeben  müssen ,     wenn 
Ä  4 

man  aus  dem  gesuchten  Y — 1  ~  x  auf  die  Gl  ei- 
chung  -^  1  r=:  x^ ,  also  auf  die  geordnete  Gleichung 
x^  -f-  X  rr  o  schliefst,  und  die  drei  Gleichungs- 
wurzeln  algebraisch  auffindet. 

Hiebei  haben  wir  es  mit  einer  Gleichung  zu 
thnn,  in  welcher  die  unbekannte  Gröfse  in  einer 
ganzen  bejahten  Dignität  3  vorkommt.  W^ollen 
wir  mit  Untersuchung  jener  trigonometrischen  Wer« 
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|he  eines  (ocos^)^  ebenfalls  in  solche  bekannte  Re- 
gionen uns  versetzen;  so  müssen  wir  aus  der  £u- 
lerischen  Gleichung  die  hieher  gehörige  trigonoihe- 
trische  Gleichung 


(■ 


Cos  2.^  _  I.  RR  Co«  2.  —  — RR  Co»  fiP  =  o 
Sy         4  3         4  ^ 

herleiten ,   und  diese  in  Anspruch  nehmen. 

Wenn  wir  nun  aber  von  dieser  trigonometrischen 
Gleichung  verlangen,  uns  den  Halbmesser  R  anzuge- 
ben, bei  welchem  sie  der  algebraischen 

Gleichung  x^4"0»^4*^^^o  congruent  zu  wer- 
den vermögen  dürfte:  so  ist  ihre  Antwort,  dafs  sie 
nur  ein  R  =r  o  zu  verlangen,  das  heifst,  schlechter- 
dings gar  nichts  dafür  zu  bestimmen  wisse! 

$•  25.  Man  vergesse  es  nicht,  dafs  die  aufge- 
führte  trigonometrische   Gleichung,    welche  aus   der 

Eulerischen  *E)  2«  cos  5p"  —  cos  n  9  -j cos  (n-2)  9+.... 

(§•  7*)  eben  so  gut  als  aus  unsrer  Gleichung  8)  in 
XVII.  §.  36.  sich  ergibt,  zur  Beantwortung  der  vor- 
gelegten Frage  schlechterdings  einen  Halbmesser  Rzro 
verlangt!  Nicht  etwa  einen  unmöglichen  Halbmes- 
ser! Diesen  würde  sie  nur  für  eine  Gleichung 
x^  -|-  Bx  Ip  C  m  o  verlangen,  dessen  B  bejaht  ge- 
geben wäre  (XVIL  §.  43).  Daher  auch  die  Hoffnung 
vielleicht,  vermittelst  eines  unmöglichen  Halbmessers 
etwas  für  unsere  Aufgabe  finden  zu  können,  solchen 
Gleichungen  zugeeignet  bleiben  mufs;  für  unsre  Glei- 
chung aber,  deren  B  n  o,  also  nicht  einmal  in  Hin- 
sicht seiner  Bejahtheit  oder  Verneintheit  bestimmt 
gegeben  ist,  ebenfalls  völlig  eitel  und  unstatt- 
haft seyn  würde! 
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$•  %6.     Aucb    ron    allen   ihnlichen   aus    Eulen 
Gleichang  folgenden   trigonometrischen  Gleichungen, 

oder(co.?)'-|RB(co.|)%^R4Co.|-^*Co.»=o. 

ist  es  gewifs,  dafs  sie  die  4  Warsein  einer  biqna; 
dratiscben  Gleichung,  oder  die  5  Wurzeln  riner  Glei- 
chung vom  5ten  Grade,  nur  dann  anzugeben  vermö- 
gen, wenn  die  vorgegebne  Gleichung 

X*  +  Bx*  4.  D  ==  o 

oder  X»  +  Bx^  -f.  Dx  +  E  r=  o 

lauter  mögliche  Wurzeln  hat,  auch  in  {eder  von 
diesen  Gleichungen  sowohl  ihr  zweites,  als  ihr  vier* 
tes  Glied  vernullt  war,  um  sie  mit  der  für  sie  zu 
benutzenden  trigonometrischen  Gleichung  congruirend 
machen  zu  können.     Denn  z.  B.   der 

Gleichung  x*-}-Bx»-t-Cx  +  D  —  o  würde  die 
trigonometrische 

(Co.^)'-  RR  (Co.^)"-  RRR  ^IZi  =  o 

congruirend  nicht  gemacht  werden  können«  weil  in 
der  algebraischen  y  der  Coefficient  C  zu  viel  vor- 
kommt. 

Der  algebraischen  Gleichung   x*  -j-  D  rr  o   aber 

fehlt  es  ja  dergestalt  an  bestimmenden  Coefficien- 
ten,  dafs  die  trigonometrische  Gleichung  einen  Halb- 
messer 3=  o  verlangen  miifstej  >yodurch  denn  zu- 
gleich entschieden  seyn  würde,  dafs  sie  auch  für 
die,  durch  den  Cocfficienten  D,  gegebne  Bestimmung 
irgend  etwas  zu  leisten  unfähig  seyn  müsse! 

« 
§.  87«     Indem  es  hiemit  vor  Augen  liegt,  waroim 

die    eben  .  aufgeführte     trigonometrische    Gleichung, 
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welche    aas    der    Eulerischen   '^E)    ihr   n  n  4    und 

ihr  yrr—  gesetzt 9    sich   ergibt,    die   vier    Wurzeln 

der  Gleichung  x"^  -f-  ^  —  ^  ^^  bestimmen  schlech- 
terdings nicht  geeignet  ist;  so  folgt  eben  daraus,  dafs 
auch   die  Eulerische  Gleichung  diejenigen    vier  Wer- 

the  des  cos  9^«  welche  die  4  algebraischen  Wurael. 

4 
werthe  ~  T  cos  9)    ausmachen    würden »    anzugeben 

nicht    geeignet    seyn     kann.       Denn    die    verlangten 
4 
l'cosy  n  X   genannt»    müfste  ja   cos 9  IT  x** ,   aJso 

x*  —  CO8  0  ~  o  seyn;  und  so  wird  ein  Caicul,   der 

seiner    Natur  nach   die   vier  Werthe  des  x  in  dieser 

Gleichung  zu  bestimmen  nicht  geeignet  ist,  auch  un- 

4 
fähig  seyn  müssen«  die  vier  Wurzeln  T  cos  9,     also 

z 

die  vier  algebraischen  Werthe  des  (cos  9)^     an« 
zogeben. 

{J.  23.  Da  aber  nach  der  Meinung  des  Herrn 
Foisson*  auch  aller  übrigen»  ebenfalls  berühmten 
Mathematiker,  welche  nach  und  mit  ibm  die  Sache 
bearbeitet  haben,  diese  Unfähigkeit  der  Eulerischen 
Gleichung  durch  die  schon  erwähnte  Verbindung  ei- 
ner convergenten  und  divergenten  Reihe  verschuldet 
seyn  soll:  so  haben  sie  diese  Verbindung  vermieden, 
und  mit  Hm«  Foisson  die  beiden  Reihen 

A)  Ä"  cos  9"  ir: 

n      ' 
cos ny-H- cos (n-ö)  9  +  n^  cos  (n-4)  (p-^n^ cos  (n-6) y  ...• 

-f('P-i).[8in  n(p.+  -sin(n-2)(p+na  8in(n-4)(f>+n3  sin(n-6)9..] 

und  B)  2«  cos  9«  ~ 
cosny+  ~  cos(n-2)g)+n2Cos(n-4)y +  n3  cos (n*6)  9) •••• 

^('jr-i).[sinn<p+  -sin(n-fl)?>4-na  s^n(n-  |)(p+n3  sin(n-6}(j)..» 

in   Gelirancb  genomnaen«     Vollkommen   richtig  sind 

25 
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diese  beiden  Reihen  nicht  nur  von  Hrn.  Polsson, 
sondern  auch«  auf  etwas  andere  Weise»  ebenfalls  nett 
und  richtig,  von  Hrn.  Olivier  in  desHrn.  Grelle 
Jonmal  für  die  reine  und  anjevr.  Mathematik »  Bd.  i. 
Hft.  1.  1036t  erwiesen;  aber  in  ihrer  Ausdeatung 
hat  man  sich  mbines  Erachtens  sehr  geirrt,  and 
dadurch  zu  mühseligen  calcalatorischen  Arbeiten  ver- 
leiten lassen,  welche  irgend'  etwas  wirklich  brauch- 
bares nicht  einliefern  konnten. 

§.  sg.     Durch   den  Anblick  dieser  beiden  6^ei- 
chungen,  als 

ft"  cos^'^ncosny-j"**!  cos(n-2)  y  ^""a  ^®®  ("^4)  9  -j--— 

+  l*-!  .  [sin njp -|- n,  sin (n-ß)  9  +  n^  sin  C**— 4)  9>  + ...] 

sie  geschrieben  f  und  mit  der  bekannten  Lehre  der 
Algebra  verbunden,  dafs  die  unmöglichen  Gleichnngs- 
WurzelUy  in  den  gehörig  geordneten  Gleichungen  al- 
lemal parweise  vorkommen,    ist  man  auf  die   Mei- 

tixmg  gerathen,  dafs  nun  für  ein  gebrochenes  n  ~  - 

der  erste  Reihentheil ,  vermittelst  seiner  Cosinus- 
Wcrthe,  die  möglichen  Theile,  der  zweite  Reihen- 
theil, vermittelst  seiner  Sinuswerthe,  die  algebraisch 
unmöglichen    Theile  der   q  algebraischen  Werthe  ei- 

^  q 

lies  jeden  vorgegebnen  (2cos({))<i  rr  1^(2  cos  g))P  ange- 
ben müsse.  OiFenbar  genug  hat  man  durch  diese 
Meinung  sich  überzeugt  geachtet,  und  deshalb  auch 
behauptet,  dafs  namentlich  für  jedes  nicht  ge- 
brochene n,  weil  dann  die  Potenz  (2 cos 9)'^  nur 
einen  möglichen  Werth  haben  kann,  auch  die  zweite 
Reihe  mit  den  Sinus  sich  zi  o  ergeben  müsse* 

§.30.  Für  ganze  bejahte  n  läfst  sich  diese 
Behauptung  gar  leicht  erweisen  (man  braucht  nur  in 
der    Sinusreihe    die   Zahl    n    einmal    der  ungeraden 
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Zahl  3  •  und  dann  auch'  der  geraden  Zahl  4  gleich 
EU  aetzen»  um  sogleich  gans  allgemein  versichert  zu 
eeyn,  dafs  die  eingeklammerte  Sinusreihe  für  jede 
ganze  bejahte  Zahl  sich  zz  o  ergeben  mufs). 

Nicht  so  leicht  9  beifst  es  bei  dem  anonymen 
Referenten  dieser  Arbeiten  in  der  Zeitschrift  für 
Physik  und  Mathematik^  fVien  1806.  Bd.  1.  Uft.  1. 
Seite  101  *)t  fällt  die  Beschaffenheit  des  erwähnten 
Ausdruckes  in  die  Jugeuy  -wenn  n  eine  negative 
Zahl  ist. 

$.  31.  Lacrotx,  der  in  seinem  classichen  Wer- 
ke ^  Traiti  du  Caleul  diffirentiel  et  intigral^  Tome 
Jlly  Paris  i8i6>  V^g^  605  ete^^  Hrn.  Poisson*8 
Erörterungen  beifällig  mitgetheütt  hat  für  die  eben 
^erwähnte  Behauptung  hinzugefügt»  dafs  sie  sich  auch 
für  n  ~  —  1  noch  leicht  genug  bestätigen  las^e; 
indem  dafür  die  eingeklammerte  Sinusreihe  in  die 
beiden  Reiben 

—  (siny  -j-  sin  5  50  -}-  sin  99  4"  ^^^0 
und  4-  (ein 39  -j-  sinvy  -f-  sin  11. 9  -(-  ctcO    sich 
zerlege»    auf  welche  man   die  bekannte   Formel   des 
Hrn.  L exe  11    anwenden   könne»    durch    welche  die 

erste  verneinte  Reihe   zu ^, ^»  die  andere 

^  ftsm  6x 

bejahte  Reihe  —  -4-         r       --    gefunden  wird.  Da 


*^  Alles  was  ich  in  dieser  neaeti  Zeitschrift  bisher  durch* 
Euleien  veranlafst  gewesen  bin»  beweiset  durch  sich 
Seihst ,  dafs  die  Vt;rf asser  sorgfaltig  geschrieben  haben«. 
und  dem  Gegenstande  gewachsen  waren.  Da  es  aber 
in  d«;r  jeuigen  Fluth  von  Zeitschriften  sehr  viel  anrei« 
fes  und  nichtsnutziges  zu  geben  pflegt:  80  ist  es  seht 
natürlich »  dafs  man  auch  aus  dem  Kaiüen  des  Verfas« 
sers  auf  die  Lesens  Würdigkeit  im  Voraus  au  muthso. 
WüoBcht. 

25  * 
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non  cof  —  X  zr  eo«  x  iat «  to  habe  man  hiemit  die 
Suniiie  der  gansen  eingeklainnierten  Siimareihe  in 
der  Oelicbong  '$.  08*  aUerdiap  n  o  beatlrigt  ge^ 
fonden. 

Der  erwihnten  Formel  pflegt  et  (reilicfa  naehge- 
rfihmt  so  werden,   dafs  aie  die  Sdmminouig  gewitier 
Reihen  gelehrt   habe, i  an   welchen  Bernoulli  und 
Eni  er  nicht  mit  genügendem  ErFolge  gearbeitet  hat- 
ten;  indetten   wird   af^  imnier  nor  mit  mancherlei 
Umsicht  anavwenden  aejn,    weil  ea  bei  nneodiichen 
Aaäkefs  aU  MoUktn  nUki  erlaubt  iat ,    ihre  negativen 
Glieder  för  sich,  und  ^re  positiven  Glieder  ebenfalli 
für  sich  anmmirt  za  haoen,  und  dann  ana  beider  Snni« 
me  ohne  weitere  Rücksicht  auf  die  Summe  der  gan« 
sen  Reihe    su  scbliefteti!     Dab  die  eben  angeführte 
Anwendung  nicht  allgemein  statthaft  iat,   wird  sich 
gerade  durch  den  einaden  Fall  n  =i  «->  i^  am  leich- 
testen erweisen  lassen. 

Ueberdies  aber  wird  es  auch  deutlich  zu  erwei- 
sen sejn,  dafs  die  allgemeine  Erwartung,  die  q  al« 
gebraischen  Werthe  eines  vorgegebnen  (dcos^))^  durch 
Hrn.  Foisson*s  Formel  (§.  ay)  trigonometrisch  be- 

alimmt    an  finden,   selbst  auch  für  bejahte   m-t 

q 

nur  in  äufserst  wenigen  FSllen  wirklich  erfüllt  wer* 
den  kann. 

Denn  sej  s.  B.  ^  =  ---  gegeben,  also  darch  die 
Formel  (a  cos  y)^  r: 

+  r-i.  [.in  1+  Q)^.i«-  f  9+ (D/in-  Y  9 


+G),""-T«^+--] 
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i 

die  drei  algebraiaohen  Werthe  des  (dcoa^)^    sa 

finden  verlangt:  eo  wörde  man  doch  achlechterdings 
die   dreifachen    Wertbe  der  Cosinua  und    Sinns  dea 

'  gedrittelten  Bogena  ^  dafür  sn  benatsen  suchen»  so- 

TÖrderst  also«  und  vor.  allem  andern 

i)  erwarten  und  verlangen  müssen,  dafs  die  An* 
aahl  dieser  trigonometrischen  Werthe» 
mit  der  Anaahl  der  algebraischen  Werthe 
übereinstimmend»  also  ~  3  sey.  Dabei  aber 
würde 

s)  noch  suyv^erlangen  sejn«  dafs  zwei  von  den  drei 
trigonometrischen  Werthen  der  ersten  Cosinus- 
reihe einander  völlig  gleich  sich  ergeben  »^  damit 
Jeder  von  diesen  Werthen  mit  dem  TT*— 1.0  » 
<S  den  zugehörigen  Werth  der  Sinusreihie  bedeutend» 
verbunden»  nicht  mehr  als  s  unmögliche  Wursseln 
einliefern  könne;  und 

X  3)  würde   noch  noth wendig  seyn»   dafs  der  übrige 

dritte,  Werth    der    Cosinusreihe»    um    die    eine 

3 
mögliche  Wursel  des  '^(ficos^))   ansugeben»    ei- 
nem solchen   ^    sugehöre»    für  welches  die  Si- 

3 

nusreihe  ~  o  sey. 

$.  3fi.  Die  ite  Forderung  kani^  anders  nicht» 
als  durch  9  n  «-  gegeben  befriedigt  werden  ; 
w^eil  ja  nur  bei  9  rr  «■  jeder  Cosinus  in  Poisson's 

Reihe»  dem  dortigen  ersten/ dem  cos—  völlig  gleich 

3 
sich  ergeben  kann»    und  völlig  gleich   sich  wirklich 

ergeben  mufs ;  so  dafs  seine  Formel  auf  (s  cos  ir)^  an- 
gewandt» in  ihrer  ersten  Reihe  die  sämmtlichen  Co- 
sinus .  derselben  einander  völlig  gleich»  also  simmt- 
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lieb  dam  —  gleich  verlangt,  unä  man  demnach  die* 
3 

se  erste  Reihe  rr  cos  — .  'Ts   erhält ,    also     in    dieser 

3 

ersten    Reihe   jener  Formel»    nur  mit  den  drei  ver« 

schiednen  Werthen  des  cos-^ —  t    also   (nach    ff.  s.) 

3 

mit  i)  co8  6o°;  fi)  cos(6o®-f-i2o°)  rt  cosiso*'  und 
3)  noch  cos  (6o° -|- «40°)  IT  cos  300^  r:  cos  60®,  also, 
der    iten   Forderung  gemäfst    in   dieser  Gosinnsreihe 

mit  nicht  mehr  als  drei  Werthen»    1)  cos  60^  1=:  — ; 

ft)  cos  ißo®  rr  —  1 .  und  3)  cos  300®  zz  cos  60®  n  —  t 

es  za  thun  hat;  durch  welche  nun»  da  zwei  dersel- 
ben einander  .gleich  sind»  aach  der 

2teQ  Forderung  Genüge  gesi^ieht.  Da  dann  ferner 
für  den  übrigen  Werth  cos  130^  ZI  —  x  'auch  der 

3ien  Forderung»  dafs  die  eingeklammerte  Sinus- 
reihe  sich  zr  o  ergebe,  durch  den  siniBo^ino  Ge- 
nüge geleistet  wird »  indem  für  9)  ~  v  die  säromtli« 
eben   Sinns    in  Foissons    zweiter    Reihe    einander 

gleich»    sämmtlich   n  sin --   seyn' müssen»    also  die- 

3 

iflo®    3 
ser  zweite  Theil  der  Formel  rr  (r— 1).  sin  — — .  T^ 

3 

ist »  denen  sin  — —  aber »  nach  der  zweiten  Tafel  in 

3 

IJ.  2 ,   die  drei  Werthe    rr  o  ~  sin  ißo®  5 

=  sin  aoo*^  ZZ  —  sin  60^  —  —  Ifr  .     «»d 

4 

3 
~  811X120®  ~  sin 60®  rr  -j-  T-   zukommen:    so  er* 

hellet  nun  allerdings,   dafs  bei  diesem  Beispiele  Hrn. 

Foissons   Formel   zutrifft»    um   durch  ihre  trigono* 

^  metrischen    dreifachen   Werthe   auch  gerade    die  drei 
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algebraischen  WurÄ#lwerihe  de«  f(2  coe  »)  zu  be- 
etimmen. 

§.  33.    Aus   den  Beziehungen   zwischen  den  Co« 

Sinus  und  den  Sinus  eines  gedrittelten  Winkels  ^  es 

noch   genauer   darzulegen »   warum  für  ein  vorgegeb- 

nes  (cos  s  ir)^  Hrn.  Foißsons  Formel  die  drei  alge* 
braischen  Werthe  dieses  trigonometrischen  Ausdruckes 
allerdings  angeben  mufs»  weil  hier  zugleich  mit  £r« 
füllung  der  iten  Forderung  in  0.  31.  auch  die  bei* 
den  übrigen  Forderungen  müssen  geleistet  seyn,  halte 
ich  nicht  für  nöthig.  Desto  nöthiger  aber  war  es 
darzuthun»    dafs    Hrn.   Foissons   Formel   selbst  bei 


X 


dieser  leichten  Vorgab«  (2  cos  ^y  ,  die  algebraischen 
drei  Werthe  lediglich  für  (^  rr  x  gehörig  einzulie- 
fern  geeignet  sey^    indem    sich   eben   dadurch    auch 

einsehen  läfst»  dafs  z.  B.- für  (2 cos 9))'^  sogleich  die 
erst«  nöthige  Forderung,  dafs  die  Cosinus- Reihe  in 
Hrn.  Foissons  Formel  nicht  mehr  als  4  verschiedene 
Werthe  angebe»  -  wiederum  nur  bei  einem  (jp  rz  x 
kann  geleistet  werden ;  und  nun  eben  dadurch  der 
einzige  mögliche  Weg  uns  an  die  Hand  gege- 
ben ist»  wie  sich  die  hier  vermeinte  sogenannte 
Lücke  in  der  Analysis  könne  ausfüllen  lassen! 

Man  wird  mir  zugestehen ,  dieses  geleistet  zu 
haben,  wenn  die  folgende  Aufgabe  bündig  und  all- 
gemein brauchbar  gelöset  ist;  wofür  ich  folgende 
neue,  oder  doch  bisher,  meines  Wissens,  nicht  deut- 
lich dargestellte  Unterscheidung  zwischen  den  soge- 
nannten Wurzeln  voranschickeu  will. 

p. 
JJ.  34.     Wenn  (2  cos  y)^  zr  x   gesetzt  wird ,    und 

dieses  x  die  sämmtlichen  Werthe  bedeuten  soll»  wel- 
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che  ttatt  X  getetst,  der  geordneten  algebraischen 
Oleichang   x^  •—  (8C08^)P  ~  o  Genüge  thnn  :  so  ist 

es  allerdings  richtig  su  sagen,  dab  fedes  x  m t'Cs cos C))p 
jedes  X  eine  qte  Warzel  der  Zahl  {icostpy^  seyn 
mütse;  indem  ja  anter  der  qten  Wurzel  einer  jeden 
Zahl,  diejenige  Gröfse  verstanden  wird,  welche  sar 
q  ten  Fotens  erhoben ,  jene  ZabI  wieder  gibt. 

Aber  die  eine,  und  gleichsam  die  erste  von 
diesen  q  Wurzelgröfsen,  ist  von  den  übrigen  dadurch 
zu  unterscheiden ,  dafs  man  sie  durch  die  arithme- 
tischen Regeln  des  Wurzelziehens,  auf  die  ge* 
gebne  Gröfse  angewandt  i  unmittelbar  zu  finden  su- 
chen mufs. 

So  würde  man ,  wo  x  ZZ  T*i44  zu  finden  wSre, 
suvörderst  durch  die  Regeln  des  Quadratwurzel- 
Ziehens,  X  iz  IS  zu  finden,  und  dann  erst  vermit- 
teldt  der  algebraischen  Glei ch ungsle hre  JFnr 
XX  zz:  144  zu  schliefsen  haben,  dafs  es  auch  einen 
zweiten  Wuraelwerth  x  ~  —  X2  geben  mufs. 

Selbst    auch     bei     den    unmöglichen     Wurzeln 
X  rr  )" —  144  würde  man  zuvörderst  schliefsen,  dafs 

X = r- 144  auch  zz  r(i44-  - 1) = ri44-  r-»  ms.  r-t 

sey,  und  dann  erst  für  die  Gleichung  xx  rz  —144.  zu 
folgern  haben,  dafs  aufser  x  ~  -f'  »ft-T"— 1  aach 
X  z;;  —  12,  y — t   seyn  müsse. 

Mögen  wir  auch  zur  Aufsuchung  solcher  ersten 

3 
Wurzel  z.  B.  schon  für  die  cubische,  x  ~  t*A  ,    die 

Regeln    dieser   Wurzelziehung,     ohne   die   Hülfe    der 

Logarithmik,  &u  mühsam   finden»   und   daher  benu« 

tzen,  dafs  logx  zz  —  log  A    seyn    mufs:     so     wird 

3 

doch  auch  hiedurch  nur  diejenige  erste  Wurzel  ge- 
funden, die  wir,  zur  Unterscheidung  von  den  übri- 
gen«    etwa    die  arithmetische   nennen   können; 
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indem  die  beid^  übrigen  erst,  nachdem  jene  gefun- 
den  ist,  vermittelst  der  algebraischen  Gl  ei- 
ch nngslehret  als<  die  beiden  übrigeti  Werthe  des  x 
in  der  kubischen  Gleichung  x^  ~  A  gefunden  wer- 
den«    (M.  6.  oben  §.  13.) 

Durch  den  gekrümmten  Strich  im  7  (iBCos^)P 
wollen  wir  irt  der  Kürze  es  angedeutet  wissen , 
dafs  wir    von   den    q    verschiedenen   Werthea    eines 

q  •  . 

X  —  1^(2 cos y)P  gerade  nur  den  ersten,  arithmeti- 
sehen  wollen  verstanden  wissen ;  der  übrigens  eben 
ab  gut»  als  jeder  der  übrigen  q  —  1  Werthe ,  aller- 
dings schon  eine  von  den  q  Gleichungs  wurzeln 
in  der  Gleichung  x^  —  (2  cos  y)P  ~  o ,  also  auch 
x9  rz  (2  €06  ({))P  ausmachend  ist. 

$,  35«  Da  nun  selbst  auch  dann»  wenn  wir 
diese  q  Werihe  des  x  durch  die  algebraischen  Glei* 
chungslehren  aufsuchen  wollten  •  jener  erste  arithme- 
tische Werth  desselben,  als  für  sich  gefunden,  würde 
vorausgesetzt  und  gebrauche  werden  inüssen:  so 
kann  es  uns  schlechterdings  nicht  als  etwas  mangel- 
haftes in  der  folgenden  Auflösung  vorgeworfen  wer» 
den,  dafs  wir,  um  die  sämmtlichen  q  Werthe  dieses 
X  durch  Cosinus  und  Sinus  angegeben  zu  finden«  den 
Ersten  arithmetischen  Werth  schon  für  sich  gefunden  ^ 
vorläufig  fordern  piüssen. 

Für  jeden  einzelen  Werthfall  a  dea  veränderli- 
chen 9)  würden  wir  auch 

X  =r  "iCscosa)?,.  als  :=:  a  ganz  schicklich  ansetzen 
können.  Da  aber  mit  dem  veränderlichen  tp  auch 
der  erste  arithmetische  Werth  dea  x  veränderlich  ist: 
so  werden  wir  echicklicher  z,  als  einen  der  letzten 
Buchstaben  des  Alphabetes  gebrauchen, 

und   X  ZZ  i"(2cosy)P  —  z  schreib^en. 
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$.  36.     Aufgabe. 

Pi/r  «/«tf  vorgegebne  Oröjse  (öcosy)^  ifiiY  t^^r-. 
änderliehem  (D  und  eonstantem   ^  ,    die   sämnitlichen 

'^  q 

q 

q  TVerthe  des  x  ~  |'(öC08  9)P  durch   Cosinus  •  und 
Sinus  •  Zahlen  ausgedrückt  zu  finden. 

§.  37-     Auflösung. 

1}    Der    erste»    ariihnaetisch   aufzufindende»   von 

^^ 
diesen   q  Werthen   heifse   fi^  cos  9))?  rr  z  #   so    mufs 

x4  —  z^  :::  o   seyn,   und    jedar  von  den  gesuchten 

q  Werthen  d^  x,  eine  von  den  q  Gleichungs  wurzeln 

dieser   Gleichung  ausmachen.     Für  die   hier  folgende. 

Behandlung  derselben  aber  wird  es  bequemer  seyn 

als  x^  n  z^  sie  geschrieben  zu  haben. 

II)  Um  nun  zuvörderst  für  die  q^  fache  Mannig- 
faltigkeit der  algebraischen  Werthe  des  x,  auch  eine 
ebenfalls  q;  fache  Mannigfaltigkeit  von  Cosinus-  und 
Sinus -GrÖfsen  herbei  gebracht  zu  wissen,  müssen 
-wir»  i  einen  noch  zu  bestimmenden  Winkel  oder 
Kreisbogen  bedeutend « 

X  ~  z  (cos  —  +  sin-^  )* — 1)  ansetzen! 
^        q     '  4 

indem  wir  aus  den  Tafeln  JJ.  a.  es  abnehmen  kön- 
nen ,  dafs  nur  ein  solcher  Bogen ,  der  als  der  q  te 
Theil  eines  andern  Bogens  betrachtet  wird ,  eben 
dadurch  auch  gerade  q  verschiedene  Cosinus »  and 
q  verschiedene  Sinus  gewähren  wird, 

III)  Da  aber  einer  von  diesen  q  Werthen  des  x 
den  arithmetischen  Werth  x  —  z  ausmachen  mufe: 
60  erhellet  hiemit  die  Noth wendigkeit»  für  £  ei- 


• 
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nen  iolchen  Bogen  anzunehmen,   dafa  einer  von  den 
q  verschiedenen    Cosinus  cos  —  ein  ZT  i »    und   der 

dazu  gehörige  sin—  ,  ein  ZZ  o  aey,  damit  einer  von 
den  q  Werthen  des  x 

r  c 

als  ZZ  z  (cos  —  -j"*^*^ ~  t* — 0  =  »  (i  +o)  n  z  wh 
ergebe.  • 

Da  nun  ferner  aus  der  allgemeinen  Gleichung 

X  rr  z  (cos—  4"  sin—  f — i)  folgt, 

dafa  x9  ~  z9  (cosr-  +  wn—  f — 0**  >     «'«o    »ach 

Moivre'a  Fotenziirnngsregel 

auch  x^  —  za  (cos 5  -f-  sing.  IT— i)    seyn   mufs:  ao 

erhellet  hiemit^'dafs  wir,    um  Jbei  allen  q  Werthen 
des  X|  auch 

allemal  x^  ZZ  z9  zu  erhalten » 

also  dieser  Gleichung,  durch   jeden  von  den  q  Wer« 
then    des  x    Genüge    geleistet    zu   sehen,    dem    Bo« 

gen  —  einen  von  denjenigen  Werthen    geben  müs- 
sen, bei  welchen 

auch  cos  q .  «^  ZT  1  und  sin  q .  —  zz  o    ist, 

^  q  q 

IV)  -Diese  Werthe  sind  nun  keine  anderen ,  als 
—  zr  o  oder  —  ZZ  T  2  *  ,   oder  J  ZZ  +  g .  ö  ▼ ,   bie- 

q  q 

rin  g  jede  ganze  Zahl  bedeutend* 

Da  es  aber  nach  $•  s.  ohne  Nutzen  ist,  auch  die   ^ 
negativen   ganzen   Umkreise    mit    aufzuführen,    und 
ebenfalls   ohne  allen  Nutzen  aeyn  würde,    für  die* 
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•e  -  auch  unter  denen  Bogen  zu  wihlen.  "welche 
über  den  einfachen  Umkreis  zz  sut  hinausgehen:  ao 
bleibt  uns  nur  noch  zwischen  -*  n  o  und  —  n=:  fi « 

q  q 

zu  wählen  übrig.     Wir  Mrlhlen  —  n  o  ,  weil  durch 

diesen  einfachsten  Werth,  überdies  auch  die  5chick- 
lichkeit  gewonnen  wird,  dafs  von  den  q  Wertben, 
welche  nach  den  Tafeln  $.  ü.  sich  ergeben  wer- 
den, gerade  der  erste   das  arithmetisch  zu  findende 

<q 
z  rr  iCs  cos  9))P  ausmacht. . 

Denn  da    ~  r:  o    gewihlt,    auch  £  rr  q.o  rr  o 

seyn  mufs ,  so  werden  sich ,  dieses  {  n  o  statt  dea  ip 
in  jenen  Tafeln  gedacht,  der  Ordnung  nach  folgende 
q  Wertbe  des  x  ergeben. 

(q  r      o  o  T     ' 

itens ,  X  rr  T'Cß  cos  9>)P.  I  cos 1-  sin  —  T —  i  1 

=     *     •['    +  ] 


stens,  xm 


^ 


O+ß»       .     O+Ö«-^      T 

cos +sm i-i  I 

q  q  J 


5ten8,  x~ 


(n+i)tens ,  x  ~ 


qtens,  xn 


^ 


^ 


cos — 4sini* — .1-1  I 

q  q       J 

cos  2. — -i-sins.  —  7-1  I 

q  q      J 

Cts  I. — +snin*  —  T^x  \ 

-    q  .       q       J 

.[^cos(q-i),^in(q-i).Jr-i"] 
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V)  Dafs  nun  durch  diese  q  Cosinus  •  und  Sifiua-; 
-vverihe  ^     mit    Hülfe     des    gemeinschaftlichen    Fak- 

(q 
tors  %  n  'r(dcos9)P  gerade  die  sämmtlichen  Wur- 
zeln der  Gleichung  x9  n:  z^  ,  also  auch  der  Glei- 
chung x9/-—  2fli  ZZ  o  müssen  angegeben  werden  t  ist 
uns  völlig  gewifs;  da  es  nicht  nur  durch  Moivre's 
Lebrsatsi  schon  erwiesen  ist,  dafs  jeder  von  diesen 
q  Werthen,   statt  x  gesetzt,   dieser 

Gleichung  x^  «—  s9  rr  o  Genüge  thun  mufs ;  son» 
dern  aus  den  beiden  Tafeln  §.  fi,  auch  vor  Augen 
liegt«  dafs  es  mehr  als  diese  q  Wertbe  reicht  geben 
](ann;  und  auch  über  die  richtige  Combini« 
rung  der  Cosinus*  und  Sinuswerthe  keine  Zweifel 
uns  entstehen  können,  weil  ja  für  den  hier  ge* 
brauchten  Fall  der  Tafeln,  da  wir  nämlich  ihr 
9  rr  S  ~  o  gesetzt  haben,  es  einleuchtend  ist«  dafs 
gerade  eben  diejenigen  q  Bogen »  welche  die  q  ver- 
schiedenen Cosinus  angeben  9  auch  diejenigen  q  Bo- 
gen sind,  welchen  die  q  verschiedenen  Sinus  su- 
kommen* 


J.  38-     Beispiel   1. 


Die  allgemeinen  Wertbe  der  x  ^  (fi  cos  9)9    un< 
ter     No.    IV)     der    Auflösung,     auf    den    einzelen 

T 

Fall  X  ::z,  (scosy)^    eingeschränkt , 


t  ^i. 
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geben  uns» 

TZ  $  .j  l     4-         O 

0-4- 2ir  .     O-f-^-ir 


3 


stena,  x  iz 


•  I  cos 


-f-  ein 


3 


-] 


^     Stcns,  X  ~ 


.  jco«  24.0®  -j-  Bin  240®.  T— xl 


\(romit  die  drei  Werthe  des  x, 

(3  •  (3  p    1  ^  -I 

als  X  —  r(2 cos (J)).  I  und  x  =  r(2C089).    — ±1"--  ( 
vollkommen  richtig  gefunden  sind. 


§.    39.     Beispiel   2» 

Das  allgemeine  (p  des  vorigen  Beispiels  auf  9^* 
eingeschränkt  9    erhalten   wir    die    drei    Werthe    des 

X   Zr   (öCOSir)^ 

(3  ^3  r  1        51-1 

als  x  —  T(ß  cos  »).  1  und  x  n  r(2  cos  ir)  |  —  ±  f-  ~  i 
also   xrrCr— ä).i  und  x  =  (r--2)  •    1 — ±1*^5. 
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Zusätze  zur  obigen  Auflösung. 

^.  40.    In  nnserer  obigen  Außdsnng  sind »  durch 
die  gehörigen  Cosinus  und  Sinus«  diejenigen  q  Fak- 
toren bestimmt  worden ,   von   denen  der  erste»   alle-' 
mal  ~  1 9  in    die  arithmetisch  aufzufindende  Wur*^ 

zel  1^(2  cos  0)P  multiplicirt,  diese  Wurzel  selbst,  und  . 
jeder   von  den  übrigen  (q  —  t)  bestimmten  Factoren, 
in    dieselbe   arithmetische  Wursel    multiplipirt»    die 
übrigen  (q  — t)  algebraischien  Werthe  des  vorge« 

gebnen  (scos^))^  richtig  angibt;  so  dafs  diese  durch 
unsere  Auflösung  bestimmten  q  Factoren  lediglich 
von  dem  vorgegebnen  q  abhängig  sind,  für 
alle  (acos^))?  aber  durchaus  einerlei  bleiben,  und  die 
verschiedenen  Fälle,  dafs  cos 9  bejaht  oder  verneint, 
auch  p  bald  bejaht  bald  verneint  gegeben  seyn  mag, 
auf  unsere  Auflösung  gar  keinen  weiteren  Einflufs 
zu  haben  brauchen,  indem  wir  allen  diesen  Ver- 
schiedenheiten, durch  die  airithmetische  Wurzel  Ge« 
nüge  thun,  und  die  eingeklammerten  Bogen« 
Factoren  unverändert  beibehalten  können;  wozu 
indessen  nothig    ist ,    ein    bejahtes   q    beizubehalten, 

und  daher  ein  vorgegebnes   (2  cos  9)    9 

— p 
als  ein  (scosy)'*'^  zu  behandeln. 

§•  41.     Gesetzt  aber»   wir  wollen  ein  vorgcgeb- 

ne«  X  "  (ö  cos  9)  «  als  ein  x  n  (fi  cos  9)-  «i  behan- 
delt wissen :  so  würde  der  erste  arithmetisch  zu  fin- 
dende Werth  des  x  ein  j  rr  TC«  cos  9)?  eejnfi ,  und 
durch  Verfolgung  der  Schlüsse  in  No.  I,  II,  III  und 
IV  der   obigen    Auflösung,    sich   ergeben»    dafs   die 


400 


Cap.  XV Uh    RuUrs 


alnintlichen  Werthe  des  x  folgende  ^tyn  müssen: 
iteiiB,xr:r(2coa?>)v.rcoa—  -f  »in  — T-i"! 


fitensyXir 


3tens,xiz 


9 

(n4i)tens9X  = 


qtenSfXi:: 


CC08 sin  —  1*-!  I 
q  q      J 


9«- 


COSl.- J-flioi.^  ^""^   I 


-q 


.1  CO«  1.  —  —am  1.  —  IT-t  1 

L        q  q        J 

coöfl. ams. —  IT-i  1 

q  q       J 

.1  cosn* amn.  —  IT-i  1 

L         q  q         J 

£co8Cq.i),^-ain(q.  i)^  T-i  J 


Hier  morsten  allerdings  die  eingeklammerten 
q  Zahlenwerthe,  mit  denen  die  arithmetische  War- 
zel  zu  multipHciren  ist,  von  denen  in  §,  37,  No.  IV) 
aufgeführten  verschieden  ausfallen:  weil  ja  diese 
Werthe  von  der  Gröfse  q  allerdings  abhängig  sind, 
welches  dort  bejaht  angenommen  war,  hier  aber  ver- 
neint seyn  sollte;  ' 

2  IT  S  Y 

jeder  4- sinn. —  aber  ~  —  sinn —    ist; 

-q  q 

nur  jcdei  cosn» —   auch  ~  cosn. —  bleibt. 

-q  q 

§.  4S.    Auch  die  beiden  FäHe,  da  von  uns  1)  für 

p. 
ein  vorgegebnes  +  (^  ^®  5P)**    ^"^^   ß)  f^'  ^^^  vorge- 

gebnes  —  (2  cos  9)^  die  q  verschiedenen  Werthe  die- 
ser beiden  Gröfsen  zu  finden  verlangt  würde,  Xö.i- 
nen  wir  als  solche  betrachten,  deren  q  einerlei  bleiot. 


tind    datier,  darch     tintlle>    ^ingQl^l%mm.ert'% 

Factoren  bei  zwei  verschiedenen  aritl\QiQtii 

sehen    Wurzel werthen    bestimmt    werden   Können. 

IL      ^ 
Da  nnn  jedes  —  i .  (s  cos  9))^    die  GegengröFse   von 

jedem  -|-  i.(flco8  9))<i   istt  so  muFs  ancbt  den  arith* 
metischen  Wurzelwerth  des 

ersten  Falles  -+-«13  fo^Wß^H^:  gMlß^t»  4«  Wth- 
metische  Wurzelwerth  des 

zweiten  Falles  n  —  «  rr  -r  f'CöCosy)?  seyn; 

un^'  würden    daher  aus  den    i^lgenden   q  Werthen 

L 
de«  X  —  +  (2  cos  9))« 

itenSf  xa+r(öco«9))P.r  cos  — J-  sin  —  Ttx\ 
3tens,x=:         $        .1  cosi.-«5  +  sini,— f-i  I 
^     3tcn8,x:r         ^       •fcosö.— -j-»?»!»'-^!*-!  [ 
(n-»-i)tenSt  x  =  $        .Fco^  »•  ^  +  «ifj  n,  ^  X"^ 


qtensixrr 


•[«os(q.i).^+sln(q.i>.^r-i"| 


di(9  wir  als  die  q  Werthe  eines 

Torgege>)n«i^-:K(j^co^g))^  W  fc  ??.  ^^Vftt  %^lm^ 
haben«  allerdings  auch  die  q  Weftl^^  ^\9?h 

vjovgeffebnea  ^4^  cos  9).^  abgleitth  d^dutch.  za  eahti- 

Mn  1^^,   ^1%  yfij^  lutt^  1^  flCl^rs,  ^f  iV^qi^« 

dessen  OegengrOfse  i>—  TXii  cos  9^)?  gebrauchten » •  dils 

26 
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dogektammerteii  q  Faetoren^  aber  ungelndeirt  belbe- 
luelten. 


$•  43»     Eben    hieraus    aber  erhellet,     dafs    die 

r 

q  Wertbe    eines    vorgegebnen    —  (s  cos  9)4    anch 


durch  folgende  Ausdrücke 


t tens,  X =r(«cos<p)P.rcos  v  -|-  ain  «•  T-i  j 

[Sir  fiv  *1  ' 

cos(irfi. — ^)+sin(*4-i.— )  t*-i  1 

StenS,  X  ~        f        .1  C0S(irffi.  — )+Sin(ir+2.— )  t*-!  J  I 

C08(ir+n. — )+siii(x+n. — ')T^i  1  " 

[Sir  Sir         *^ 

C08(x+(q-i). — ^>fsiu(ir+(q-i). — |*-i  i 
M  q      j 

vollkommen  richtig  angegeben  werden;  indem  hier 
die  arithmetische  Wurzel  unverändert»  wie  in  den 
Ausdrücken  des  vorigen  x^en ,  beibehalten  ist  9  jeder 
von  den  eingeklammerten  Factoren  aber  die  Gegen* 
gröfse  des  dortigen  ausmacht. 

Denn   in    unserm  hier   aufgeführten    (n+i)ten 

Sir 

Ausdrucke  haben  ynt  das  erste  Glied  cos(ir-[*n. — )  , 

welches  (nach  der 

Tormel  cos  («  -}"  Z^)  —  c^*  '  *  ^^^  /3  —  sin  « •  sin  /3  in 
Vorerinner.  X.  §.  i.) 

Sir  •,  Sir  Sir 

zr^cosir.cosn. — — sinir.s^nn.  — ir-^i»cosn. — •— o 

,     q  q  q 

sejn«  also  die  Gegengröfse  vom  ersten  Oliede  iita 
<n4:i)ten  Ausdrucke  des  §.  4s  ausmachen  mufs. 


K 


-    Das,  sweite  tSlied  im  hiesigen  (d-^Oten  Aus* 

St 

drucke  ist  sin  (»  +  n .  —  T"-!).  #    welches    (  nach    der 
Formel  sin(a-{^/3)  ~  sin«,  cos )3  •-}-  cos«,  sin ^.) 

IT  sin  T,  cos  (n, — T"-!) + cos  ♦  •  sin  n. -^  t"-!) 

~o  —  i.sinn. — t^-i  • 

q 

also  ebenfalls  die  GegengrSrse  des  i^ weiten  Gliedes 
im  (n4*i)ten  Ausdrucke  des  $»  4s.  ist. 

$•  44.  Allenthalben  aber,  wo  wir  einen  (tt+i)ten 
Ausdruck  aufgeführt  haben»  kann  derselbe  ajis  d<^  alU 
gemeine  Ausdruck  aller  q  Werthe  deigestalt  betrach« 
tet  werden ,  dafs  er  für  alle  diese  Werthe  leistet, 
was  man  von  dem  so  genannten  allgemeinen  Gliede 
einer  Reihe  für  die  sSmm  tlichen  Glieder  geleistet  veiv 
langt;  indem  wir  ja  in  einem  solchen  (n4-i)ten  Aus» 
drucke  nur  dessen  n  suvörderst  rz  o,  dann  zr  a^ 
dann  rr  s»  und  senletzt  rz  q  —  1  zu  setsen  haben, 
um  sogleich  den  iten,  den  fiten,  den  3ten  Werth, 
und  Kuletzt  auch  den  qten  Werth  des  x  dargestellt 
SU  erhalten» 

§.  45.  Eben  dadurch  ist  nun  auch  solcher 
(n-^i)ter  Ausdruck  sehr  geschickt,  nm  uns  aUgemeifi 
KU  überseugen,  dafs  jeder  von  den  aufgeführten 
q  Werthen  des  x  richtig  aufgeführt  sey,  wenn  es  bei 
dem  (n4*i)ten  Ausdrucke  erweisbar  ist  «dafs  er  iinr 
qten  Dignität  erhoben,  diejenige  vorgegebne  Gröfse 
giebty  deren  q  verschiedene  algebraische  Werthe  man 
angegeben  EU  wissen'  verlangt,  hatte.  Z%  B.  Da  in 
$•  43.  der  (n-|-i}te  Ausdruck 

X  =  r(«  cos  9)^  [cos  (» + n. — J + sin  (ir + n%  -J-j .  r-i"| 

Kur  qten  DigniiXt, erhoben t 

26* 
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X*  r:  (»  COi  y)P.  Fco«  (» + n . --J  +  §in  (» + n.  — ^  •  T*-!^ 
nach  Moivre'«  Potensiirangsregel  also 

x«  IT  («  C08  g>yp.  [co8(qir + n.  Öt) + 8ill(q«  "f  II.  flir).  T*-!] 
das  ist  r:  (s  ces  9)P.  [cos  q.T]  sich  «rgtbt:  «o  iMiben  ipfFir 

x^ZI T-i.(«cos9)P  ,   wenn  q  eine  ungerade, 

und  x^zz  -j-  1  *(i^ co$q>y6  ,   wenn  q  eine  gerade  ganze 

Zahl  ist.      An   ganze  Zahlen   braiicbea  wir   nSmlich 
hier  nur  za    denken,    weil  bei   jedem   vorgeg^ebnen 

n  =:  ^  verlangt  werden  kann,    und  miifs»    daEs  der 

q 

Zähler  und  der  Nenner  eine  ganze  Zsihl  aey« 

§•  46.    £s  ist  nutzlich,  darch  unsere  obige  Dar« 
Stellung  iiberzeugt  zu  seyn,    dafs  nicht  nur  für  all^ 

durch  das  7  der  Stammgröfse  uiid  der  Diguität  -^ 

verschiedene  Fälle   eines  vorgegebnen  -{-  (s  cos  9)^  , 

die  q  verschiedenen  Werthe  desselben»  durch  einerlei 

eingeklammerte   Factoren    bestimmbar  sind ,    sondern 

auch  durch   dieselben   Factoren   die  q  verschiedenen 

p. 

Werthe  des  vorgegebnen  —  (2  cos  q))^   bestimmt  wer- 

(q 
den  können,  wenn  man  hier  ein  —  f  (2  cos  9)?  ,    sUtt 

der    vorhin    gebrauchten    arithmetischen    Wurzel 
^  7  (2  cos  y)P   geschrieben  hat. 

Eben   so  nützlich  und  lehrreich  aber  ist  es  aller- 
dings,  auch  zu  wissen,  dafs  man   die  sämmtlichen 

q  Werthe  eines  vorgegebnen  —  (acosy)^     ebenfalls 
richtig  ausgedrückt  erhält,  wenn  man  statt  der  arith» 

»etischen  Wurzel,    wie   bei  gegeb<ien  -f- (^  coa 9)'! 

(q 
ebenfalls  -f  T(ß  cos  tp)?  anschreibt ,  statt  ^er  vorigem 
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eingeW^muertea  Factoi^nf   aber  d^n  die  Fictosea 
nach  §•  43.  ansetzt. 

Gerade    auf   diese    letzteren  Ausdrücke   'wurden 
wir  unmittelbar  kommen »   wenn  wir  für  die  AuflS« 


p 


tang  in  5.  37.  «ogleich  ein  —  (a  cos  J))^"  gegeben  an- 
nehmen; indem  wir  dann' finden,  dafs  wir  statt  der 
dortigen  Gleicbahjg  x^  z=  z^  nunmehr  mit  der  Glei<> 
chung  x4  n  —  z^  es  zu  thun  haben ,  und  eben  des« 

halb  nicht/ wie  dort,  —  zz  o,   sondern  —  —  x  an- 

q  q 

.nehmen  müssen;  wodurch  dann  die  eiiigekl^mmertep 
Ffttoren  gerade  wie  in  |J.  43.  sich  ergeben« 

§•  47.  'Da  jeder  von  uns  aüfgetfibrte  (n-f  i)te  Anü- 
^uck»  eine  allgtoieine  Darstellung  det  simmtlichen 
q  verschiedenen  Werthe  des  x  ausmacht »  indem  tsi^n 
nur  das  n  desselben  iz  o  9  oder  zz  1 »  oder  iz  d  9  und 
,0.  w.  bis  zum  ZI  q  —  1  hin  anzusetzen  braucht, 
um  der  Ordnung  nach  den  iten,  den  sten»  den  3teu 
n*  s.  w.  zuletzt  auch  den  qten  .Ausdruck  dieser  ver- 
schiedenen q  Werthe  zu  erhalten :  so  kffnnen  wir  nun 
in  der  Kürze  ausdrücken,  was  wir  bisher  gefundeti 
ihaben »  dafs  nimlich  allerdings 

für  jedes  vorgegebne  4  (3  cos  9)^  von  den  q  ver- 
ebhiedenen  Werthe  desselben  ihr  (nrfri)tar  Aatdrnj^k 
der  q  verschiedenen  x 

als  X  ZI  +  z.  1  eos  n  —  -1-  sinn^  T— i  j 

•       L        q  ^         q        J 

angegeben  ,  und  +  ^  —  +  ITCscos^))?  bedeutend, 
vollkommen  richtig  ist,  anch  eben  dieses  den  (n+i)ten' 
Ausdruck  der  q  verschiedenen  Werthe  des  x  in  der 
Gleichung  x^  ^  ±  z<i ,  also  a^ch  j4^r  ßle^ebuisg 
x9  üp  a^  ZI  o  ausmachen  mufs; 
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aaft  aber  fibercHei   auch    für  ein  vorgegebne» 

-)-  (a  coi  ^)i'  der  (p-f-^)^^  Aot drack  für  dea aen  q  Ter- 
acbiedne  Wertbe,  wie  vorhin  i. 

«U  X  — m[co8(n2Zj-J.sin(o^jr«i]  nngeeeut, 

daneben  xr:m[coa(w-[-n2Zj+iin(»-f.n~^f-i] 

den  (n-|-i)ten  Ausdruck  für  die  q  verachiedenen  Wer- 

IL 
the  eines  vorgegebnen  — (acosy)^.  ebenfalls    richtig 

angibt;  und  aomit  der  erste  von  diesen  Ausdrücken 
für  die'  Gleichung  x9  rr  b9,  alao  auch  x9— a^no» 

der  andere  von  dieaen  Ausdrücken  dagegen    . 
für  die  Gleichung  x9~  — s^  •  also  auch  x9-|**^— ^ 

geeignet  ist, 

f.  48.  Da  wir  nun  aus  den  Gleichungen  x^+z^zi6 

x^  X 

auf  die  Gleichungen  --  ^T  i  rro ,  also  y  ZT  —  bedeu- 
tend, auch  auf  y^  ^  i  rr  o  schliefsen  können,  ans 
den  beiden  vorhin  angeführten  (n-{-i)ten  Ausdrücken 
des  X  aber 

suvörderst  yZZ—ZZ i.[co8 n  —  j  +  sin (n  —  1  T-i] 

und  daneben  yrr-~i.[cos(ir+n— )+sin(x+— )  f-x] 

erhalten:  so  haben  wir  hiemit  gefunden,  daCs  für  die 
q  Werthe  des  y 

in  der  Gleichung  y^  —  i  rr  o 

der  j[n-i-i)te  Ausdruck  y — cos  (n  —  j  +  sin  (n  —  j  t*-i 
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und  daneben  für  die  q  Werthe  des  j 

in  der  Gleichung   y^  -}-  i  rr  o 

» 

der  (n+i)ie  Ausdruck  y  ZT  cos  (ir + n  — ) + sin  *  4  — ')  t"*-i 
nuemachen  mufs. 

^.  49.  Sobald  man. für  die  Gleichung  y^Hpt  — o 
ihre  q  Wurzel  werthe  gefunden  hat»  so  weifs  maa 
auch  die  q  einfachen  Factoren  des  Aggregates  y^  +  t 
anasugeben ;  und  umgekehrt,  i/reifs  man  aus  deü  q  ein«* 
fachen  Factoren  dieses  Aggregates  sogleich  auf  die 
q  Wurzel  werthe  der  Gleichung  j^^i  zzo  zu  schlie» 
Isen.  Da  man  nun  schön  lange  (mit  Cotesius)  et 
gelehrt  hat,  wie  die  q  einfachen  Factoren  des  Aggre- 
gates x^  +  *^  ^ti  finden  sind  •  also  auch  die  q  Wer- 
the des  X  in  der  Gleichung  x^  7  ^^  ^  o,  und  aomk 

auch  die  q  Werthe  des  y  r:  —    in    der    Gleichung 

y^  +  1  rr  o  würde  anzugeben  gewnfst  htben :  so 
konnte  ich  eigentlich  nidbt  viel  neues  zu 'erfinden 
haben,  um  die  neue  Aufgabe  in  $•  g^«  gelttset  sä 
wissen!  Wenn  es  indessen  von  Anfang  an  so  gam 
leicht  zu  durchchauen  gewesen  wäre »  nicht  nur» 
wie  diese  neue  Aufgabe  auf  jene  alte  zuriick  geh 
bracht  werden  kann,  sondern  auch,  warum  sie  ge» 
rade  auf  diese  noth wendig  zurück  gdbracbf 
werden  mufs:  so  würden  nicht  seit  igii  her  so 
manche  sehr  geübte  Mathematiker  andere«  nicht  schick» 
liehe  Wege  dazu  versucht,  und  mit  vielem  Zeitauf* 
wände  vergebens  bearbeitet  haben. 

§.  50.  Nach  demjenigen,  was  ich  von  diesen 
Arbeiten  theiis  selbst  gesehen ,  theils  referirt  vorge- 
funden habe,  ist  ihre  Hauptabsicht  gewesen,  aas 
den  sämmtlichen  Werthen,  welche  durch.  Hrn.  Pois» 
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0on's  61e!efaiu% 

7Y*-i.[iuinf>-}*^s  •iii(a-ft)9-|-D2eoi(ii-4)9-|~"*] 
fnr  s^totf)^  angegeben  werden,    und   deren  AnaaU 

bei   gegebnem  n  n  "^^  0     einige    ioGierst    irenige 

Werthfälle  dee  9  ansgendminen ,  wie  mrir  €»bea  geie- 
ftm  haben»  fibrigent  fn  den  meiften  Fillen  eine  wtb- 
te  UniAl  Ton  Wertben  ausmacht,  diejenigen  hen« 
%tt  findett,  trelche,  indem  aie  tbeils  dordi  die  Coii- 
^Btb-  thc^e  dnrch  die  Sinoareihe  aieh  ergeben  mm- 
iWrt,  dann  andi  einer  solchen  Gombination  fthig  eejeo, 
ttifa  nufn  endlich  die  q  Terachiedenen  algebrai- 
schen Werthe  des  Torgegebnen  (acosy)^  ^  wirk- 
HA  lietftnsgebrecht  habe. 

\.  St.  Itehon'deAaib,  yt^  die  AnsAl  der  €e- 
einoft-  *nnd  Sinns  •Werthe  in  den  mehresten  FSikn 
9ichc  nur  nnendlich  grofs»  sondern  in  sehr  vielen 
Fällen  sogar  ihre  Sy'stematisimng  nnendlich  viele 
Klassen  erfordern  würde,  und  eben  dieses  dann  aach 
von  den  Klassen  der  Combinirong  gesagt  werdea 
könnte;  werde  ich  wohl  nicht  zu  stark  mich  aas- 
drücken  ,  wenn  ich  behaupte ,  dafs  man  mit  diesen 
Arbeiten  unternommen  habe,  einen  Mohren  zu  wa- 
schen. Ueberdies  aber  ist  ja  die  Mannigfaltig- 
keit der  Cosinus-  und  Sinns- Werthe,  und  die 
Mannigfaltigkeit  der  algebraischen  Wurzel* 
werthe  dergestalt  verschieden  begründet,  dafs  in  ei- 
nigen Fällen,  selbst  auch  unter  den  unendlichen  vie- 
len Cosinus-  und  Sinus- Wertben,  einige  der  algebrai- 
echen  Wurzelwerthe  gar  nicht  vorkommen  mögen. 

$.  52.      Trigonometrische    Dichtigkeit  habe 
ic\i  Jer  Gleichung  des  Hrn.  Pbisson  schön  in  $.  s8 
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iK>g1dich  Mgösnmdeh.  Ob  aie  fBr  den  Winkelcalcnl 
einigen  Natzen  falben  .könne »  ist  eine  uidere  FrUge! 
Für  den  Etflerischen  Winkeläilcul  kann  sie  Aicht  fae- 
ümtzt  werden,  'weil  «ie  der  Sinnsreihe  nicht  entle- 
digt ist.  Für  ändern  Winkelcalcal  auch  nicht  eher, 
als  bis  man  lieht,  wie  sie  ihrör  imiginairen  OröHte 
in  ^r  Anwendung  könne  entledigt  werden.  '  Abisr 
selbst  aoch  bei  ihrer  Anwendung  auf  die  algebraische 
Warsei werthe,  denen  an  Gefallen  die  Sinusreihe  mit 
dem  PictcMr  q: 'p.^i.  zu  Hülfe  genommen  ist»  hat 
teän  «ich  fa  nach  obigem  ^30.  in  einigen  Fälleiit 
Vo  die  algebraischen  Wurselh  einer  solchen  Unmög- 
lichkeit nicht  unterworfen  sind,  diesdr  Unmöglich- 
keifen  durch  richtige  Schlüsse  nicht  su  entledigen 
•gewurst.  'In  Hinsicht  dieser  Entledigung  wird  es 
nöthig  sejn ,  ndoh  zweier  Erörterungen  zu  erw&h« 
nen,  von  denen  die  eine  dem  Hrn.  Lacroix  selbst 
zugehörig ,  *die  mdere  doch  von  ihm  selbst  auch  der 
öffentlichen- Ausstellung  werth  geachtet  ist, 

0.  55.  ün  La-eroix  hat.  Wie  tfs  schon  oben 
von  mir  ^erwähnt  ist*  des  Hrn.  Poiison  Erörte- 
rung über  den  Etderischen  Winkelcalcul  mit  vielem 
Beifalle  angezeigt,  auch  noch  hinzugefügt^  dafs  die 
von  Hrn.  Foisson  gerügte  Unrichtigkeit  der  Euleri« 
sehen  Formel  so  lange  unbemerkt  habe  bleiben  kön« 
nen,  weil  man  die  Entwickelungen  der  cosx^^  und 
sinx*^  niemals  anders  als  für  ganze  bejahte  n  an- 
zuwenden nöthig  gehabt  habe  *). 


*^  *Hilb^i  werden  mehre  meiner  Zuhörisr  an  mich  -mihiltk 
SU  denken  veranlafst  seyn»  wenn  sie  mir  neuer  Quar* 
tauten  voll  mühseliger  calculatorischer  Entwickelungen 
erwAhnten,  und  ich  sie  versicherte»  dafs  sie  als  lianf- 
tige  Praktiker  damit  ihre  kostbare  Zeit  nicht  vergeuden 
müfaten»  aoadern  desgleichen,  für  die  Anwendung  sehr 
entbehrliche  Untersachangen  denjenigen  aa  flberlassen 
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Nach  Seite  616  im  f^ol.  III.  des  Traiti  du  Cot- 
:€ul  diffir.  ei   integrale,  war  jEt  Indeaten    darauf  ge- 
-üalleA,  Hrn.  Foifsoh's  ^Gleichung  gewifien  allgemeinep 
-Lehraätsen  der  Differential-  und  IntegMrechnttng  sn 
.unterwerfen,    wobei  sich   (wider  alles  mein  Verum- 
•then,  wie  ich  nachher  erörtern  werde)  Ihm  ergab», 
dafs   Hm*  Poisson^s  Gleichung  mit  diesen  Lehren  in 
Widerspruch  gerathe!    Seite  6so  sagt  Er^  dafs  dieses 
Ereignifs  immerhin    als   eins    von    deneiu   Paradoxen 
müsse  aufgestellt  werden ,    welche    einer    besondem       I 
Erklärung  bedürftig  seyen.    »,Man  hat  oft  dergleichen 
yyvorgefonden,  die  am  Ende  sehr  glücklich  beantwor- 
tetet sind.    Vielleicht,    dafs  dieses  auch  mit  der  ver- 
fliegenden Schwierigkeit   bald  delr  Fall  ist«     Bis  d*- 
y,hin  aber  bin   ich   durch   die  Natur  meines  Werkes 
(»verpflichtet,    sie  nicht  mit  Stillschweigen  zu  über- 
^gehen;  und  eben  deshalb  mufs  ich  auch  einige  von 
■  9,Hm.  Deflers   darüber  mir  mitgetheüte  ErSrtemn- 
,,gen  hier  mit  abdrucken  lassen«*' 

§•  54.  Des  Hrn.  Deflers  Unteisuchung  hatte 
nun  offenbar  zur  Absicht ,  die  Frage»  ob  die  Sinus- 
reihe  in  des  Hrn.  Foisson  Formel»  die  Reihe 

sinn^  +  n^  sin(n-2)y  +  n2  8in(n~4)^  +  n3sin(n-4!)^-f  ..•• 

für  alle  verneinte  n  wirklich  rr  o  sey»  zu  prüfen» 
nachdem  Hr.  Lacroix  (nach  unserm  obigen  §.  31.) 
blofs  für  nzr — 1  diese  Vermutbung  erwiesen  glaub- 
te. In  dieser  Hinsicht  wurde  von  Hrn.  Deflers 
das  allgemeine  Glied  dieser  Reihe  entwickelt»  und 
Kraft  dieser  Ent Wickelung  gefunden,  dafs  diese  Reihe 
die  E^ntwickelung  einer  Function   ausmache^    welche 


'Wären,  welche  Zeit  und  Lust  ^und  in  einem  sehr  rei- 
chen Staate  vie'leicht  auch  Beruf^  dazu  hätten  »sol- 
chen Calcol  lediglich  am  seiner  selbst  willen  sa 
betreiben  • 
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für  jeäen  FTerth  des  9 ,  allemal  r=  o  iat !     Da  die 
französiscl^en  Mathematiker  besonders  in  dieser  Art 
d^  Calculs,  der  Functionen -Entwickelang,  sehr  ge- 
iübt  sind:  so  mufa  es  nicht  so  ganz  leicht  seyn,    die 
Fehlschlüsse   in   dieser  Arbeit  aufzufinden.     Ich  finde 
mich  nich' aufgelegt,  darnach  zu  suchen:   sondern  da 
es  wirklich  geworden  ist,  dafs  ein  achtungswürdiger 
Matheniatiker  (^Mattre  de  tonfirenees  ä  tEeole  Nor- 
male^   und   welchen  £in  La  er  o  ix  seiner  Mitbeacb* 
tung  würdigte)  für  eine  so  einfache  Reihe  eine  so 
falsche  Summirnng  erwiesen  hat:  so  sehe  ich  dieses 
als  eiii  abermaliges  Beispiel  an,    dafs  solche  künstli- 
che Entwickelungsgründe  gar  wohl  den  Namen  der 
V  e  r  wickelungsgi^ünde  verdienen. 

Hn  De f  1er 8  beschliefst  seinen  Aufsatz  mit  der 

Frage ,  wie  es  doch  nun  zu  erklären  sey,  dafs  gleich- 

1      • 
Wohl  für  X.ZZ  w  und  n  ri  —  (man  sehe  nnsem  obi- 

3 

gen  $v  38«)  diese  Reihe  einen  angeblichen  Werlj^ 
(einen  Werth,  der  nicht  r=  o  ist)  annehmen  könne? 
ohne  durch  dieses  Ereignifs  seiner  Reihen  «Entwicke- 
lang den  Krieg  zu  erklären! 

§.  55.  Wenn  ich  selbst  ifi  jüngeren  Jahren  ga 
wisse  Erfolge  des  Infinitesimal-Calculs  a  priori  durch 
Begriffs  •  Entwickelungen  des  Unendlichen  mir  nicht 
deutlich  zu  mächen  wufste,  und  zu  den  Erörterun- 
gen apojteriorit  zu  den  Functions ,•  Entwickeln^- 
gen  meine  Zuflucht  genommen  hatte;  und  wenn  ich 
dann  bei  Verfolgung  der  grüftten  Meister  in  diesem 
Fache«  durch  die  öde  Arbeit  mit  dem  calculatorischen 
Mechanismus  und  dem  Formelngedächtnisse»  welche 
hier  meistens  den  Verstand  vertreten  müssen«  ermü- 
det wurde:  so  war  es  eine  Erholung  fjir  mich»  Falls 
ich  hie  und  da  auch  auf  allgemeine  Ueberschauungen 
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4m  CUcdli«  oder  glrichwmi    cricolaUMffach  -  philoai 
phwdie  Betnclmmgoi  deMclbw  geiicth. 

Za  tolcfaen  Betnditiiiigen  gehört  es«  ireiiii  Tb. 
Lacroiz«  nach  unserer  obigen  Erwihnmig,  Hnw 
Poision*«  Formel  darch  allgemeine  Lebren  der 
Differential-  nnd  Integralrechnung  sn  prafen  Ter- 
langt.  Auffallend  war  es  mir  dabei  sogleich,  dals 
diese  Formel«  die  doch  als  trigonometrische 
Formel,  nach  ihren  Gründen  evidente  Richtigkeit 
hat»  mit  jenen  Lehren  in  Widerspruch  gerathcn 
solle! 

)•  56.  Durch  eine  allgemeine  Lehre  der  Diffs- 
rentialrechnung  inrird  hier  behauptet: 

Wten  7  —  (cos  9)",  also  y — (cosy}*zro  ist, 

dy 
so  mnis  2^  4-  n(cosy)«'-^  sin  j>  zi  o 

dy 
'folglich  auch  ^  C0S9  -f"  njtin^)  rz  o  seTn. 

Wenn  daher,  schliefst  man  femer, 

X  zz  COS  ny  -^  n,  cos  (n-a)  9  +  n^  cos  (n-^}q>J^ 

n^  cos  (n-6)  <p  -f- 

nnd  X'  ~  sin  ny  -f"  n,  sin  (n-s)  <jp  -|"  "^2  *i>^  (n^)  9>  -f- 

03  sin  (n-^  9)  -J- 

bedentend,  Herr  Poison  die 
Gleichungen  y  =  (cos  y)«  rr  -^  (X  +  X'  f-i) 

folglich  auch  ^  =  ^  (^  +^^  r-i)  behaupten,  also 

1    dX  _  dX'-_  „  , 

auch  ^co8  9  +  -j— r-i.cos({)+nX8in({):jj:nX  ir-i.sin(I>=o 

behaupten   will:    so   müssen   von   ihm,  da  mögliche 
und  unmögliche    Gröfsen   einander    nicht   vemullen 


•••• 


•••• 


können,  «ndi  die 

dx 

beiden  Gleichungen«    i)     -^  cos g) -f-nX^ sin 9)^=0 

dX* 

und  s)HP--p-coflk97>'^X'<ii^y  ~  o. 

zugegeben  werden«  die  nun  ihrer  beiderseitigen  Con- 
«tante  wegen«  mit  einer  allgemeinen  Lehre  der  Inte- 
gralrechnung nicht  verträglich  seyen. 

$.  57»  Gegen  diese  Schlufsfolge  wurde  Hr. 
Foisson»  meines  Erachtens»  erinnern  können«  dafa 
aie  eine  petitionem  principii  in  sich  habe.  Denn 
wenn  die  Formel  (scos^))^  =  X^pX'!* — &»  dadurch 
iach&llig  werden  soll«  weil  in  ihrem  Differential  quo- 

dX' 

tienten  der  unmögliche  *rheil  »r — |*-i  an  sich  selbst 

ein  ZU  o  ausmachen  müfste:  so  würde  ja  gegen  die 
Fornfel  selbst«  schon  vor  ihrer  Differenziirung •  zu 
behaupten  gewesen  sejn«  dafs  sie  in  zwei  Gleichun* 
gen «  (ö  cos  (py^  —  X  IT  o  und  i^p  X'  T — i  —  o  ver- 
fallen« also  (acos9)^zrX  und  X'rro  seyn  müsse«  also 
etwas  anders  als  die  £ulerische  Gleichung  (s  cos  y)^  rz  o 
gar  nicht  seyn  könne;  da  doch  Hr.  Foisson  statt 
dieser  Eulerischen  Formel«  die  seinige 
(s  cos  9)^  =1  X  4:  X'  1* — 1    gerade  deshalb  gebraucht 

wissen  will  t  weil  für  gebrochene  n  n  ^  «      einige 

von  den  q  verschiedenen  algebraischen  Werthfornoien 

des  (a  cos  9)4  «  aufser  einem  möglichen  Theile  auch 
einen  unmöglichen  Tfaeil  enthalten  sollen  und  müssen ! 

Es  ist  ja  eine  eben   so   allgemein  gewöhnliclM^ 

als  richtige    Behauptung«    dafs    x  ZT '<&^   «    also 

X  3:  7  ^P  •  nimlich  x  jede  von  den  q  algebrsJtsisbj^a 
Wnroeln  des  mit  4^  verinderlicben  4t^  bedeuim^  der 
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allgemeine  Ausdruck  dieser  x  aus  eitoem  mSglichen 
und  einem  unmöglichen  Theile  bestehen  mafs«  von 
Mrelchen  der  letztere  unmögliche »  nur  für  die  mögli« 
chen  Wurzeln  sich  vernullen »  für  die  übrigen  un* 
möglichen  Wurveln  aber  eben  deshalb  vorhanden 
bleiben  mnüs»  damit  der  mögliche  Theil  dea  x  in 
der  linken  Seite,  mit  dem  möglichen  Theile  in  dem 
Ausdrucke  der  rechten  Seite,  der  unmögliche  Theil 
des  X  in  der  linken  Seite  aber  mit  dem  onmöglichen 
Theile  des  Ausdruckes  in  der  rechten  Seit^  vergleich- 
bar sey. 

$•  68-  Hieraus  durfte  sich  nun  auch  ergeben, 
dafs  die  hier  bezogene  allgemeine  Lehre  der  Oiffe« 
rentialrechnung  nicht  so  ganz  richtig  gefafst  sej. 

Wenn  y  und  9,  jedes  eine  Function  des  x  ist, 
und  7  =  9  entweder  anerkannt 'ist,  oder  doch  die 
Bedingungen  gesucht  werden  sollen,  unter  vrelchen 
diese  Vergleichung  Statt  finden  könne:  so  mufs  min 
bedenken,  dafs  durch  die  Gleichung  zwischen  diesen 
beiden  Functionen ,  ihre  Gleichheit  bei  jedem  einzs- 
len  Werthfalle  des  veränderlichen  x,  zu  behaupten 
ist;  folglich  auch,  statt  eines  jeden  x  dessen  Werth* 
fall  x  -j-  '^5^   gesetzt, 

die  Gleichheit  'dy  =  ^9, 
und  daher  die  Gleichheit  der  werdenden  Differentisl- 

quotienten  —  =  ,-p  ,    folglich   auch   der    genauen 

dv         du 

Differentialquotienten  -p  rr  -r^    zu   behaupten  ist 

Hiemit  liegt  vor  Augen,  dafs  diese  Gleichung  swischen 
den  Differentialquotienten,  aus  derGleichung  y  =  9 
zu  folgern  iftt;  diese  Gleichung  aber  voraussetzt, 
dafs,  falls  bei  einem  einzelen  Werthfalle  des  x,  der  Werth 
des  9  ein  Aggregat  aus  einer  möglichen  und  anmög« 
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licheti  Gröfoe  i«t,  auch  der  Wchhfall  des  y  ein  Ag« 
gregat  aus  derselben  möglichen  und  unmöglichen 
Gröffe  aeyn  mufs. 

§.  60.  Ca  wir  des  Hrn.  Foisson  Formel  gegen 
diejenige  Anwendung  der  Differentiallehre  geschätzt, 
haben  t  durch  welche  sie  mit  einer  allgemeinen  Leh- 
re der  Integralrechnung  streitig  werden  sollte:  so 
könnten  wir  diese  letztere  dahin  gestellt  seyn  lassen* 
Indessen  dürften  folgende  Eemerkungen  darüber  von 
allgemeinem  Nutzen  für  die  Herstellung  einer  guten 
Methodik  seyn  können^ 

Des  Hrn.  Lacroix  Lehrbucher  fär  die  Differeur 
tial-  und  Integralrechnung  sind  mir  namentlich  auch 
dadurch    sehr  lieb   geworden ,    dafs  man  darin  zwar 
die  neue   Sprache  des  Functionencalculs  hie  und  da 
mit  gebraucht  sieht,   die  Begründung  deines  Infini* 
tesimal-Calculs   aber  doch  meistens   aus   dem  Be« 
griffe  der  In finitesim allen  unmittelbar  abgelei« 
tet  wird«   Indessen  ist  es  freilich  auch  der  Fall,  dafs  ei- 
nige Lehren,  die  aus  dem  Begriffe  der  Sache  selbst  sehr 
leicht  und  evident  zu  schliefsen  wären,  durch  müh* 
same   Umwege   der  Reihen  •Theorien   gefolgert  wer- 
den.    In  Hinsicht    des  Satzes ,    dafs   für  das  Integral 
fdcos^)^    nicht  mehr  als    eine   In  tegralconstante 
Sutt  finden  kann,  wird  a.  a.  O.  auf  No.  102.  Vol.  L 
verwiesen;  wo  die  Function  cos 9^^  nach  Lagrange 
einer   Reihen  -  Entwickjelung,     sogar    vermittelst   der 
(hypothetischen)   Methode    der  unbestimmten  Coeffi- 
cienten  (welche  hier  vielen  Bedenklichkeiten  blos  ge- 
stellt werden  könnte)  unterworfen  ist. 

$.  61.  Welche  mühselige,  und  keineswege's  als 
allgemein  gültig  erwiesene  Umwege  werden  dabei 
begangen ,  wenn  man  bei  solchen  Erweisen  genau 
genommen  voraussetzt,   dafs  jede  Function  etwa  der 


416  Cap^XFIIL    EuUrs 

Taylorichen  Reihe,  oder  der  Methode  der  nnbaslimm* 
t/Qii  Coefficienteo»  anch  wohl  suTor  schoa  einer  söge* 
nannten  allgemeinen  Entwichelangareihe  nnterwoi^ 
fen ,  un^  nach  deifer  bebandelt  aey ! 

Und  möchte  man  doch  bedenken»  däfa  auf  diese 
Weite  alle  Functionen ,  sie  mögen  algebniach«  oder 
logarithmisch,  oder  sonst  geartet  aeyn,  vrie  sie  wol- 
len, allesammt  als  völlig  gleichartig  behandelt  wer- 
den ,  eben  dadurch  also ,  wie  man  anch  in  mehren 
Lehrbüchern  es  leicht  bemerken  "wird,  der  so  we- 
sentliche Unterschied  zwischen  den  Conatanten  eines 
algebraischen  *  und  eines  logarithmischen  Integrales, 
ao  gut  als  völlig  unbeachtet  bleibt! 

$.  6s.  Gesetzt  Hr.  Poisson  wäre  dnrch  jene 
Lehre  der  Differentialrechnung  mit  Recht  dahin  ver- 
nrtheilt  worden,  dafs  er  wegen  des  von  ihm  behaup- 
teten (s  cos  f)^  ZU  X  '\'  X'  T — 1  »  auch  die  beiden 
Gleichungen    i)  und  s)  in  §•  56t 

nimlich  —   cos  9  -}-  n  X'  sin  9  IZ  o 
/ 

und    --T —  cos  9  4~  ^^  *^"  9  ~  o   bitte    zugestehen 

müssen:    so   würde    er    damit    auch    die    Gleichung 

-rr-  zz  -TTT  •    das   ist,  d|oflX  ri  dIogX'   bebanpten 

miissen* 

Durch  die  obige  Reihen -Ent Wickelung  nach  La« 
grange  wird  es  aller  Beachtung  entrückt,  dafs  man 
es  hier  ursprünglich  mit  zwei  logarithnaiachen 
Differentialen,  folglich  auch  mit  zwei  logarithmi- 
achen  Integrirungen  zu  thun  habe. 

$.  63.  Wenn  wir  dagegen,  zufolge  unaei^er  Er- 
innerung in  Cap.  L  $.  30.,  I^edenkieiis    daCs   eigei^j^ 
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lick  Jeder   rmegrining  '  fftr  sieljn  riWift  CouitaÄU'  t\x- 
kommt,  auch  nach  CAp>  IX.  $»  la  ,«1  b^^^k^  dJkß  ^«4i 
diesen    logarithmischen    Inte^rirungen  -schon    i^vfrei 
cvwKante  Factoren  eintreten,  und  ttn«  'AX'tf:  A'^ 
schon   geben  müssen  »  ehe  ooch  vim.Uet;^4)txrta'%k( 
ten  Anfangsgränze  die  Rede  gewes^  ist:  so  ha* 
ben   Mrir  in  dieser  letzten  Hfn)iliekf'^o6h'ttiieh  elfleP 
dritten  Constante  C  im  der  Gieichong^AX  tr  A^X^O 
Bu  fragen»  ;.■  ■•'      ■•'.•>/  ■»')'m 

Da  nun  X  sowohl  als  X"  liifl  ^  r=  0  seiheb  ^An*^ 
fang  nehmen  soll»  für  9  :r:  o  aber  X  !r  1  'UÜ^ 
X'  rr  o  ist:  so  bat  man  A. t  r:  A\o  «f*  Cy'^Iso 
C  r:  A>  tind  somit  AX  rr  A'  X":  «f^  A»     Indem 'dann 

dieser  Gleichting  gemitß^  -r*^  ■■  i' ,  ■■  >,|ilso  ein  eou» 

stantes  Verhältnirs»  A:A\  Kugleien  ein  verän«* 
d  e  r  1  i  c  h  e  s ,  X' :  X  --^  1  i  seyn  müßte  f  so  UV  &t^  al- 
lerdings vermittelst  der  Consta dl-^n  es 'Ifr^ie* 
sen  ft  dafs^  die  Gleichung  etwas  sich  sel|)st  ^wider* 
eprechendes  verlangen  muTs»  -r     • . 

(k  64«  Aber  dii^r  Widerspruch  ^it  steh'Ü^lGwe* 
liegt  ja  in  der  Gleichung  X  rr  X'  schon  Vi6r'lldg«tt;' 
ohne  dab  man  ihre  dret  Constanten »  A 1  A*  und  0/ 
dafür  in  Betrachtung  ttu  eiehen  braucht  1        .  .1' 

Nimmt  man  femer  die  gew&hnfllehe  Oonstabteii«^ 
Lehre  eu  Hülfe»  ohne  ^«wischen  dieseh'drei  Cottutala^ 
ten  au  unterscheiden»  schliefst  also  blofsi    dafsaM*^ 

der  Differentlalgle!ch|ing  ^  rr  '^  die,  it^^STf^'^pi;^ 

Chung^  l0gX  ä:i  (Og  X'  -^  logC  »   «lit»^X  £-  CX^  felf^' 

und  daher  die  Constante  G  *r  ^  deyn  müsset  äöliir 

müb'^ögleich  diese  falsche  Gonst&ntei^eYui^ile]^;^^^ 
sie    von  Herrn   Laeroi^    durch    andcffe  ,ttn[istäjndH-^ 
cbere  Schtüet«  a>  a>  0/ gefunden  lflt> 
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Wir  habeg  dagegrai.  nur  dM  CoDttaiiten-T«rliilt> 
gdb  7-^  ■  y*  gefanden;  und  können  unl  hier« 
nw  irenmtteltt  des  einielen  Werthfkllet  9  rr  o  acwa 
wtS  T^—     "^     ~  —   1    «a  tchliefsen,    aaa  swei 

Gründen  nieht  «rlraben : 

a)  weil  je  der  einsde  Werthfall    9  rr  o  von   nna 
'achon  Terbraaebt  ist»  nm  aus  demfelben  auf  nn« 
aer  C  ~  A  sn  acliIieCien ;  nnd 

.n)  weil  dieaer  Werthfall  derjenigen  Constanten  •  Be» 
atimmang  sngeeignet  ist »  welche  darch  die  A  n- 
fangagrlns^  der  Fonctionen  mufs  begründet 
werden;  da  hingegen  die  beiden  Factoren  A  nnd 

A'  im  f  7  =  AX,  und  T-— -— A'X»    von  der 

An£ingfgrinae  nnabhäogig.,   allen  Terlnderiicben 
Kndgrlnaen  sngehOrig  aind. 

$.65*  Daa  Gesetz  der  Integralrechnung »  welchea 
Lacroix  hier  angewandt  hat,  helfst  bei  ihm:  dafs 
dbr  jUlg^meinste  fV^rth  Mintr  Differentialgleichung 
von  der  nten  Sähe  (^)  niemals  mehr  als  n  vhU» 
kührlishe  Constanten  enthalten  darf  *). 

Wird  dieiea  Oeaeta  erst  gefolgert,  nachdem  man 
jede  Fnnction  einer  allgemeinen  Reihenform  unter- 
werfen gedacht  hat,  ao  ist  durch  diese  Allgemeinheit, 
dMCigenthümliche  der  logarithmischen  und  der  trigo- 
npn^etrischen  Integrimng,  und  s.  w.  verloren  gegan- 
gen; da  hingegen  der  richtige  Sinn  derselben  auch 
▼an  Anfilngem  nicht  verkailnt  werden  kann,    wenn 


^^ 


*D  Q'^   l^  veleur  la  plus  generale  q»  sati^ait  ä  mne 

tioH  differentiells  f  ne  doit  pas  contenir  un  nombre  de 
eonstamies  arhhraires  plus  gnmd  que  VexposaaZ  de  Vor' 
dre  de  eette  equation. 


man  ihnen  getagt  bat,  dafa  lürdi  fede  Ihiegtrinikiga- 
regelt  aie  nag  die  algebmiaebe^  oder  die  frlgottometri* 
aehe,  oder  irgend  eine  eipbnentialii  ae3m,  tour  der  je» 
nfge  Terflnderlithe  Tfaeil  der  IntegralftiActio^  *g^fan^ 
den  wird,  welcher»  wie  das  vorgegebne  Differen* 
tial,  als  aolcbeat  allen  vei^nderlichen  Sndgrinseit 
sagehörig  ist;  und  daher  bei  je-ler  ^nv^endni^  ei- 
ner Integrirnngaregel  überdiea  eiich  nach  der  pon? 
atanten  AnEangagrlnze  npch  gefragt  Wjsrden  m^fs: 
wenn  also  sweimal  oder  dreimal  integrirt  wird»  auch 
ftwei-  oder  dreimal  nach  eläer  solchen  Con* 
atante  an  fragen  ist»  welche  durch  die  Anfangsgrlnze 
der  Function  bestimmt  werden  kafcua. 

§.  66.  8ö  eben  erat  etbalten  wir  in  Freyberg 
von  des  Hm.  O^rgomf  ytnnal^s  d^yMathimatiques^ 
Fivrier  x8&6,  und  darin  .S«  954  etc.  em^^Notf  sur 
tanalyse  des  S9etions  angulaires. 

Ana  HnouPoiaeona  Formd  X^eoa9))9lrX«f^X'r-i 

und  (3  cos  y)«  zr  X-  y  r-» 
werden  durch  Substitutionen,  die  mir  nicht  gehörig 
motivirt  scheinen ,  und  '  AurdT  eine  ausgemacht  un* 
richtige  Forderung ,  die  beiden  Formeln 

-  ^.- V  (cosk«  +  sinkirf-i)tt 

(a  coag>y*  zz  X  ^  ^ — r ■■ 

^  ^'  cosnkir 

-    ^  V-         ^^fcoskv+wnh»!*-»)"       I»  « 

und  (öCosg))«rr-X'i ?— r — i-  gefolgert, 

^         ^'  sinnkir  ^      ^ 

„Diese  beide  Formeln  (heifst  es  dann),  die  man 
,»als  fundamentale  betrachten  kann»  stimmen  mit  de- 
,»nen  des  Hrn. .  P  o  i  n  ^  0  t  überein »  und  eignen  sich 
,,für  alle  die  £n twi ekel un gen»  die  von  ihm  in 
».seinen  Recherehes  sur  Panalyse  des  seetions  angu* 
^flaires^  pag.  68,  angegeben  sind. 

Wenn  sich  das  so  verhSlt»  so  wird  unsers  Er- 
achtens  Hr.  P o iss  o  n  berechtigt  seyn,  gegen  alle  diese 

27* 
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Entwickelungeti  stt  pfoteatiren,  weil  diese  bei- 
den  Fondamenttlfonneln  von  ihm  verlangen»  d^ft  in 
seiner  Formel  die  mOgHchen  Gröfteu  für  eich«  und 
die  unmöglichen  ebenfallt  für  sich  allein  genommen, 
ZZ  o  gesetzt  werden  sollen^  wogegen,  ec-  nach  unse- 
rem obigf^n  ^  S1^  B^cb  verwahren  kann.    • 

Oesetftt»  die  beiden  Fandamenta]foi;me1n  seyen 
richtig;  wie  soll  durch  sie  das  Ziet  der  ganzen  Un- 
tersuchung erreicht  werden;'  aus  diesen  Formeln  für 

ein  cebrOjChene«  n  Z  —  die  q  alcebrauclien  Wetth« 

des  (scos^))^   BU  bestimmen!. 

Aber,  welr  die  BJehtigkeit  dieser  beiden  Fnnda« 
mentalformeln   behaupten  will»    der   wördb  ja  auch 

X        ^  X' 


die  Gleichung 


'•'    atao    auch 


coankv-  smnkir 

die  Gleichung  Xungnkirrz— X'  bebaogcen  müssen! 


•t ' 


«     • 


^  r 
•§ 


i.P         ■    :i 


.       ,  • 


/ 
>.  ■  /      ■ 
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Neunzehntes  Capit^eK 

Aufstellung  einiger  logarithmisch^trigonotnctriseh* 

imaginairen  Ausdrück$* 

Da  wir    2«  B«    aus   $•  3 »    $.  15   und  (•  ftg    des 
XVIIten    Kapitels  bereits  wifsent   dafa  man  folgendt 

Gleichungen.  y.T-i  =  l08i±^=|^*  . 

I 

desgleichen  ^t*-^!  rr  (D9(oo8^-|~^^^9T"'"^) 

und  —  y  f"-t  rr  log  (cos  9  —  sin  5p  T-*)  b«* 

banpten  kann :  ao.  nania  maä »  h  die  Basis  der  natür- 
lichen Logarithmen  bedentend»  nach  Diff«R.X«  %*iZ* 
auch  folgende  Oleichongei*, 

~  ^  —  lang  5p  ir-a  • 
desgleichen  h^ '       rr  cos  9)  -}-  sin  9  T-^i 

und  h"^   ^^  mcosy— ain^r-i  r  folglich 

auch  '  ::r  cos  9  • 

und  ^    I"  ~  sm^ 

allerdings  behaupten  können.     Es    iat»  auch  gewifs, 
daff  aolche  Daratellnngen,   in  den  gehörigen  Verbin* 


m  Cap.  XIX.    LogartihmiiA^ 

dangen  i  einen  knrsen  nnd  netten  Cakml  gjtrwthttn 
können«  In  den  Betrachtungen  des  XVIIten  Kapitels 
aber  wärden  sie  eine  nnnöthige  Künstelei  ansgeniacbt 
haben;  wnd  oft  genug  werden  seit  einiger  Zeit  dert 
gleichen  Ansdrücke  dergestalt  gebraucht«  dafs  man 
sie  für  eine  seltsame  nnd  schädliche  Liebhaberei  er- 
Ulfen  m&chte« 

$•  fl.  Die  Logarithmen,  welche  eine  besondere 
Gattung  der  Exponentialgr5(sen  ausmachen,  und  die 
sogenannten  trigonometrischen  Oröfsen,  Sinns,  Cosi- 
nus, Tsngente  und  s.  mt.  sind  von  so  verschiedener 
Art,  dafs  irgend  eine  allgemeine  Abgleicbnng  zwi- 
schen einem  rerinderlichen  Logarithmen,  und  einem 
▼erinderlichen  Sinus ,  oder  Cosinus  ,  und  s.  w.  t 
durchaus  möglich  nicht  dargestellt  werden  kann,  al- 
lerdings aber,  zu  grofser  Bequemlichkeit  für  einen 
Calcul,  wo  man  beiderlei  Grölsen  im  Allgemeinen 
SU  vergleichen  nöthig  hat,  allemal  solche  Unmöglich- 
keiten ausmacht,  die  sich  vermittelst  des  algebra- 
isch unmöglichen  T— i  ausdrücken  lassen,  und'  da- 
durch bei  der  wirklichen  Anwendung  der  Formeln, 
vermittelst  der  dabei  eintretenden  algebraischen  Ope- 
rationen,  hie  und  da  sich  wieder  aufheben  können. 

$•  3«    Lafst  uns  z.  B.  aus  DifflR.  X.  $.  33,  auch 
iff.H.  XV»  $•  S3.  No.  n  und  I,  benutzen. 


t    i.a    1.S.3  ii%««4    i,..«5    i«..«6 

ist,  indem  wir  die  dortige  veränderliche  Dignität  z 
im  h>,  hier  durch  die  Zahl  9  eines  veränderlichen 
Kveiabogesa ausgedruckt  fordern»  und  iafst  uns  mit 


•«•• 


»••• 


trigononftriseh  *  imaginaire  Ju^drücke»        4Xi 
dieaetf  Gleicbnngr  (Me  beiden  folgeadeii^ 

V     . 

2*  m4  *pÄ 

und  iin  Cp  rr  :f  S-         — 2L  4-SL . 

verglichen:  so  werden  wir  darfliu  luf  die  Gleichung 
h^+cosy  +  sinyzifi/t+y^ — !SL- ^ -SL- + .,,, 

allefdingi  tchlieCsen  könneDp  aber  bieniit  eineOleiehung 
erhalten  haben  p  welche  nur  für  den  einasele»  Wertk 

fall  9>  IT  o  una  zwiacben  h    und .  cos  q>  die  Beatim« 

inung  h    ^  co^f  ZZ  ü.i  gewihrfii  kann« 


§.  4*    Wenn  wir  dagegen  in  dem  h      und   des« 


•en  Abreibung,  atait  der  möglichesi  DigniUt  9>,  die 
unmöglicbe  91^—1  anaetzen,  und  dann  auch  atatt 
dea  möglichen  ain  9 »  den  unmöglichen:  ein  9  'T— 1 » 
alao  in  der  Abreibung  deaaelben  ebenfalla  den  un» 
möglichen  43ogen  g>y — t  anschreiben:  ao  haben  wis 
suvörderat  folgende  drei  Gleichungen 

1       i«:s     i«fi.3     i«..«4     ^«••«5     i«**«6 


«pa  ©4 

coaCpm  — ^  +— ^  -         ^ 

^  >  1.0.3  ^...5 


••• 


•••• 


f(4s|Mh  b***^"*  5=  eoay  4-  •my  T-i 
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Wann  wic^^nii  ferner  stau  def  Potenz  h 
ii$  Pafcens  h     *  *"'  anietzen,  so  können  wir  aus 

i       i.a     1.9.3     i«..«4i    t«**«5     ^«-«^ 

«jpa  «p*  ©* 


•  riS:! 


4«4  ^««««4  ^•«•«G 


^  X  i.a.3  i*,m5 


t««« 


V    auf  iT^ '  ***  rr  qöi  5p — iin  Jp  f-x  schlieCaen ;    wel- 
cdipi  »um 

obigen  h  *  *^r:coty  +  rinyt"-i  addirt, 
«Qi  "^  rrcosy  gibt;  und  aubtrahirt 

UQa  zrsiny  gibt 

$.5.  Hiemit  haben  wir  diese  beiden  Ausdriiclie 
dea  CO8  9  und  sin  9) ,  gerade  wie  in  §.  1 ,  ganz  un- 
abhängig Ton  den  dortigen  Gründen,  lediglich  durch 
Gebrauch   der  Reihen   für  h^ ,   cos  q>  und  sin  9  T — t 

erhalten.    Da  nun  fang  a>  r:  — ^    iat  ^    alao    auch 

^^        coay 

t«ngCpT"— 1  ~  — 2i — .  aeyn  mufft   ao  können  wir 

^  ^  cos  5p        "^ 

auch  hieraua  auf  die  Formel 

tang»r~»=  ,^^r-x^  ''"^  "^  "^'^'^ 

h  -}-h 

andere  ihnlicho  Ausdrucke  achUefsen.    Auch  vrärde 
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eich    mit  Hülfe   der   Moirreachen   Gleicbungen»    anf 
alle  diejenigen  Formeln  zurück  achliefsen  lassen«  von 

denen  wir  im  XVIIten  Kapitel  ausgegangen  waren, 

■* 

^.  6.  Die  algebraisch  unmöglichen  Gröfsen  sind  uns 
unentbehrlich,  weil  ohne  sie  der  algebraische  Ca1c\^l 
bis  zur  Unschicklichlieit  serstückelt  ausfaflen  müFste; 
sie  sind  auch- dadurch  nütalich^  dafa  durch  Verbin« 
dang  mehrer  solcher  unmöglichen  Gröfsen ,  die  Wi- 
derspruche sich  ofcmals  wiederum  aufheben,  und 
mögliche  Resultate  einliefern. 

Da  das  trigonometrisch  unmögliche,  au  B,  jeda 
Forderung  eines  Sinus  oder  Cosinus,  der  gröfser  ala 
der  Halbmesser  wäre»  oder  jede^ecante,  die  kleiner 
als  der  Halbmesser  seyn .  soll ,  vermittelst  des  alge* 
brafsch  unmöglichen  |* — x  ausgedrückt  werden  kann: 
so  wird  es  schon  in  dieser  Hinsicht  für  rathsAm  er«» 
kannt  werden,  auch  das  trigonometrisch  unmögliche 
calculatoriscb  au  behandeln,  ... 

Da  ferner  dier  logarith/nigchen  Unmöglichkeit 
ten  sämmtlich  darin  begründet  sind,  dafii  es  den  Bew 
griffen  der  Logarithmik,  wegen  der  mit  ihr  aü  ver* 
bindenden  algebraischen  bejahten  Maafs  -  Einheit  wi- 
derspricht,  auch  verneinte  Gröfsen  logarithmisch 
messen  su  wollen :  so  mufs  auch  diese  logarithmi« 
sehe  Unmöglichkeit  mit  der  trigonometrischen,  ver« 
mittelst  des  algebraisch  unmöglichen  t*— *i  können 
verbunden  und  abgeglichen  werden«  Durch  solch« 
Verbindung  bat  sich  auch  für  die  Integrirung  sehr 
wichtig  ergeben,  dafs  mehre  Integrale,  wenn  sie  tri* 
gonometrisch  unmöglich  sich  bewiesen,  dagegen  Ich* 
garithmisch  möglich  sich  darstellen  liefsen,  und  iim» 
gekehrt  als  trigonometrisch  möglich  integrirt  werden 
konnte,  was  logarithmisch  unmöglich  war>  ^  '  " 


m 


4      • 


Zwanzigstes  Capitel. 

Schlaf sanmerhung ;    und    Gebrauch    des 

Buches  betreffend. 

Mehres  von  dem,  ^ai  ich  tpXterbin  noch  eu  berüh- 
ren, hlemd  da  in  derDrfferential-  nnd  Integralrechnung 
▼ertprochen  habe,  hat  angedruckt  bleiben  matten,  weil 
et  die  höchtte  Zeit  geworden  war,  um  dat  Buch 
noch  alt  der  Ottermette  zugehörig  in  Verkauf  sa 
bringen,  auch  die  von  mir  vertprochene  Bogensahl 
fiberdiet  tcbon  fibertchritten  ist;  das  XVIIIte  Kapitel 
abet,  den  Euleritcfaen  Wiokelcalcnl  betreffend,  ge» 
rade  gegenwärtig  ron  vorzüglichem  Nutzen  zu  teji! 

achien. . 

•    ■     •       ...  . .  • 

$•  fi«  Auch  über  den  Gebrauch  dieses  Lehr-  und 
Handbuchet,  war  ich  willens  etwas  umständlicher 
mich  zu  erörtern,  als  es  auf  dem  noch  übrigen  Bau- 
me dieses  Bogens  hiemit  geschehen  kann. 

Die  Vorerinnerungen  werden  vermuthlich  von 
geübten  Lesern,  und  besondert  von  solchen,  denen 
et  um  Berichtigung  und  Verbesserung  des  Lehrvor« 
träges  zu  thun  ist,  hintereinander  fort  sehr  gera 
dtfrchleten  werden.  Den  ungeübteren  Anfängern  aber 
dürft»  et  gerathener  teyn^  ertt  nach  und  nach  aie  zu 
Hülfe  zu  nehmen,  wo  sie  in  dieter  Hinsicht  citirt  sind, 

$.3*  Beim  ersten  Gebrauche  dieses  Lehrbu- 
ches mag  der  Anfänger,  nach  sorgfältiger  Betreibung 
det  Iten  Kapitels,  ini  Uten  den  §.5,  im  Illten  die 
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S$.  13»  ^4*  »5»  S«  ™d  3S»  In*  IVtcn JJ.  8  und  9, 
im  Vten  $•  11  und  ts,  im  Vlte»  $.7 #'20»  sit  flflf 
«8f  »9»  38»  39t  4öf  4»»  »«^  Vllten  $.  10  bis  mit 
$•  31,  als  solehe  sieh  beseichnen,  die  mr  bei  dar 
ersten  Dvrchgehaog  dieses  Boches  fiberseUagen 
vroUe«    ^ 

Von  dem  bis  hiehet  ErTernten»  kann  ntiil  sogleich 

#  eine  nüuliche  nnd  iraihsame  Anwendong  nach  Cap. 
XIV.  anf  die  Tangenten  •  Lage ,  nnd  «ach  Cap.  XVL 
$.  1  bis  33  anf  Maxima  nnd  Minima  gtftfnacht  Wer* 
den,  doch  für  jetst,  ohne  den  donigen  s weiten 
Tbeil  der  Auflösung. 

Nachdem  er  danii  iber  Caj».  Vfll.  $;  t  bis  9t 
Cap.  XV.  $.  1  bis  12,  Cap.  XVI.  $.  1  bi«  ig  sich  be- 
kamst, gemacht  hat,  wird  Csp.  XVIf.  anfo  neue  von 
ihm  nunmehr  Vollstilndi^  durchgenommen,  aufser 
den  trigonometrischen  Auflösungen ,  welche  er  nach- 

*  subolen  hat,  wenn  er  auch  mit  Kap»  IX.  bekannt 
geworden  ist. 

Kap.  X.  $.  t  bis  39  und  Ksp.  XL  $•  1  bis  6 
noch  hinzugefugt,  mag  er  die  übrigen  Kapitel  der 
Differentialrechnung,  bei  diesem  seinen  ersten 
Cursus,  unberührt  lasset!;  sondern  nunmehr  von  der 
Jnteglralrechiiung  das  Ite»  Ilte,  Illte,  IVte,  Vte 
tmd  Vlte,  Vlllte  und  IXte  Kapitel  Tomehmen. 

jJ.  4«  Diese  sehr  wenigen  Hauptlehretl  ron  deft 
Anfangsgründen  der  Differential«  unü  Integralrech- 
nung, wenn  sie  nur  durch  die  obigen  (Jen  dentlick 
gefafst,  auch  durch  die  darin  aufgeführte»  und  mebftt 
selbst  gewählte  Beispiele  gehörig  eingeübt  sind^  wer- 
den nun  in  der  That  schon  binreicbend  sejm,  nn^ 
das  allermeiste  von  den  Nötbigsten  Lehren  der 
höhern  Maschinen  -  Mechanik  (deren  Druck 
ich  des  nächsten  werde  anfangen  lassen)  befriedigend 
Sil  verstehen.    Und  hier  werde  fch  A%<(^,.denenjeni- 
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gen,   welche  den  böhem  Calcnl   mehr  seiner  aelbsr» 
ab  seiner  Anwehdang  wegen  stndiren  wollen  >  mnge- 
iegentlich   ratben  müssen,    diese  Anwendungen  anf 
die  höbere  Mecbanik  nicbt  zn  rerilamen,    oder  län« 
ger  verschieben   su  wollen ;    weil  ja  der  wahrhafte 
Infinitesimalcalcul   nicht    etwa   lediglich   wegen    der 
atetigen    geoipetriscben  Gr&Isen   erfanden    ist 
(um  die  höheren  Lebren   der  Geometrie  ungleich 
küraer,    denttlicber  and  genauer  an  erweisen 
imd  aoliufinden,    als  es  durch  die  EnUidische  Ele- 
.laentargeonietria    geschehen    konnte,    und    jemala 
wirklich  geworden  sejn  würde),   sondern  neben 
diesen,  und  mit  ihnen,    anch  die  ebenfalls  eteti- 
genOröfsenderPhoronomie,  und  die  in  stetigem 
Zeitverlaufe  atetig  *)    wirkenden  Kräfte    in 
der  theoretischen  Dynamik  ganz  vorzüglich  geeig- 
net  sind,  über  die  eigentbümliche  Natur  und  Unent* 
bebrlicbkeit  des  Infinitesimal  -  Calculs  neues  Licht  zu 
▼erbreiten ;  vorausgesetzt,  dafs  die  sämmtlicbeo 
Lebren    der    Fhoronomie    und   Dynamik  durch  uu« 
mittelbare  Anlegung  und  Benutzung  der  calcula- 
toriseben  Differential*  und  Integral  -  Ausdrücke  wirk* 
lieh   erwiesen  werden,    nicbt    aber,    nachdem   man 
vermittelst  derselben  jene   Lebren    bereits   aufgefun- 
den  vor  sieb  hatte,    hinterher  von  beiden,    in  deio 
sogenannten  strengen  Lehrvortraget  lediglich  dasjenige 
aufgeführt,  und  mit  einander  verglichen  wissen  will, 
was    von    beiderlei     endlichen    Resultaten, 
durch  lauter  endliche  Gröfsen  allerdings  ausgedrückt 
werden  kann! 

Wer  dann,  nachdem   er  die  vorbin  aufgeführten 
ersten  Hauptlehren   des  Infinitesimalcalculs  für  solche 


*3  Gani  vorsfiglicfi  gerade  dieior  stetigen  Gröffen  T^egeii 
war  es  theils  nöchwendig,  theils  doch  sehr  vernunftigi 
den  Iiifinitetiinai  -  Cilcul  zu  erfinden. 
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Phoronomie  und  Dynamik  benutzt  hat»  fernerhin 
mit  mir  oder  andern  Lehrern»  auch  einige  einzela 
Maschinen  in  Untersuchung  nehmen  will,  wird  von 
Zeit  zu  Zeit  'Veranlassung  finden,  auch  mit  den 
schwierigen  Kapiteln  dieser  Differential-  und  Integral* 
rechnung  sich  bekannt'  zu  maehehl 

Eine  noch  ungeheure  Menge  von  Bchwierlge'n 
Untersuchungen  und  Theorien  dieser  täglich  noch 
an  wachsenden,  •  und  immerfort  unvollendeten  Wlssen« 
aehaft,  würden  auch  denen  noch  rückstindig  bleiben, 
die  sich  mit  dem  ganzen  Inhalte  meines  Lehrbuchea 
bekannt  gemacht  hätten.  Aber  sehr  viele  derselben 
wdrde  ein  theoretisciher  Maschinist  in  unserm  5ko- 
n'omischen  Teutschlande ,  wo  man  nach  dem  präkti* 
sehen  Nutzen  der '  Theorie  zu  fragen  Ursach  hat,  dau« 
erhaft  geltend  schwerlich  zu  machen  wissen ! 

Für  einige  wenige  Fälle  dürfte  ich  auch  den 
Variations-Calcul  zu  benutzen  haben.  Was  ich  schon 
vörlänfig.  zur  Einleitung  in  denselben  hier  mitzuthei- 
len  willens  war,  halte  ich  auch  deshalb  zurück,  weil 
ich  es  nicht  mehr  für  druckwürdig  anerkennen  möch* 
te,  nachdem  der  Hr.  Prof»  Dirksen  in  Berlin  diesen 
Calcul  auf  eine  Weise  zu  behandeln  ^ewufst  hat, 
welche  ein  neues  Licht  über  denselben  zu  verbreiten 
scheint. 
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Dretdeiit  gekrackt   bei   Carl  Gottlob  Gärtner. 


.1 


.  L 


?■ 


'.<: 
?* 


■i' 


1-; 


1*. 


I 


*5 


•■i 


■■  ■-£ 


4 


■   1 

^     ■ 


^* 


..  i 


/ 


^ 


eIe! 


i 


)  ■ 
.   «  ■ 


!>\ 


f* 


■ 


\ 


